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ANEXO |
NORMAS PARA LA PRESENTACION DE ARTICULOS

1) Los articulos se remitiran por correo electrénico al Director de la Revista 6 en su
defecto por correo postal una copiay CD, a la siguiente direccion:

Revista del Instituto de Matematica — Facultad de Ingenieria — Universidad Nacional
del Nordeste.

Las Heras 727 — Resistencia — Chaco

C.P. 3500

La presentacion de los trabajos debera contar con:

a) Identificacion del(los) autor(es): Nombre completo, Instituciéon a la que pertenece,
localidad, direccién de contacto (incluyendo la electrénica)

Pequefio texto de presentacion de los autores (cargos actuales, linea de trabajo,
contribuciones al campo de estudio, etc.) (Extension no mayor a media pagina).

b) Titulo del articulo; en idioma espafiol.

c) Resumen: Texto breve (de hasta 100 palabras) de descripcibn de obijetivos,
métodos y principales resultados y conclusiones. Ha de presentarse en idioma
espafiol, pudiendo opcionalmente hacerlo ademas en los idiomas ingles o portugués.
d) Palabras claves: hasta cinco.

e) Referencias: Se ajustaran a la normativa APA (Manual de publicacion, 5° ed, 2001).
(http://apastyle.apa.org/)

f) Tablas, imagenes e ilustraciones: Se incluirdn en su lugar correspondiente en un
formato compatible con su edicion en Internet, identificandolas.

2) Los trabajos enviados deberan ser inéditos o con escasa difusion, (informando en
este caso que otros mecanismos de divulgacion han sido o estan siendo utilizados).

3) La recepcién de un trabajo no implicara compromiso de esta revista para su
publicacion.

4) El Comité Editorial procedera a la selecciéon de los trabajos de acuerdo con criterios
formales y de contenidos.

5) El envio de un articulo para su publicacion, implica la autorizacion por parte del
autor, de la reproduccion del mismo por cualquier medio, en cualquier soporte y en el
momento en que el Instituto lo considere conveniente, salvo expresa notificacion en
contrario del autor. En todos los casos la publicacién mencionard a su autor(es), y el
trabajo no sera modificado una vez aprobado.

6) Los trabajos se aceptaran en formato WORD 97-2003, WORD 2007

7) Los articulos tendran una extension de hasta diez (10) paginas, incluidos las tablas,
las figuras y los anexos. Como excepcion la Revista podra publicar algun trabajo de



mayor extension. Los trabajos deberan estar escrito con formato en fuente Times New
Roman, tamafio 12 puntos para el cuerpo y 14 en mayuscula negrita para los titulos,
interlineado simple, alineacién justificado y en hoja tamafio DIN A4. Los margenes
inferior, superior, izquierdo y derecho seran de 3 cm. Todas las paginas deberan estar
numeradas en el angulo inferior derecho. No debera contener encabezados ni pies de
paginas.

8) Debera indicarse el tratamiento de texto utilizado y si incluye simbolos, tablas o
graficos, se especificara el programa de disefio empleado.

9) Los articulos enviados para ser publicados serdn evaluados en una primera
instancia por el Director con los miembros del Comité Editorial, el que podra
rechazarlo; en caso de aceptacion previa, enviara el articulo a evaluacion externa
(Miembros del Comité de Referato). A partir de los informes obtenidos decidir4 sobre
la publicacién del trabajo, la informacion al autor de las observaciones planteadas por
los revisores a los efectos de que considere posibles modificaciones; o su no
publicaciébn. En cualquier caso, se informard lo antes posible a los autores,
particularmente en el caso de rechazo (y eventualmente, acompafiando sugerencias
para su posible publicacién).



VARIACION DE INDICADORES DE LA RETENCION
ESTUDIANTIL Y CALIDAD DE LA ENSENANZA EN PRIMER
ANO DE LAS CARRERAS DE INGENIERIA

Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional del Nordeste

Antonio Mahave, Noemi Ojeda de Goicoechea, Marta Giraudo y Milena Balbi . (*)
mahave@ing.unne.edu.ar

(*) Docentes del Departamento de Matematica y miembros del Instituto de Matematica
de la Facultad de Ingenieria — Unne.

Resumen.

El presente trabajo consiste en una evaluacion cuantitativa del comportamiento de la
poblacion estudiantil durante el ciclo basico, en las carreras de ingenieria, de la
Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional del Nordeste en los tres Gltimos
afios, con relacién al decrecimiento que se produce por desercion en los comienzos y
desgranamiento posterior, que se registra entre los estudiantes inscriptos.

Se establecen cuadros comparativos de los datos obtenidos para el trienio 2008-2010
con los valores histdricos y los del decenio anterior, lo que permite evaluar en cierto
modo el impacto de los programas de apoyo a los estudiantes implementados por la
Facultad, en un programa tendiente a disminuir la desercion y contribuir a la retencion
del alumnado.

Antecedentes.

El grupo IME (Investigacion en Matematica Educativa), integrado por docentes del
Departamento de Matematica de la Facultad de Ingenieria, entre quienes figuraban los
autores del presente trabajo, realizd desde el afio 2000, el relevamiento de datos y
mediciones que permitieron establecer los indices histéricos desde la creacion de la
Facultad, referentes a desercion estudiantil, duracion real de la carrera, entre otros; todo
dentro de los programas de Investigacion acreditados como P.I. 472D/RES 807/99C.S.,
P.l. 050/2004 RES 416/06 C.S. y P.l. 085/RES 254/07 C.S. . Los resultados de estos
trabajos que particularmente se tuvieron en cuenta para el presente, fueron publicados
en la Revista del Instituto de Matematica de la Facultad de Ingenieria, en los siguientes
articulos:

e Diagnostico sobre los Ingresantes a la Facultad de Ingenieria — afio 2005
Revista N° 2, noviembre 2005, pag. 11/14



Rendimiento académico de los estudiantes inscriptos en la Facultad de
Ingenieria en el afio 2005

Revista N° 3, junio de 2006, pag. 3/12

Tercer informe sobre rendimiento académico de los ingresantes en la
Facultad de Ingenieria, afio 2005

Revista N° 4, diciembre de 2006, pag.3/6

Rendimiento académico de los ingresantes a la Facultad de Ingenieria — afio
2006

Revista N° 5, junio 2007, pag. 3/8

Seguimiento a los ingresantes en la Facultad de Ingenieria - afio 2007
Revista N° 6, noviembre de 2007. Pag. 13/24

Seguimiento a los estudiantes en la Facultad de Ingenieria durante los afios
1998 y 1999 — Evaluacién de resultados
Revista N° 6, noviembre 2007, pag. 25/28

Decrecimiento de la poblacion estudiantil durante el primer afio de la
carrera de ingenieria — Relevamiento correspondiente a los diez ultimos
anos.

Revista N° 7, junio 2008, pag. 3/9

Decrecimiento de la poblaciéon estudiantil ingresante en la Facultad de
Ingenieria en el afio 2008.

Revista N° 9, julio de 2009, pag. 7/10

Rendimiento académico y retencion de la matricula en primer afio de la
Facultad de Ingenieria en el 2009.

Revista N° 11, junio 2010, pag. 7/10

Metodologia y fuentes de informacion.

En lo referente a la informacion que corresponde a los afios anteriores al 2010,
se tomaron Unicamente los datos publicados por el IME, a los que se hace
referencia en el punto anterior, por estar ajustados a documentacion oficial,
provista por la misma Facultad de Ingenieria.

Con respecto al estudio correspondiente al 2010, se siguid rigurosamente la
misma metodologia aplicada por el IME para las cohortes anteriores,
consistente en clasificar por el rendimiento académico, la totalidad de las
planillas de certificacién de materias aprobadas o rendidas por cada uno de los
alumnos de primer afio, provistas por la Secretaria Académica a través de la
Division Alumnos, de esta Facultad. En todo el trabajo se mantuvo el anonimato
de la informacion.

Este relevamiento de datos se hizo como en afios anteriores, a fines del mes de
abril de 2011, para dar tiempo a que los estudiantes inscriptos para iniciar sus
estudios en el periodo lectivo 2010 tuvieran la posibilidad de aprobar por lo



menos, las materias del primer cuatrimestre, ya sea por promocion o en alguno
de los ocho turnos de exdmenes existentes hasta la toma de datos.
La documentacion relevada fue clasificada, segin el nivel de resultados
alcanzados por cada alumno en las siguientes clases:

e Estudiantes inscriptos para iniciar la carrera, al mes de febrero de 2010

e Estudiantes que durante los quince meses no registran materias aprobadas
El nimero de integrantes de este grupo se toma para medir la desercion inicial,
que se produce a comienzos del curso introductorio y primeras semanas de
clases

¢ Ingresantes (son los estudiantes que aprobaron una materia, como minimo)
El numero de individuos de esta clase resulta de la diferencia entre las dos
anteriores.

e Estudiantes con un nivel de rendimiento académico muy bajo
Se ubican en esta clase los estudiantes que aprobaron solamente algunas de las
materias que no requieren soporte matematico. Se considera que el rendimiento
academico de esta clase no es compatible con las exigencias minimas que
impone la carrera. EI nimero de estudiantes en estas condiciones es indicativo
del desgranamiento que se produce con posterioridad al ingreso, con alguna
lentitud, durante los primeros afos

e Estudiantes con rendimiento aceptable
Son los que alcanzaron, como minimo, resultados compatibles con la
continuidad de los estudios. El numero de integrantes de esta clase es indicativo
de la retencion estudiantil lograda en la cohorte evaluada y se obtiene restando al
namero de ingresantes el de los de muy bajo rendimiento académico

e Estudiantes de muy buen rendimiento académico.
Es un subgrupo de la clase anterior, compuesto por los alumnos que cursan y
aprueban, mas de un ochenta por ciento de las materias. Si se tiene en cuenta
que las dificultades del primer afio son en general superiores, este rendimiento
inicial permite pensar en una duracién de la carrera aproximado a la proyectada
en el plan de estudios-

Al seguir la misma metodologia aplicada por el IME, se da al presente trabajo la
posibilidad de establecer directamente, las relaciones comparativas con los afios
anteriores.

El empleo como fuente de informacion, de documentacion oficial en forma Unica, y el
procesamiento de los datos de la totalidad de la poblacién estudiantil de inscriptos,
permiten asegurar la confiabilidad de los resultados, con un margen de errores
administrativos en la toma o clasificacion de datos, que razonablemente podria preverse
en un 3 % como maximo y no resulta significativo.



Distribucion de los estudiantes inscriptos en la Facultad de Ingenieria:
Decenio 1998-2007

Se expone a continuacion la clasificacion resultante de los 2539 estudiantes inscriptos
en ese periodo, excluidos los correspondientes a los afios 2002 y 2004, de los que no se
realizaron estos estudios.

Inscriptos 2539 100%
Sin materias aprobadas 1445 57 %
Total ingresantes 1094 43%
Alumnos c¢/muy bajo rendimiento 503 20%
Retencidn estudiantil 591 23%
Muy buen rendimiento 203 8%
%I
100
Referencias:
0 — Inscriptos
1 — Ingresantes 50%

2 — Retencion estudiantil 43

3 — Muy buen rendimiento 0 b 20

S ) O O
8
—
0 1 2 3
Afio 2008:
Inscriptos 213 100%
Sin materias aprobadas. 74 35%
Ingresantes 139 65%
Muy bajo rendimiento 39 18%
Retencion estudiantil 100 47%
Muy buen rendimiento 36 17%
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Afio 2009
Inscriptos 344 100%
no aprobaron materias 161 47%
Ingresantes 183 53%
Muy bajo rendimiento 46 13%
Retencion estudiantil 137 40%
Muy Buen rendimiento 47 14%
%)
0 — Inscriptos 100
1 — Ingresantes
2 — Retencion estudiantil
Bl 5%
3 — Muy buen rendimiento "
) ) %
Bl e e e e 12,5% _
_—




Ao 2010

Inscriptos 387 100%
Sin materias aprobadas 212 55%
Ingresantes 175 45%
Muy bajo rendimiento 54 14%
Retencion estudiantil 121 31%
Muy Buen rendimiento 59 13%

%|

. 100

0 — Inscriptos

1 — Ingresantes

2 — Retencidn estudiantil

o 50%

3 — Muy buen rendimiento e e -

31
L%

13 125%

En los registros, que representan los histogramas anteriores, se observa un
decrecimiento del nimero de estudiantes desde el inicio de las actividades aulicas, que
se produce en las formas siguientes

La desercion inicial se puede notar masivamente en la disminucion de
asistencia, durante las primeras semanas de los cursillos introductorios que
la Facultad organiza para nivelacion de conocimientos y luego continua
durante el afio. EI nimero de casos corresponde a los estudiantes que no
registran materias aprobadas y, en su mayoria, tampoco actividad
académica. EIl porcentaje histérico de esta desercion inicial fue estimado
estadisticamente por el IME en un 50 %, que se marca con linea de puntos
sobre los histogramas. El decrecimiento del numero de alumnos reflejado en
la caida entre las dos primeras columnas de los histogramas, desciende por
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debajo de esa linea en el decenio 1998-2007 con una desercion del 57 % y
disminuye, fluctuando sobre el nivel histérico en el trienio siguiente: 35 %
en el 2008; 47 % en el 2009 y 55 % en el 2010. Aunque se nota una mejora
en estos datos, no puede esperarse mucho mas para el futuro de las acciones
encaradas desde la Facultad porque se trata de alumnos que no asisten a la
misma.

En una segunda etapa, inmediata a la primera descripta en el punto anterior,
se produce el desgranamiento de los estudiantes de muy bajo rendimiento,
que abandonan los estudios durante el aflo o cambian de carrera al final del
mismo. Este desgranamiento historico fue estimado en un 25 % con respecto
al numero de inscriptos por el IME; nivel que se marca con la segunda linea
de puntos sobre los histogramas. La caida de la poblacion estudiantil por
desgranamiento se representa por el descenso entre la segunda columna y la
tercera de los histogramas, que representan cantidades de ingresantes y
retencion estudiantil, respectivamente. Los registros obtenidos son del 19 %
para el decenio 1998-2007, del 18 % en el 2008, 13 % en el 2009 y 14 % en
el 2010. Estos datos muestran un progreso en lo que respecta a disminucion
del nimero de alumnos con muy bajo rendimiento y como contrapartida
aumento del conjunto de estudiantes con desempefio aceptable y por
consiguiente de la retencion estudiantil.

Anaélisis de resultados con relacién al nimero de ingresantes.

Se han descrito hasta aqui, datos relativos al nimero total de inscriptos para iniciar la
carrera en cada uno de los periodos considerados. En esa poblacién estudiantil aparece

siempre

el conjunto de alumnos que abandona inicialmente

y por su numero,

aproximadamente la mitad, distorsiona el analisis de resultados.
Para evitar este problema, se construye a continuacion una tabla donde los porcentajes
se toman con relacion al nimero de ingresantes.

1998 / 2007 2008 2009 2010
Ingresantes 1094 100% 139 100% 183 100% 175 100%
Retencidn estudiantil 591 54% 100 72% 137 75% 121 69%
Muy Buen rendimiento | 203 19% 36 26% 47  26% 59 34%




Conclusiones

Se registra en todas las mediciones anuales, la existencia de un grupo de
inscriptos que no aprueba materias y, tampoco realiza actividad académica,
confirmando la estimacion realizada en trabajos anteriores que establece en un
50 %, aproximadamente, la cantidad de estudiantes en esas condiciones. Se trata
de un problema que no puede ser resuelto desde la Facultad.

Los porcentajes de la Gltima tabla, con referencia a los ingresantes, indican que,
sobre la totalidad de alumnos que desarrollaron actividades académicas,
haciendo posible el trabajo de los docentes en distintos proyectos para disminuir
la desercion y mejorar la calidad de la ensefianza, ha crecido en los ultimos tres
afios en forma notable la retencion de los estudiantes. De un promedio del 54%
correspondiente al periodo de 10 afios entre 1998 y 2007, se eleva
manteniéndose entre un 70% y 75% para el ultimo trienio.

También aumenta el porcentaje de estudiantes de muy buen desempefio; del
19% en el decenio considerado, a un nivel del 26 % en el 2008 y el 2009 y 34 %
en el 2010, lo que hace prever una disminucion en el tiempo de duracién de la
carrera.

Las mejoras obtenidas en los indicadores de la variacion de la poblacion
estudiantil durante el Gltimo trienio, a las que se ha hecho referencia, refleja el
impacto de las politicas de apoyo al ingresante que a través de distintos
programas ha implementado esta Facultad, y la conveniencia de darles
continuidad.
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CONCEPCIONES ACERCA DE LA DEMOSTRAC’ZION DE
ESTUDIANTES DE PROFESORADO EN MATEMATICA AL
FINALIZAR UN CURSO DE GEOMETRIA

Maria Cristina Beltrametti
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales y Agrimensura. UNNE.
macribel@exa.unne.edu.ar

RESUMEN

En este trabajo presentamos resultados de una encuesta realizada a estudiantes de
Profesorado en Matematica dirigida a conocer sus concepciones acerca de la
demostracion en matematica y las dificultades que se les presentan al momento de
realizarlas.

PALABRAS CLAVES: Geometria— Demostracion —Concepcién

INTRODUCCION

Es indudable que la demostracion es esencial en matematica, no solo cuando se hace
ciencia sino también en educacién matematica ya que mmediante ella se contribuye a la
formacion en los estudiantes tanto del pensamiento l6gico-deductivo como heuristico y
creativo y al desarrollo de la capacidad de realizar operaciones mentales.

La Geometria se ha ensefiado desde Euclides como la ciencia deductiva por excelencia,
y continda constituyendo un tema muy atractivo e interesante para aprender acerca del
razonamiento deductivo y la naturaleza de la demostracién matematica.

Por otra parte, para la Didactica de la Matematica, resulta muy importante el
conocimiento de las concepciones que sobre ellas poseen los estudiantes. Para
Brousseau, “las concepciones de los alumnos son el resultado de un intercambio
permanente con las situaciones problemas en las cuales estan situadas y en el curso de
las cuales sus emociones interiores son movilizadas para ser modificadas, completadas
0 rechazadas”. [Brousseau, 1982].

En este trabajo se analizan las concepciones de los estudiantes de un Curso de Geometria
Meétrica y Trigonometria del Profesorado en Matematica de la Facultad de Ciencias
Exactas de la UNNE acerca de la demostracion en matematica y las dificultades que se
les presentan al momento de realizarlas.

ANTECEDENTES

Numerosas son las investigaciones que han abordado el tema sobre las ideas que poseen
los alumnos acerca de determinados conocimientos tanto de la matematica como de
otras ciencias, como también de la demostracion matematica.

Montoro [2007] en su trabajo sobre la concepcion de los estudiantes de Profesorado en
Matematica acerca de la demostracion, considera que los docentes que tiene la
responsabilidad de la formacion matematica de los futuros profesores deberian prestar
especial atencidén en no caer en el error de dejar creer a los alumnos que ellos son
capaces de producir una demostracion cuando no han hecho otra cosa que argumentar.
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El anélisis de las dificultades en el desarrollo de problemas de demostracion geométrica
en un curso de formacion inicial de profesores de matematicas, examinando si se
manifiesta la dimension afectiva y de que modo, es presentado por Araujo, Giménez
Rodriguez y Rosich Sala [2006]. En este trabajo, los autores analizan las dificultades,
esquemas de demostracion y elementos de lenguaje asociados con las creencias y las
actitudes acerca de la demostracion geométrica de los estudiantes. Efectdan el analisis
de las emociones en distintos momentos de la demostracion lo que les permite
establecer asociaciones entre el dominio afectivo y la actividad de demostrar.

Los origenes de las dificultades para aprender y ensefiar la demostracion en matematica
son estudiados por Nicolas Balacheff [1999] quien realiza un diagndéstico formulado en
términos de la naturaleza del contrato didactico que emerge naturalmente de las
posiciones del alumno y el docente con respecto a los saberes en juego.

El investigador considera que dado que el docente es el garante de la legitimidad y de la
validez epistemoldgica de lo que se construye en la clase, eso pareceria implicar que el
alumno se veria privado de un acceso auténtico a una problematica de la verdad y de la
prueba. Superar esta dificultad significaria la devolucion a los alumnos de la
responsabilidad matematica sobre sus producciones, lo que significa que el docente
estara ausente de los procesos de toma de decision durante la resolucion de un problema
en favor de un esfuerzo de construccion de medios autdbnomos de prueba por parte de
los alumnos.

El estudio del significado de la nocion de prueba Yy sus rasgos caracteristicos en
distintos contextos institucionales es abordado por Godino y Recio [2001] quienes los
analizan desde la ldgica y los fundamentos de las matematicas: en la matematica
profesional, en las ciencias experimentales, en la vida cotidiana y en clases de
matematica. Consideran que el estudio de los problemas epistemoldgicos y didacticos
que presenta la ensefianza de la prueba en clases de matematica debe encuadrase en el
marco general de las practicas argumentativas humanas. Encuentran la explicacion de
algunas dificultades y conflictos cognitivos de los estudiantes referidos a las pruebas
matematicas en la superposicion de diversos significados institucionales de la prueba.
Una de las dificultades en el aprendizaje de la Geometria en un Profesorado en
Matematica cubano, segun lo plantean Bravo y Arrieta. [2003] se encuentra en la
realizacion de demostraciones, por lo que plantean la necesidad de budsqueda de
herramientas metodoldgicas que conduzcan a ideas novedosas en su ensefianza.
Destacan tres capacidades matematicas estrechamente relacionadas con las
demostraciones geométricas: la de razonamiento, la de visualizacion y la de
imaginacion espacial, que no estan desarrolladas en la educacion de los estudiantes por
lo que recaen en ellas las dificultades a la hora de demostrar.

Mas recientemente, al proponer plantear la ensefianza de la demostracion en Geometria
desde una perspectiva amplia, lleva a sostener a Camargo, Perry y Samper [2005], la
necesidad de la construccion de un entorno de aprendizaje especial., uno de cuyos
componentes fundamentales es la realizacion de tareas que propician el desarrollo del
conocimiento conceptual y del procedimental, ligado a la demostracion.

Las ideas que poseen los estudiantes acerca de determinados conocimientos cientificos,
en este caso el de demostracion, influyen de manera importante sobre las
interpretaciones que realizan y por lo tanto deben ser conocidas por el profesor para
favorecer mejores aprendizajes de los estudiantes.
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MARCO TEORICO

Las ideas o concepciones que poseen los estudiantes ha tenido a lo largo del tiempo
distintas denominaciones: Ausebel las denomind preconceptos, Novak concepciones
erroneas, Osborne y Freyberg ideas de los nifios, Pozo y Carretero las consideran
concepciones espontaneas y Giordan y De Vechi las llamaron representaciones y en los
ultimos afos es el concepcion alternativa e ideas previas, para referirse a aquellas que
no han sido transformadas por la accién del docente. [Caballero Armenta, 2008].
Para Luisa Ruiz Higueras [1998], el término concepcion no solo se usa para referirse a
los conocimientos y creencias de los sujetos, con un sentido cognitivo, sino que también
menciona que algunos autores como Artigue y EI Bonaizzani lo emplean en un sentido
epistemoldgico o institucional para referirse a tipologias de conocimientos existentes en
un cierto periodo histérico o circunscrito a los textos.
Para Artigue, el término concepcion se emplea en Didactica de la Matematica con el
objeto de establecer una diferencia entre el objeto matematico que es unico y las
significaciones que pueden asociar los alumnos”. Esta autora pone en evidencia dos
aspectos complementarios de concepcién, el punto de vista cognitivo y el punto de vista
epistemoldgico [Ruiz Higueras, 1992].
Para Brousseau, “las concepciones de los alumnos son el resultado de un intercambio
permanente con las situaciones problemas en las cuales estan situadas y en el curso de
las cuales sus emociones interiores son movilizadas para ser modificadas, completadas
0 rechazadas”. [Brousseau, 1982]. El Bonaizzani [1988] [Citado por Ruiz Higueras,
1992] en su tesis acerca del estudio de las concepciones de los alumnos de secundaria
sobre la nocion de continuidad de una funcion, distingue: A) Concepciones iniciales:
previas a todo aprendizaje escolar sobre las nociones dadas. B) Concepciones inducidas
por la ensefianza: i)Concepciones controladas por la ensefianza; construidas por los
alumnos y provocadas intencionalmente por el profesor con objeto de hacerles adquirir
una nocion, ii) Concepciones incontroladas por la ensefianza, constituidas por los
alumnos a través del proceso de adquisicion de una nocion y no provocadas
intencionalmente por la ensefianza.
La nocion de demostracién desde el punto de vista de las practicas matematicas de los
alumnos y no desde la I6gica matematica es abordada por Balacheff, quien clasifica las
demostraciones en pragmaticas y conceptuales. Rodriguez Diaz [2006] las describe de
la siguiente manera: “Las demostraciones pragmadticas son aquellas que recurren a la
accion real o a la ostencion. Las demostraciones conceptuales son las que estan
basadas en un razonamiento deductivo mediante la formulacion de definiciones,
propiedades, etc. Dentro de las demostraciones pragmaticas distingue tres casos: a)-
Empirismo naif: que consiste en afirmar la veracidad de un resultado tras verificarla
en unos cuantos casos elegidos sin ningun criterio especifico. b) -Experimento crucial.
Que consiste en verificar la proposicion en un ejemplo elegido cuidadosamente de
forma que “si funciona aqui, funcionara siempre”.C)- Ejemplo genérico, que
involucra hacer explicitas las razones de la veracidad de una conjetura mediante
operaciones o transformaciones de un objeto que se considera representante de su
clase. A las demostraciones conceptuales las divide en: a)-Experimento mental, en las
que las acciones son interiorizadas y disociadas de una representacion particular.
b)-Célculo sobre enunciados, que son construcciones intelectuales basadas en teorias
mas o menos formalizadas y explicitas de las ideas en cuestion en la solucion del
problema y aparecen como resultado de un calculo inferencial sobre enunciados *
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En el articulo “Si no demuestro... ;Ensefio matematica?” Larios Osorio [2003]
reproduce conceptos de algunos matematicos que se han expresado respecto al
significado de la demostracién en matematica y a sus caracteristicas tales como Morris
Kleine, Ignacio Bartolache y Simo6n Singh. Para Morris Kline “todas las
demostraciones matematicas deben ser deductivas. Cada demostracion es una cadena
de inferencias deductivas y cada una de éstas con sus correspondientes premisas y
conclusiones”. Para Ignacio Bartolache es ““...por un exacto y bien ordenado discurso,
la conexién que hay entre la hipdtesis y la tesis, empleando para esto otras
proposiciones establecidas de antemano hasta venir a caer de silogismo en silogismo
en la dicha tesis como en una consecuencia necesaria”. Simon Singh sostiene que “La
idea clasica de una demostracion matematica consiste en partir de una serie de
axiomas o afirmaciones que pueden considerarse ciertos o que por evidencia propia lo
son. Después con una argumentacion légica y progresiva se puede llegar a una
conclusion”. [Larios Osorio, 2003].

Se desprende de lo anteriormente expuesto que la caracteristica mas importante de la
demostracion es la que debe ser una cadena de deducciones, y que surge por la
necesidad de justificar conocimientos que tienen que se validados; proporcionando
simultdneamente razones sobre su veracidad.

Para la realizacion de este trabajo se han tenido en cuenta la nocién de concepcion
sostenidos por Luisa Ruiz Higueras y Artigue y los trabajos de Balacheff, Godino y
Martinez Recio sobre la demostracion.

METODOLOGIA

Para conocer la opinion de los estudiantes acerca de sus concepciones sobre la
demostracidn, se realiz6 en el afio 2010 una encuesta que fue administrada a dieciséis
alumnos que cursaron la asignatura Geometria Métrica y Trigonometria correspondiente
al Plan de Estudios del Profesorado en Matematica de la Facultad de Ciencias Exactas
y Naturales y Agrimensura de la Universidad Nacional del Nordeste.

La encuesta fue presentada a los alumnos al finalizar el curso y luego de trabajar el tema
demostracion en clases teoricas y practicas de Geometria Métrica y Trigonometria.

Las preguntas estan referidas a qué entienden por demostracion, y las dificultades que se
les presenta al momento de tener que realizar una demostracion. Como la muestra es
pequefia se presentan todas las respuestas de los participantes de la investigacion

RESULTADOS

A la pregunta ¢Qué significa demostrar en Matematica? , los alumnos respondieron de
diversas maneras:

R1. Significa justificar con conceptos matematicos estudiados anteriormente la resolucion
de problemas o la explicacion de teoremas o propiedades.

R2. Demostrar es encontrar la prueba de que algo es valido.

R3. Demostrar significa llegar a probar a través de distintos fundamentos un teorema o una
enunciacion.
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R4. Seguir una serie de pasos, teniendo en cuenta una serie de propiedades, teoremas,
axiomas, etc.

R5. Demostrar seria resolver un problema para cualquier tipo de elemento. Por ejemplo si
estamos resolviendo una demostracién para un ndmero natural entonces la
demostracion nos permite decir que esa igual o desigualdad funciona para todos los
nUmeros naturales.

R6. Consiste en justificar algo que se cree que es verdadero.

R7. Demostrar significa ir probando con propiedades o axiomas hasta llegar a lo que
quiero llegar a demostrar con justificaciones de cada paso que realizo para que resulte
verdadero algo.

R8. Verificar la validez de algo.

R9. Presentar argumentos que garanticen la obtencion de resultados, si fueran posibles o
despejen toda duda ante la imposibilidad de conseguirlos.

R10. Demostrar en matematica, desde mi punto de vista, consiste en mostrar una
argumentacién que justifique que la tesis (Io que quiero probar) es una consecuencia
I6gica de la hipdtesis que se tiene en cuenta a partir de los diferentes axiomas, etc.

R11. En matemética, demostrar desde mi punto de vista significa darle validez a algo que
se afirma por ejemplo un teorema que luego se utiliza para demostrar otras
propiedades, etc.

R12. Demostrar en matematica es mostrar como una conjetura es valida para muchos
casos en general. Es validar algo que considero cierto.

R13. Significa poder probar la veracidad de una conjetura.

R14. Lo que significa demostrar es que todo lo que escribo debo dejar justificado lo que
hice y de donde sali6 o en qué me apoyo para decir que lo hecho es verdadero, en fin,
escribir todo lo que sé de esa situacion. Probar todos los pasos.

R15. Demostrar en matematica significa partir de un punto, ir desarrollando la cuestion,
utilizando otras propiedades y/o teoremas demostrados para llegar a la tesis. Asi
concluye a la demostracion.

R16. Partiendo de una hipltesis que se presume como verdadera y usando un
razonamiento l6gico se llega a la tesis, que es el consecuente de la hipdtesis.

A la pregunta ¢(Qué significa demostrar en Matematica?, el 34 % de los estudiantes
considera que la demostracion estd vinculada a justificar o probar conceptos
matematicos, enunciandos, o empleando teoremas, propiedades que se consideran
verdaderas; el 22,4 % vincula la demostracion a seguir una serie de pasos justificados
con teoremas, propiedades, axiomas, para otro 23%, demostrar es presentar argumentos
que garanticen la validez o mostrar la falsedad de una conjetura. EI 10,40% asocia a la
demostracion la presentacion de argumentos que garanticen la validez o mostrar la
falsedad de una conjetura y el 10,20% que partiendo de una hipotesis que se presume
verdadera, empleando un razonamiento logico, llegar a la tesis.

Martinez Recio y Godino [2001] manifiestan “que los esquemas personales de
demostracion guardan relacion con los diferentes significados que la demostracion
tiene en contextos institucionales en los que los estudiantes se hallan inmersos”.

Las respuestas de los estudiantes respecto al significado de la demostracién se condicen
con la que esta presente en la institucion en la que se estan formando. ya que desde los
primeros cursos a los que asisten los estudiantes de Profesorado en Matematica, en sus
clases los profesores emplean demostraciones a las que Martinez Recio denomina
demostraciones informales y formales. [2001].

Las primeras estan caracterizadas por una argumentacion de caracter deductivo,
sustentadas en la intuicién y en el uso de elementos de procedimientos tales como
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gréficos, relaciones analdgicas y generalizaciones inductivas, mientras que las segundas
son de carécter deductivo formal, desarrolladas en un lenguaje con una fuerte
componente simbolica, efectuando una estricta derivabilidad axiomatica, formal, de
modo que los alumnos estan familiarizados con ellas, son las que viven en la institucion
y este hecho se ve reflejado claramente en todas las definiciones que brindan los
estudiantes.

La mayoria de las respuestas de los alumnos responden a la concepcion de
demostracion conceptual segin Balacheff pues consideran a la demostracion como el
resultado de un razonamiento deductivo mediante la formulacion de definiciones,
propiedades y teoremas y dentro de ellas las de calculo sobre enunciados

Son ejemplo de ello las respuestas

R7. Demostrar significa ir probando con propiedades o axiomas hasta llegar a lo que
quiero llegar a demostrar con justificaciones de cada paso que realizo para que resulte
verdadero algo.

R10. Demostrar en matematica, desde mi punto de vista, consiste en mostrar una
argumentacion que justifique que la tesis (Io que quiero probar) es una consecuencia
I6gica de la hipdtesis que se tiene en cuenta a partir de los diferentes axiomas, etc.

R11. En matematica, demostrar desde mi punto de vista significa darle validez a algo que
se afirma por ejemplo un teorema que luego se utiliza para demostrar otras
propiedades, etc.

R16.Partiendo de una hipdtesis que se presume como verdadera y usando un razonamiento
légico se llega a la tesis, que es el consecuente de la hipdtesis.

No aparecen en las deficiones dadas una concepcion pragmatica de la demostracion, en
ninguno de sus posibles casos, empirismo naif; experimento crucial o ejemplo
genérico. Esta afirmacion se refuerza con la siguiente respuesta

R5. Demostrar seria resolver un problema para cualquier tipo de elemento. Por ejemplo si
estamos resolviendo una demostracién para un ndmero natural entonces la
demostracion nos permite decir que esa igualdad o desigualdad funciona para todos
los nimeros naturales.

En cuanto a la pregunta ¢Qué dificultades se les presenta al realizar demostraciones?
Enumere las cinco que considere mas importantes. Las respuestas fueron:

R1. a) Encontrar el punto de partida. b) Relacionar los conceptos.

R2. Cuando no cuento con el soporte tedrico para llevarla a cabo.

R3. a) generalizar la demostracion. b) Ir ordenando las distintas afirmaciones.

c) Expresar la demostracion correctamente.

R4. a) Arriesgar y tener miedo a la equivocacion. b) Que lo que piense sea considerado

mal. ¢) Olvidarme de teoremas. d) Falta de tiempo.

R5. a) No saber por dénde empezar. b) No saber cémo hallar lo que tengo que demostrar.
c) No tener los conocimientos previos necesarios para realizar dicha operacion.

R6. a) No diferenciar bien los teoremas de las propiedades. b) No recordar bien algun

teorema 0 axioma. c) No poder hallar la justificacion geométrica.

R7. a) Qué conocimientos matematicos especificos debo utilizar. b) Qué pasos debo seguir
y por qué. c) Qué orden debe seguir cada paso y por qué.

R8. a) No saber como afrontarla. b) No saber qué conocimientos previos usar.

c) No conocer muchos métodos de demostracion. d) Falta de préactica.
e) Algunas demostraciones son muy evidentes.

R9. a) No se por dénde empezar. b) Las expresiones simbolicas suelen ser muy extensas y
numerosas. ¢) Los artificios que se usaron en la demostracion original, casi nunca los
puedo pensar yo solo. ; casi nadie los puede encontrar por sus propios medios, ese es el
principal problema a la hora de demostrar.
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R10. a) Entender el enunciado. b) Diferenciar desde dénde partir (qué datos usar) hasta
dénde llegan (incognitas). ¢) Qué estrategias puedo usar (por ejemplo, en geometria
realizar prolongaciones, trazar diagonales, cosa de simplificar el problema en base a
temas ya dados).d) Imaginarse la situacion, relacionando con temas anteriores.

R11. a) ldentificar los datos. b) Separar los datos de la incdgnita. c¢) El orden y la
prolijidad. d) EI lenguaje que se utiliza para explicar. e) Llegar al objetivo.

R12. a) ldentificar las principales herramientas que debo usar. b) Enredarme en mis
propios pasos. ¢) Cuando se llega a cierto punto y no saber como seguir.

R13. a) No saber como comenzar a demostrar. b) No saber qué aplicar

R14. a) Si mi pensamiento es acertado. b) Como sigo analizando. c) Cual seguira después.

d) Qué orden deben tener. e) Confundir lo que tengo que probar como algo
verdadero.

R15. a) No tomar el camino correcto .b) Carencia de definiciones o teoremas y cuél
relacionarlo o aplicarlo.

R16. a) El uso de las propiedades adecuadas. b) Relacion con otros temas. ¢) La escritura.

Las respuestas de los estudiantes ponen en evidencia que las mayores dificultades se
presentan en encontrar de donde partir (23,50%), en relacionar conceptos
(11,38%), en ordenar las afirmaciones (5,34%), en distinguir datos e incAgnitas
(17,64%), en discernir los pasos a seguir (8,75%), en el desconocimiento de métodos de
demostracion (8,75%), en la busqueda del artificio adecuado (17,64%), en escribir
correctamente en lenguaje simbolico (7%); entre las que mas se repiten.

Las respuestas de los estudiantes frente a las dificultades que se presentan al momento
de enfrentar una demostracién para su realizacion, ponen de manifiesto la necesidad de
profundizar las dimensiones del quehacer matematico enunciados por Schoenfeld
[1992] quien expresa: “... el alumno no debe partir del vacio, debe contar con recursos
cognitivos, que ira demostrando al trabajar con el problema, como la intuicién
(conocimientos informales relacionados con el dominio),los hechos, los procedimientos
algoritmicos y no algoritmicos, asi como as compresiones(conocimiento preposicional)
acerca de las reglas admitidas en el dominio. ”

Los alumnos manifiestan dificultades a la hora de saber cuales son las herramientas
matematicas que tiene a su disposicion para resolver la situacion planteada, conocido
como conocimientos de base, reflejados en las siguientes respuestas:

R2. Cuando no cuento con el soporte tedrico para llevarla a cabo.

No tener los conocimientos previos necesarios para realizar dicha operacion.

R15. a) No tomar el camino correcto .b) Carencia de definiciones o teoremas y cudl
relacionarlo o aplicarlo.

R16. a) El uso de las propiedades adecuadas. b) Relacion con otros temas.

Los alumnos incorporan en su quehacer matematico sus concepciones previas 0 Sus
limitaciones conceptuales y esas herramientas les resultan en algunos casos insuficientes
0 erréneos.

Los aspectos del conocimiento relevantes para el rendimiento en resolucion de
problemas incluyen: el conocimiento intuitivo e informal sobre el dominio del
problema, los hechos, las definiciones y los procedimientos algoritmicos, los
procedimientos rutinarios, las competencias relevantes y el conocimiento acerca de las
reglas del lenguaje en ese dominio, aspectos todos que los alumnos manifiestan como
dificultades al enfrentan realizando demostraciones:
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R12. a) ldentificar las principales herramientas que debo usar. b) Enredarme en mis
propios pasos. ¢) Cuando se llega a cierto punto y no saber cémo seguir.

R14. a) Si mi pensamiento es acertado. b) Como sigo analizando. ¢) Cual seguira después.

d) Qué orden deben tener. e) Confundir lo que tengo que probar como algo verdadero.

R10. a) Entender el enunciado. b) Diferenciar desde donde partir (qué datos usar) hasta
ddnde llegan (incognitas). ¢) Qué estrategias puedo usar (por ejemplo, en geometria
realizar prolongaciones, trazar diagonales, cosa de simplificar el problema en base a
temas ya dados).d) Imaginarse la situacion, relacionando con temas anteriores.

CONCLUSIONES

El estudio realizado nos permite concluir que existen en nuestros estudiantes una
variedad de concepciones respecto a la demostracion, pero que no obstante ello,
destacan en su mayoria que la caracteristica mas importante de la demostracion es la
relacionada con una serie de procedimientos apoyados en axiomas, teoremas,
propiedades para justificar conocimientos que tienen que se validados; concepcion
aceptada por la comunidad cientifica, tal como lo evidencian las definiciones dadas por
los matematicos Morris Kline, Ignacio Bartolache y Simon Singh para quienes la
demostracion esta intimamente ligada a una cadena de deducciones, y que surge por la
necesidad de justificar conocimientos.

La nocion de demostracion que poseen los estudiantes se ajusta también a la que
asignan Godino y Recio, para quienes, se reconoce a la demostracion o la prueba como
validar o justificar una afirmacion, aportando razones o argumentos y explicando por
qué un resultado matematico es cierto y es la que esta presente en la institucion a la que
pertenecen.

A través de las opiniones vertidas, se evidencia que los estudiantes tienen la concepcion
de demostracion, en la clasificacion de Balacheff de demostraciones conceptuales,
basadas en un razonamiento deductivo mediante la formulacion de definiciones,
propiedades y es posible notar una cierta tendencia hacia las de célculo sobre
enunciados, que son construcciones intelectuales basadas en teorias mas o menos
formalizadas y explicitas de las ideas en cuestion en la solucion del problema vy
aparecen como resultado de un calculo inferencial sobre enunciados.

Las dificultades manifestadas por los estudiantes nos obligan a revisar el planteo y
organizacion de las clases para profundizar el estudio de las demostraciones y proponer
nuevas estrategias para el mejor logro por parte de los estudiantes de la realizacién de
demostraciones.

Consideramos que el conocimiento y el trabajo sistematico con estrategias de resolucion
de problemas contribuirian a revertir esta situacion.
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Resumo (espanhol)

Este trabalho apresenta o tema Criptografia como motivador de situagdes
didaticas para estudantes do Ensino Basico. Apresenta, também, atividades
didaticas que aliam os contetidos matematicos ao tema proposto, envolvendo os
assuntos: aritmética, funcbes linear, quadratica, logaritmica, exponencial e
matrizes. Esse artigo é fruto da pesquisa Teoria dos NUmeros que vem sendo
desenvolvida na Universidade Luterana do Brasil (ULBRA), desde 2002, e esta
vinculada ao Grupo de Estudos Curriculares em Educacdo Matematica
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Abstract

This paper presents Cryptography as an agent of the motivation of didactic
situations for high school pupils. Also, didactic activities that associate
mathematics contents to the theme proposed are presented on the subjects:
arithmetic; linear, quadratic, logarithmic, exponential functions; and matrices. This
paper is part of the research Theory of Numbers, which has been developed in
Lutheran University of Brazil (ULBRA) since 2002 and is linked to the Group of
Curricular Studies on Mathematics Education (GECEM).
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Introducéo

O ponto de referéncia do processo de ensino e aprendizagem, da Matematica,
deve ser a abordagem de assuntos de interesse do aluno, que estimulem a curiosidade
e que desencadeiem um processo que permita a construgdo de novos conhecimentos
(GROENWALD e FRANKE, 2007). Para as autoras a Matematica se torna in-
teressante e motivadora para a aprendizagem quando desenvolvida de forma
integrada e relacionada a outros conhecimentos ja desenvolvidos na escola, trazendo o
desafio de desenvolver competéncias e habilidades formadoras.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (BRASIL,
1998) nessa etapa da escolaridade, o ensino da Matematica deve ir além de seu carater
instrumental, colocando-se como Ciéncia, com caracteristicas proprias de investigacédo
e de linguagem e com um papel integrador, tendo um carater importante junto as
demais Ciéncias da Natureza.

Este artigo apresenta a pesquisa desenvolvida sobre o tema Criptografia e os
conteddos matematicos do Ensino Basico, visando salientar a importancia da utilizagédo
de atividades didaticas que possibilitem aos alunos: resolver problemas, levantar
hipdteses, ter autonomia no processo de resolucdo e verificacdo de suas hipoteses,
trabalnarem em grupo e cooperativamente. Na pesquisa envolvendo o tema
Criptografia e os conteudos matematicos, apresenta-se este tema como motivador e
gerador de situacOes didaticas que permitem o aprofundamento da compreensao
dos conceitos’ matematicos, possibilitando ao aluno perceber a utilizagdo do
conhecimento matematico em situacdes praticas.

1. Justificativa do tema Criptografia no Curriculo de Matematica do Ensino
Basico

O nome Criptografia vem das palavras gregas kriptos que significa escondido,
oculto e graphein que significa escrita (SINGH, 2003). A Criptografia é denominada de
arte de escrever em cédigos (TAMAROZZI, 2001), de forma a permitir que somente 0
destinatario a decifre e compreenda. A criptografia torna possivel o envio de mensagens
incompreensiveis para uma terceira pessoa que, eventualmente, venha intercepta-las,
mas que poderdo ser lidas pelo seu destinatario, que conhece o critério para decifrar o
texto encriptado (TERADA, 1998; TAMAROZZI, 2001; SCHEINERMAN, 2003;
ZATTI e BELTRAME, 2009).

A Criptografia tem um papel importante nos dias atuais, pois é utilizada nos
recursos humanos (auditoria eletrénica e lacre de arquivos de pessoal e pagamentos),
em compras e vendas (autenticacdo de ordens eletronicas de pagamento), nos processos
juridicos (transmissdo digital e custddia de contratos), na automacdo de escritorios

1 . . ~ , . .
Conceitos, segundo Coll, Pozo, Sarabia e Valls (1998) sdo os conteudos desenvolvidos nas escolas, nas diferentes
disciplinas, onde os conteudos sao divididos em conceitos e fatos.
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(autenticacdo e privacidade de informacdes), no cddigo de verificacdo do ISBN, nos
navegadores de Internet, entre outras situacdes da vida moderna.

Para Terada (1988), o meio de comunicacdo digital, controlado por
computadores, trouxe flexibilidade e eficiéncia em gravagéo, recuperacao e distribuigéo
de informacGes, sendo utilizado em sistemas de transac6es bancarias on-line, sistema de
compras a distancia, saques e transferéncias de fundos com cartdes eletrénicos. Porém,
segundo o autor, a medida que se intensificam as transmissdes de numerosas
informagdes (como transferéncia de fundos, registros financeiros, médicos, militares
etc.) através de meios eletronicos (satélites, linhas telefonicas, fitas magnéticas, etc.), as
possibilidades de quebra de seguranca e de privacidade aumentam, pois essas transacoes
podem ser modificadas, gerando fraudes. A maneira mais segura de ter uma garantia de
que informagdes transmitidas ndo serdo copiadas, modificadas ou falsificadas é o uso da
Criptografia.

Esse tema pode, também, servir como um instrumento de ensino e aprendizagem
no Ensino Médio, contribuindo para enriquecer as aulas de Matematica, pois coloca a
disposicdo do professor atividades e jogos de codificagio e decodificagdo
(GROENWALD, FRANKE e OLGIN, 2009). De acordo com Cantoral et al. (2000), a
Criptografia pode ser um elemento motivador para o processo de ensino e aprendizagem
da Matematica. Para Tamarozzi (2001), exemplos elementares de processos
criptogréficos podem constituir, para os professores, um material Util para exercicios de
revisao e fixacdo de conte(ldos matematicos.

As atividades apresentadas neste artigo envolvem o0s conteudos: aritmética,
funcBes linear, quadratica, exponencial e logaritmica e matrizes. Tais atividades
possibilitam aos alunos revisitarem os conceitos de aritmética ja estudados no Ensino
Fundamental, observarem as relacdes e as propriedades algébricas das fungdes, abrindo
espaco para discussdes sobre 0s conceitos de dominio, contradominio, imagem e funcao
inversa, bem como, revisar os conteudos de matrizes.

O desenvolvimento das atividades aqui propostas possibilita, também, o uso de
calculadoras na sala de aula. Segundo Krist (1995), as calculadoras podem servir de
laboratdrio para os alunos, pois, com esse recurso, eles podem realizar experiéncias e
desenvolver suas proprias ideias e estratégias. O professor de Matematica pode utiliza-la
em sala de aula, de forma planejada, e, assim, a calculadora pode tornar-se um recurso
que contribui para o aprendizado dos contetdos matematicos, liberando tempo e energia
gastos em operaces repetitivas, possibilitando que o foco da aula seja a resolucdo de
problemas. Para D’Ambrosio (2009), a calculadora permite a primazia do raciocinio
qualitativo (criatividade — busca do novo) sobre o raciocinio quantitativo (rotina).
Segundo Silva (1991), a calculadora deve fazer parte dos recursos que os professores
devem utilizar em sala de aula, acompanhada da reflex@o das suas potencialidades e de
um profundo exame da Matematica que se ensina, por que ensinamos e a forma como
ensinamos.

2. Objetivo da investigacao
O objetivo geral deste trabalho foi investigar o tema Criptografia e suas

aplicagdes para o desenvolvimento de atividades didaticas aplicaveis no curriculo de
Matematica do Ensino Basico.
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3. Metodologia da investigacdo

Este trabalho foi desenvolvido em duas etapas. A primeira, desenvolvida através
de reunibes semanais de estudo, em torno dos conceitos de Criptografia, sua histéria e
utilizacdo na vida moderna. A segunda etapa foi a pesquisa e andlise de atividades
didaticas aliando o tema em estudo aos conteGdos matematicos e, também, o
desenvolvimento de atividades didaticas para o Ensino Basico. Foi realizada uma ampla
revisdo bibliogréfica em livros, revistas da area de Educacdo Matemaética, anais de
congressos e documentos on-line.

4. Atividades didaticas utilizando codigos e senhas

Um problema envolvendo descoberta é: Qual € o nimero com 9 digitos distintos,
que quando lemos da esquerda para direita, o niumero formado por dois de seus digitos
é divisivel por 2, por trés de seus digitos é divisivel por 3, por quatro de seus digitos é
divisivel por 4 e assim sucessivamente.

Como os dois primeiros digitos devem ser divisiveis por 2 e 0s 4 primeiros
divisiveis por 4, com observa-se na figura 1.

Divisivel por 4 - os dois ultimos algarismos devem ser divisiveis por 4

Divisivel por 2 - deve terminar com algarismo par
1 2 1 2

3 4 2 4
6 6

8

7 3
9 8
Figura 1: esquema de observacdes relevante a resolugéo.

Logo, as possibilidades para os trés primeiros algarismos sdo: 121 — 123 — 321 —
341 - 342 - 361 — 362 -381—-382 721 — 723 — 741 — 742 — 743 — 761 — 762 — 763 —
781 —782—783-921 —923 - 941 — 942 — 943 — 961 — 962 — 963 — 981 — 982 — 983.

Para ser divisivel por 3 é necessario que a soma dos trés primeiros algarismos
seja divisivel por 3, entdo tem-se 0s seguintes nimeros que seguem o critério: 123 — 321
—342 -381-723 -741 762783 921 — 942 — 963 — 981.

Para ser divisivel por 4 é necessario que os dois ultimos algarismos sejam
divisiveis por 4, tem-se: 1236 — 3216 — 3428 — 3812 — 3816 — 7236 — 7412 — 7416 —
7624 — 7628 — 7832 — 7836 — 9216 — 9428 — 9632 — 9812 — 9816.

Para ser divisivel por 5 é necessario que o ultimo algarismo termine em 0 ou 5,
como desconsideramos o algarismo 0, tem-se: 12365 — 32165 — 34285 — 38125 — 38165
— 72365 — 74125 — 74165 — 76245 — 76285 — 78325 — 78365 — 92165 — 94285 — 96325
— 98125 — 98165.

Para ser divisivel por 6 é necessario seguir o critério da divisibilidade por 2 e por
3, tem-se: 123654 — 321654 — 381654 — 723659 — 741259 — 762453 — 783651 — 921654
—981654.

Para ser divisivel por 7 é necessario que o dobro do ultimo algarismo, subtraido
do nimero sem o altimo algarismo, resultar um ndmero divisivel por 7, tem-se:
3216549 — 3816547 — 7836514 — 9216543,

Para ser divisivel por 8 e necessario que os trés ultimos algarismos sejam
divisiveis por 8, tem-se: 38165472.
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Para ser divisivel por 9 é necessario que a soma dos algarismos seja divisivel por
9, portanto tem-se: 381654729.
Um exemplo de atividade envolvendo a descoberta de nimeros sdo 0s criptogramas,
onde cada letra indica um algarismo, letras iguais representam algarismos iguais, e
letras diferentes representam algarismos diferentes. O professor pode revisitar 0s
conceitos de aritmética, propondo a seguinte atividade: descubra o valor de cada letra no
criptograma apresentado na figura 2.

COCA

+COLA

SODA
Figura 2: exemplo de Criptograma.

Nessa atividade espera-se que o aluno resolva a questdo sistematizando as
informacdes relevantes, formulando hipéteses e elaborando estratégias para a resolucao.

Informacdo relevante: A =0 porque A+ A =A.

Hipdteses: 1. Como O + O = O, entdo O + O > 10, pois A ja é zero; 2. 0 + O +1
=0,0=09;3.C+L>10, para comprovar a hipotese 2.

Prevendo resultados: se A=0,0 =9, pode-seter: C=3,L=8eS=7.

Uma das primeiras formas de codificar foi o Citale Espartano (SINGH, 2003),
que era um aparelho criptografico militar, que consistia em um bastdo de madeira, onde
se enrolava uma tira de couro e se escrevia a mensagem em todo o comprimento desse
bastdo. Segundo o autor, para enviar a mensagem, de forma despercebida, a tira de
couro era desenrolada do Citale e utilizada como um cinto, com a mensagem voltada
para dentro. Como na tira de couro a mensagem ficava sem sentido, para decifra-la era
necessario que o receptor tivesse um Citale de mesmo diametro para enrolar a tira de
couro e ler a mensagem, conforme figura 3.

Figura 3: exemplo de Citale Espartano.

A cifra monoalfabética, caracterizada pela substitui¢cdo de uma letra por outra ou
por um simbolo, era outra op¢do utilizada para criptografar uma mensagem. Uma das
primeiras cifras monoalfabéticas era a utilizada por Julio César, servia para fins
militares e consistia em substituir cada letra da mensagem original por outra que
estivesse trés casas a frente no mesmo alfabeto. Esse método de criptografia ficou
conhecido como Cifra de César.

Para codificar utilizando a Cifra de César desloca-se cada letra do alfabeto
original trés casas a frente, conforme apresentado na figura 4:

Alfabeto | A1l c|p|E|F|c|H|1]J|K|L|M|[N|[o|P[Q|R|S|T|u|V|w]|[x]|Y
Normal
Alfabeto | b e el W|i|a|k|Lim|N|o|P|Q|R|s|T|u|v|w|x|Y|z|Aa|B|C
Cifrado

Figura 4: quadro do método de substituicéo utilizado por Jalio César.
Fonte: Adaptado de Singh (2003, p.27)
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Utilizando a figura 2 e considerando como texto original a frase ‘“Matematica ¢
para vida.”, tem-se o seguinte texto cifrado: “PDWHPDWLFDHSDUDYLGD”, de
onde foram retirados 0s espagos entre as palavras para dificultar a decodificacéo.

Outro exemplo de Cifra de substituicdo monoalfabética, foi a Cifra do Chiqueiro
utilizada pelos macons livres para guardar seus segredos (SINGH, 2003). A cifra
consiste em substituir uma letra por um simbolo, seguindo o padrdo apresentado na
figura 5.

W W W g w
M| N[ - \
n E‘ F * ] T U e .-<F\"|_r
. - E ® W *
G | H |1 . / 7

P|a

Figura 5: exemplo do padréo utilizado pela Cifra do Chiqueiro.
A codificacdo da Cifra do Chiqueiro é realizada encontrando a posicao da letra
em uma das quatro grades da figura 3 e desenhando a por¢éo da grade que representa a

letra a ser codificada, por exemplo, a letra E corresponde ao simbolo D :
Um exemplo de atividade é a decodificacdo da mensagem, utilizando a Cifra do

etigueiro I INL_ 111N/ _ILICI]
T e e el N i
W i s s

Como a Cifra de César era de substituicdo de letras, facilmente decodificada por
criptoanalistas por apresentar 26 chaves em potencial, a solucdo encontrada no século
XVI, foi a cifra polialfabética, criada pelo diplomata francés Blaise Vigenere,
denominada Cifra de Vigenere e que seguia 0 mesmo principio da Cifra de César,
porém eram utilizados 26 alfabetos cifrados para codificar e decodificar uma
mensagem, conforme mostra a figura 6.
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[EECsio
Hommal | g |ofc|als a|ln « m{mlalofaq B ylw|wl=fy|z
1 S|IC|C|E|F|E]|H K HlolPIQ|R|ES[T(d|vIW|X|Y[Z]|A
2 SISl E|F|E|= J | K MO P|Q|R|IS| T WiX[¥Y|Z|AalS
ClE|lF]|E|H K N|olPIQ|R|E[TI U Wl XY Z|AalS]|C
E|F|E|H 4 | =L N D QIR|E| T Wi X|Y]|Z|A|S[C|D
FlG| = H|L|M|N|D QR[S T W X[¥Y|Z|A|S|S|D)|E
G H HNIL| MM |O QIR|S| T [VIW|X|Y[Z|A]|S|S|C|E|F
i H sl LMIN)O QE|S| T vIW|X|¥Y[Z[A|S|C|D|EIF|G
] slifuln|olelalz|s|Tlulvlw|x|v|z|la|ls|lc|o|=|lrls]|=
k] “lLMIND|PIQIREIS| TV IwWlX|Y|Z|A|S|C]C]E|F|E]|H
12 K HloflPIQlR|s| T(dvWX|Y¥|Z|Aa|lS[C[D|E|F|E]|H
11 MIN|O|PIQ|FR|IE|(TIU|V|IWIX|Y|Z|A|8|C|D|E|F|GS|H K
12 N|o|PIQ|R|E|T VIWIX|Y|Z|A|S|IC|D|E[F|IG]H J | K
13 N|D QIR|S|T|U W X|Y|Z|A|S|C|D)E|F|E]|H J =L
12 =] QIR S|T|U|VIW|X|Y|Z|A|S|S|C|E|F|G|H KL N
15 PlQ|RIS TV IWIX|Y|Z|AlS|S|C|E|IF]GS|H K|L MO
15 QIE|IS|T|U(vIWX|¥Y|Z[A|lS|C|CIE]F|S| = Lo I I O
17 Els| TV IwlxIvy|Z|AalF|C]O|E|F|E]|H o I T O = N ]
13 S|T|U|vIwW|X|¥Y|Z]|A|S|C|D|E|F|E]H K MIN 2P| Q| R
13 Tl VW X|Y|Z|A|S|C|CIE[F]E]|H K MIN|O|P|Q|R|S
20 WX Y| Z|A|B|ICS|DI|E|F|GS|H K AN | O QR[S T
21 Wl XY Z|A|S|C|C|E|F|IG|= J | K Mol P|alR|S]|TU
22 W TIZ|AIS|C|CIE|F[S|H KL Q| P|Q|R|S|T|U
23 Z|lAa|S|C|C|E|F]S KL N|O QRIS | T|U [V |W
24 YIZ|AIS|CS|DIE|IF|IS]|H JlHEJLMIN|OoPQ|R|S|TIY W)X
25 Z|A|S|IC|DIE|FIS]H JlEJLIMIN]O]F | QR[S TU VW] X]Y
25 Ald|lclo]lE|lF|lEld K MiNolrQlmls[TlUdlv|WIX|[Y¥]|Z

Figura 6: exemplo do quadro da Cifra de Vigenére.

No Quadrado de Vigenere, hd o alfabeto normal, seguido de 26 alfabetos
cifrados. Cada alfabeto tem um deslocamento de uma casa a frente no mesmo alfabeto,
seguindo o principio do Codigo de César. De acordo com Singh (2003), para escrever
uma mensagem codificada pelo Quadrado de Vigenére, combina-se uma palavra-chave,
por exemplo: VIDA. Para cifrar a palavra ALGEBRA, é preciso escrever a palavra-
chave quantas vezes for necessario, pois cada letra da palavra VIDA equivale a uma
letra da palavra algebra (figura 7).

Vi iI|D|A|V]|I]|D
A|L|G|E|B|R|A
Figura 7: exemplo do uso da Cifra de Vigenére.

Para codificar as letras da frase é necessario usar a linha correspondente a letra
da palavra-chave relacionada. Para V, por exemplo, utiliza-se o alfabeto da linha 26 e a
coluna da letra A. Assim, a primeira letra “A” sera traduzida como U, que é interseccao
entre “V e A”. Para I, usaremos a linha 8 e o “L” sera traduzido como “S” e continua-se
a cifragem, conforme a figura 8.

Palavra-chave vViIl {IDIA|V]|I |D
Texto Normal A|L|G|E |[B|R|A
Texto Cifrado u|S|I [D|V|Y|C

Figura 8: cifragem utilizando a Cifra de Vigenére.

Como os jovens apaixonados da Inglaterra vitoriana ndo podiam expressar seu
amor publicamente, eles comecaram a trocar mensagens codificadas através dos jornais,
em colunas dedicadas as mensagens dos leitores. Essas colunas ficaram conhecidas
como ‘“colunas de obito” (SINGH, 2003). Charles Babbage e seus amigos Sir
Wheatstone e o bardo Lyon Playfair foram os criadores da Cifra de Playfair.
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A Cifra de Playfair substitui cada par de letras da mensagem a ser codificada por
outro par de letras. Para codificar, primeiramente escolhe-se uma palavra-chave, por
exemplo, ULBRA. Antes da cifragem, as letras do alfabeto sdo escritas em um quadrado
5X5, comegando com a palavra chave e combinando as letras | e J em um Unico
elemento, conforme a figura 9.

ol|xT|o|C
P

O | A |m |
»w | Z|7m |
—=H[Z |0 >

VIW[X|Y]|Z
Figura 9: quadro da Cifra de Playfair.

A mensagem original é escrita em pares de letras, ou digrafos. As duas letras em
qualquer digrafo devem ser diferentes, o que se consegue inserindo, por exemplo, uma
letra X, caso aparecam letras iguais ou se o numero de letras for impar. A cifragem
comeca da seguinte forma: se as duas letras estiverem na mesma linha, elas sdo
substituidas pela letra imediatamente a direita de cada uma delas, se uma delas estiver
no final da linha, ela é substituida pela letra que esta no comeco da linha. Se ambas as
letras estiverem na mesma coluna, elas serdo substituidas pela letra que esta
imediatamente abaixo de cada uma e, neste caso, se uma das letras for a Gltima letra da
coluna, seré substituida pela letra que esta no topo da coluna.

Se as letras no digrafo ndo estiverem nem na mesma linha, nem na mesma
coluna, seguimos a seguinte regra: para cifrar a primeira letra olhe ao longo de sua linha
até chegar a coluna em que esta a segunda letra; a letra que estiver nesta intersec¢ao ira
substituir a primeira letra. Para cifrar a segunda letra, utilize 0 mesmo raciocinio.

A figura 10 apresenta um exemplo de codificacdo utilizando a cifra referida.

Texto original A vida é bela
Texto original em pares AV -ID-AE-BE-LA
Texto Codificado UZ-PI-BG-EK-BU

Figura 10: exemplo de cifragem utilizado pela Cifra de Playfair.

Para codificar o par AV, tem-se que, como ndo estdo na mesma linha € nem na
mesma coluna, utilizar-se a regra de olhar primeiro ao longo da linha até chegar a
coluna onde estd a segunda letra, e a letra que estiver na interseccdo ira substituir a
primeira letra. Para cifrar a segunda letra, utiliza-se 0 mesmo raciocinio, conforme
figura 11.

U L B R | @ U L B R A
C D E F G C D E F G
Hlw | k| m N H | | K M | N
o P Q s T o P Q s T
v [ w | x Y z @ WX y |-z

Figura 11: exemplo da cifragem do par AD utilizando a Cifra de Playfair.

Em 1918, foi introduzido o ADFGV X, uma cifra de guerra que se acreditava dar
maior seguranga as mensagens a serem enviadas, pois se tratava de uma cifra de
substituicdo e transposicdo (consiste em rearranjar as letras da mensagem, gerando um
anagrama). Foi utilizada pelos alemaes, que acreditavam fosse imbativel, mas o
criptoanalista Georges Painvin quebrou a Cifra ADFGVX e descobriu onde 0s alemaes
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atacariam (SINGH, 2003). As letras ADFGVX foram escolhidas porque quando
traduzidas para os pontos e tragos do codigo Morse diminui a possibilidade de erros
durante a transmissao.

A Cifra ADFGVX para codificar utiliza uma grade 6x6, preenchida com 36
quadrados, onde se coloca as 26 letras do alfabeto e 10 algarismos. Na primeira linha e
coluna colocam-se as letras A, D, F, G, V e X, conforme figura 12.

A|D|F V| X
A8 |p|3|d|1l]n
DI |t]|]4]o]al]h
F|7|k|bjc|5]|z
G|ljlu|6|w|g|m
VIixXx|s|v]|i r| 2
X|9le|y|0|f]q

Figura 12: quadro da Cifra ADFGVX.

Inicia-se a codificacdo substituindo cada letra da mensagem a ser enviada,
localizando a sua posi¢éo na grade, e substitindo-se pelas letras da linha e da coluna; por
exemplo, d sera substituido por AG. Uma mensagem codificada por esta cifra ficara
conforme a figura 13.

Palavra original Légica
Palavra codificada DADGGVVGFGDV
Figura 13: exemplo de codificacdo da Cifra ADFGVX.

Para cifrar a letra L, localiza-se sua posi¢do na grade e se substitui pelas letras

que estdo na sua linha e coluna, como mostra a figura 14.

A D F G \' X
A # pl3ld|l1]N
D= @ t 4 o A H
Fl7|k|b|c|5]z = DA
G j u 6 |w | G M -
V| x s v i R 2
X119 e y 0 F | Q

Figura 14: exemplo de codificacédo da Cifra ADFGVX.

De acordo com Singh (2003), com o avanco da Criptografia, Alberti foi o
criador da primeira maquina criptogréafica, o Disco de Cifras (figura 15). Sdo dois discos
de cobre, um maior que o outro, com as letras do alfabeto fixas ao longo dos discos,
onde uma letra do texto normal se transformava em outra letra no texto cifrado.
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Figura 15: exemplo de Disco de Cifras.

Em 1918, o inventor Artur Scherbius e seu amigo Richard Ritter fundaram uma
empresa, e um dos projetos de Artur Scherbius era substituir os sistemas criptograficos,
usados na primeira guerra mundial. Entdo, utilizando a tecnologia do século XX, ele
desenvolveu uma maquina criptografica, que era uma versdo elétrica do disco de cifras.
Essa maquina recebeu o nome de Enigma. Para decifrar uma mensagem da Enigma o
destinatario precisaria ter outra Enigma e uma cépia do livro de cddigos, contendo o
ajuste inicial dos misturadores para cada dia.

Em 1943, foi projetado o Colossus, esse computador foi utilizado durante a
Segunda Guerra Mundial para decodificar os codigos criados pela Enigma. O Colossus
deu inicio a uma era moderna da criptografia, onde os computadores eram programados
com chaves de codificacdo muito mais complexas do que as utilizadas pela Enigma,
essa nova técnica de criptografia era de uso exclusivo do governo e de militares para
guardar informagdes.

Como as cifras de substituicdo sofriam constantes ataques dos criptoanalistas
comecgou-se a utilizar os computadores. Os computadores utilizavam criptografias
complexas, mas nao apresentavam ainda a seguranca necessaria para ndo serem
invadidos por pessoas que ndo deveriam tem acesso aos codigos de criptagem contidos
nele. Para solucionar este problema foram criados dois algoritmos de codificacdo o DES
(sistema de chave secreta) e RSA (sistema de chave publica).

O Cddigo de verificacdo do ISBN, o CPF, o numero da agéncia bancéria, as
contas bancarias apresentam um digito adicional denominado Digito Verificador, que
serve para evitar erros de digitacdo em sequéncias de numéricas. Um exemplo da
utilizagao do digito verificador ¢ o “Coédigo de verificagdgo ISBN” (International
Standard Book Number). Este cddigo € escrito como quatro blocos de digitos separados
por hifens ou por espacos em branco. Lendo-se da esquerda para a direita, o primeiro
bloco identifica o pais, a area ou a area da lingua entre os participantes, o segundo bloco
identifica as editoras daquele grupo e o terceiro bloco € o nimero atribuido pela editora
para a obra. O Gltimo bloco, consiste em um Unico digito de 0 a 9 ou um X, que
representa a;o. Sendo os 9 primeiros digitos do ISBN: ay, a,, as, a4, as, as, a7, ag, dg. Para
calcularmos o digito verificador do cddigo ISBN, utilizamos a seguinte férmula:

|:ii(ai):| mod11. Para encontrar o digito verificador do cddigo ISBN 852130206-X,
i=1
procede-se da seguinte forma:
X {Zgli(ai)} mod11

i=1
X=[la; +2a+3a3+4.a,+5a+6.a +7.a; +8.ag +9.a9] modll
X=[18+25+32+41+53+6.0+7.2+8.0+9.6] modll
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X=[8+10+6+4+15+0+ 14 +0 + 54] mod1l
X=111 mod 11
X=1

Assim, o digito verificador é 1.

5. Atividades Didaticas envolvendo os contetidos de Matematica

5.1) Cédigo com funcdo quadrética

Atividade: Considere a figura 16 e codifique a frase “O mundo magico dos
nimeros.”, utilizando o Coédigo com Func¢do Quadratica, sabendo que a fungdo
codificadora é f(x) = x? + 14x + 49.

A |B |C |D|E |F |G |H]|I |J |[K|L |M|N O |P |Q R |S |T |U |V |W|X|Y |Z

1|2 |3 (4 |5 |6 |7 [8 |9 |10|11|12 (13|14 |15 (16|17 |18 |19 (20|21 |22 (23 |24 |25 |26
Figura 16: quadro do valor numérico de cada letra.
Resolugdo da atividade: Primeiro relaciona-se cada letra do alfabeto a um
namero, conforme a figura 16.

Assim, tem-se a funcdo codificadora: f(x) = x* + 14x + 49. O texto a ser
criptografado é: O mundo méagico dos numeros. A seqiiéncia numérica do texto é: 15 —
13-21-14-4-13-1-7-9-3-15-4-15-19-14-21-13-5-18-15-
19.

Para criptografar a mensagem a ser transmitida, calcula-se a imagem da funcéo
para cada nimero, da sequéncia numeérica, na funcao escolhida.

f(7) =7% + 14.7 + 49 = 196 f(5) = 52 + 14.5 + 49 = 144
f(14) =14% + 14.14 + 49 = 441 f(19) =19 + 14.19 + 49 = 676
f(21) =21% + 14.21 + 49 = 784 f(1) =1+ 14.1 + 49 = 64

f(9) =97 + 14.9 + 49 = 256 f(3) =3% + 14.3 + 49 = 100
f(13) =13% + 14.13 + 49 = 400 f(18) =18% + 14.18 + 49 = 625
f(15) =15% + 14.15 + 49 = 484 f(4) =4° + 14.4 + 49 = 121

Sendo a sequéncia numérica a imagem da funcdo, isto é: 484 — 400 — 784 — 441
—121 400 - 64 — 196 — 256 — 100 — 484 — 121 — 484 — 676 — 441 — 784 — 400 — 144 —
625 — 484 — 676.

Para decodificar a mensagem o receptor recebe a mensagem e calcula a imagem

dos elementos, utilizando a funcdo inversa: f *(x)=-7+./y,comox eZel< x < 26,
entdo f(x)=-7+/x.

5.2) Codigo com funcédo exponencial e logaritmica

Atividade: Codifique e decodifique a frase “Os numeros dominam o mundo”,
utilizando a figura 16, sabendo que a funcéo codificadora é f(x) = log, x.

Resolucéo da atividade: Primeiramente relaciona-se para cada letra do alfabeto
um namero, que correspondera aos valores de x na funcdo, conforme a figura 16.
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Assim, tem-se a funcdo codificadora: f(x) = 2*. A frase a ser criptografada é: Os
nameros dominam o mundo. A seqliéncia numérica do texto é: 1519 -14 -21 - 13 -
5-18-15-19-4-15-13-9-14-1-13-15-13-21-14-4-15,

Para codificar calcula-se a imagem da funcdo para cada algarismo da sequéncia
numérica do texto a ser codificado, como se observa a seguir.

log15 log19
y=log, 15~ y = —y =3,907 y=log; 19~ y= -y =4,248
log 2 log 2
log14 log 21
y=log,14 » y=—— — y=23807 y=log,21 » y=—— 2 y=4392
log 2 log 2
log18 log13
y=log;18 = y=—— - y=4170 y=log; 13 = y = —— - y=3,700
log 2 log 2
log9
y=log, 1=+ 2=1-y=0 y=log,9—» y=—— —y=3,170
log 2
log5
y=log,5—- y=-—1 —y=2322 y=log, 4> 2'=4-y=2
log 2

Para decifrar o texto, calcula-se a imagem da inversa da funcdo codificadora,
conforme se observa a seguir.

Sequéncia Numérica | Imagem da inversa da funcao codificadora | Letra encontrada

Recebida x=2Y no alfabeto inicial
3,907 23907 ~ 15 o
4,248 25248 ~ 19 S
3,807 23807 ~ 14 N
4,392 24392 ~ 29 U
3,70 237 =13 M
2,322 24322 =5 E
4,170 2%17 ~ 18 R
2 22=4 D
3,170 2317 =g I
0 20=1 A

5.3) Codigo com matrizes

Atividade: Considere a tabela da figura 16 e decodifique a mensagem “16 — 3 —
21-9-43-42-24-27-33-42-39-57-51-54-30-15-55-60-36-27 -
49-42 -36-45-16-3-25-9-13-12-25-36-61—-60—-1 - 07, sabendo que

. - , : . 10
a matriz codificadora € a matriz transposta de A e a matriz A= (3 Zj'

Resolucdo da atividade: Primeiramente deve-se observar que uma das
informacdes relevantes apresentada na questdo € a matriz codificadora, transposta de A,

1 3
queé A' = :
0 2
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Em seguida, deve-se realizar o célculo da matriz inversa da matriz A":

3
L (1 3)(a b} (10 I R
A = . = A =

0 2){c d 01 0 1

2

Monta-se a matriz mensagem, denominada matriz
16 21 43 24 33 39 51 30 55 36 16 25 13 25 61 1
AM: AM =

3 9 42 27 42 57 541560 45 3 9 12 36 60 O

Para decodificar, deve-se realizar multiplicagdo de matrizes, multiplicando a
matriz A com a matriz AM:

3

3 1—5 16 21 43 24 33 39 51 30 55 36 16 25 13 25 61 1
At (AM)= .
o L1 (3 94227425754156045 3 9 1236600
2
A_1(AM)_14151565 11520151821 6 14195 1 211
' (1 3149441918 5 20 9 14151 3 412200

Assim, encontrard como mensagem a frase “Nao confie na sorte. O triunfo nasce
da luta.”.

Observacdo: Se o nimero de letras na mensagem for impar dobra-se a Gltima
letra.

Concluséao

Entende-se que o tema Criptografia pode e deve ser incluido nos curriculos
de Matematica do Ensino Béasico. Porém, algumas consideracdes devem ser
observadas:

«as atividades com o tema Criptografia devem ser motivadoras e
relacionadas aos conteudos desenvolvidos em sala de aula;

€ necessario conhecer os conhecimentos prévios dos alunos para que as
atividades ndo sejam nem muito faceis nem muito dificeis;

«a metodologia resolucdo de problemas é indicada para o desenvolvimento
de atividades didaticas com o tema Criptografia, sendo importante que os futuros
professores de Matemadtica, durante a sua formacdo, desenvolvam atividades
didaticas que envolvam os conceitos matematicos do Ensino Superior relacionados
com os temas desenvolvidos no Ensino Basico, como a atividade apresentada
nesse artigo com o tema Criptografia, permitindo a reflexdo da importancia e da
necessidade da realizagdo de uma transposicdo didatica adequada ao Ensino
Basico.
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MESOPOTAMIA: o legado numérico

Ocsana Sonia Daniluk”
Juan Eduardo Napoles Valdes*
Aline Comin"

RESUMO

Este artigo apresenta e analisa informacdes a respeito da Mesopotamia, uma importante
civilizacdo do quarto milénio antes de Cristo que construiu um consideravel legado
historico-cultural que encontra-se presente, inclusive, na sociedade contemporanea.
Através do estudo dos registros encontrados constata-se que a criacdo da escrita e 0
desenvolvimento da matematica sdo as contribuicbes mais relevantes desse povo. Tais
registros revelam uma vasta producdo de questdes algébricas, aritméticas e geomeétricas,
além de uma consideravel capacidade de raciocinio desenvolvida por essa populacdo. O
artigo traz uma breve explanacdo do contetdo de algumas importantes tabulas
encontradas e visa informar ao leitor as praticas matematicas mantidas no Vale
mesopotamico, sendo que tais informagGes foram obtidas em estudos realizados por
meio de leituras bibliograficas.

Palavras-chave: Mesopotamia. Babilénicos. Matematica. Cuneiforme. Tabula.

Introducdo. A idéia de um milagre grego, o qual € atribuido aos helénicos a invencgédo
da politica, a ética, a filosofia e, insistentemente, que apresenta a matematica como um
feito “tipicamente grego”, sem precedentes no Mundo Antigo, € um conceito erroneo e
contradito pelas proprias fontes gregas: Tales de Mileto foi chamado o discipulo dos
egipcios e dos babil6nios.

O legado deixado pelos povos que viveram no quarto milénio antes de Cristo é notavel.
O surgimento da escrita, dos metais, da ceramica e da roda faz com que esse periodo
seja considerado como uma época de grande progresso. Além disso, essas populacdes
deixaram uma importante contribuicdo matematica, a qual continua extremamente viva
nos dias atuais. A cultura desse periodo, analisada neste trabalho, é a mesopotamica:
uma importante civilizacdo que muito auxiliou a humanidade através de seus métodos
de célculos, de sua numeracao e de suas descobertas.

Casas e templos foram decorados com mosaicos, ceramica e desenhos geomeétricos,
denotando o alto nivel social e cultural desse povo. Um vasto império foi formado,
originando uma sociedade organizada que realizou diversas obras publicas, como
métodos de irrigacdo e controle das inundacdes. Além disso, desenvolveram um sistema
comercial bem estabelecido e com consideravel dominio sobre as transagdes realizadas
na distribuicdo de produtos agricolas, na burocracia dos contratos, das hipotecas, das
escrituras e dos juros simples e compostos sem esquecer o Codigo Hammurabi, o
primeiro codigo legal na historia do homem.

¥ Prof2 Dra. Da Universidade de Passo Fundo. Instituto de Ciéncias Exatas e Geociéncias.
Passo Fundo. RS. Brasil. 2010. ocsanja@hotmail.com
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Os diversos ataques a regido e a constante troca de governantes interferiram
significativamente na cultura aborigine, trazendo distintas racas ao local e propiciando
certa perda de identidade do povo mesopotdmico. No entanto, permaneceu um grau
suficiente de unidade para que a matemética ali desenvolvida continuasse sendo
solidamente estudada e analisada, fazendo com que, mesmo milhares de anos depois,
seja possivel perceber inimeros resquicios da matematica desse periodo presentes na
matematica atual ou contemporanea’.

Escrita cuneiforme. No local onde hoje se situam o Iraque e a Siria, no quarto milénio

antes de nossa era localizava-se a Mesopotamia, precisamente entre os rios Tigre e

Eufrates. Os dois rios, além de serem responsaveis pela denominacdo da regido como

Crescente Fertil, devido a grande fertilidade do solo, também levaram a regido a

inlmeros ataques por parte de outros povos que buscavam dominar essa terra
privilegiada.

Povos que ali habitaram, como 0s sumérios,

EUROPE 4 ; : os caldeus, os acadianos, e outros, segundo

: Russia BOYER (1996, p.16), teriam desenvolvido

ASIA- um tipo de escrita cuneiforme, assim

o . chamada por seus simbolos se apresentarem

Turkey ' como cunhas e que pode ser a mais antiga

2 forma de comunicagdo escrita da historia.
¥ Swi:—--__” Esse_ autor (199(}, p.l?) afirma ainda que a
Mediterranean - "~ MESOPOTAMIA escrita mesopotamica antiga era composta
o lraqiBaghdad lIran de combinagdes de simbolos incisos em

. tabulas de barro mole, escritas a principio
Eaypt A do alto para baixo, da direita para a
Sea  Arabia . Perciang o esquerda; e apos, da esquerda para a direita,
Present-day boundary . Gulis o horizontalmente. O estilete, que de prisma
triangular passou para dois cilindros
circulares retos, era apoiado de modo
vertical para representar 10 unidades e de
modo obliquo para uma, usando o estilete menor. Da mesma forma, o estilete maior
indicava 60 unidades se usado obliqguamente e 3600, verticalmente. Tais documentos
eram, entdo, cozidos ao sol ou em fornos, tornando-se extremamente resistentes aos
estragos do tempo, fazendo assim com que ainda hoje se disponha de grande quantidade
de informac6es a respeito da Mesopotamia.
Milhares de tabelas ja foram encontradas e estdo em Paris, Londres, Berlim e nas
Universidades de Yale, Coliumbia e Pensilvania. De acordo com EVES (2004, p.58), ja
foram escavadas mais de 50000 tabelas, sendo quase 400 compostas de contetdo
matematico, envolvendo listas de problemas matematicos.
Ainda segundo o autor acima citado (2004, p.60), a interpretacdo das inscrigdes
cuneiformes iniciou com os trabalhos de Grotefend, século XVIII, mas foi totalmente
desvendada por Henry Creswicke Rawlinson, século XIX. Grande parte dos achados
deve-se a Otto Neugebauer e F. Thureau-Dangin. “Como o trabalho de interpretar
essas tabulas ainda prossegue, € bastante provavel que novas e igualmente notaveis
descobertas venham a acontecer num futuro proximo” (EVES, 2004, P.60)

Localizacao geografica da Mesopotamia

! Mais detalhes em NAPOLES VALDES (2006).
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Matemética bésica. No terceiro Milénio comeca a aparecer gradualmente, tanto na
civilizacdo mesopotdmica como na egipcia, um conceito abstrato de numero. A
principio cada um deles forma parte de um determinado sistema de unidades, raz&o pela
qual o “Quatro” de quatro ovelhas e o de quatro medidas de graoS, por exemplo, ndo se
representam com o mesmo simbolo. Os distintos sistemas de unidades guardam relacéo
entre si. N&o havia correlacdo entre as medidas de superficie e as medidas de longitude
e ndo sabiam calcular a superficie a partir da longitude e da altura.

Porém a prética de anotar dados, que permite levar um registro permanente de medidas,
abre a possibilidade de observar as regularidades, as pautas. Estas duas sociedades
aproveitaram essa possibilidade pelo tempo de uns mil anos.

Em finais do terceiro milénio os escrivdes egipcios e sumérios aprenderam a calcular a
area e o volume a partir da longitude, a distribuir as previs6es entre os trabalhadores, a
calcular o tempo necessario para levar ao fim um determinado trabalho em funcéo de
sua magnitude, o nimero de homens e o ritmo do trabalho. Também héa provas de que
uma vez estabelecidas estas relagdes, se chegou a um grau mais alto de abstracdo em
gue os conceitos numéricos se foram desprendendo progressivamente da unidade em
que se aplicam.

Os babildnicos, assim também eram chamados os povos da Mesopotamia?, tinham um
sistema numérico bem estabelecido que se fundamentava na base 60, uma das primeiras
diferencas com outras civilizagbes. BOYER (1996, p.17), considera que, talvez, o
sistema sexagesimal tenha sido adotado por causa do interesse na metrologia, sendo que
60 unidades podem ser divididas em metades, tercos, quartos, quintos, sextos, décimos,
dozeavos, quinzeavos, vigésimos e trigésimos, facilmente. Milhares de anos depois e até
mesmo contemporaneamente com a cultura sendo totalmente fundamentada na base 10,
ainda permanecem resquicios do sistema de base 60 nas unidades de tempo e nas
medidas dos angulos. Esse fato tornou infeliz a consisténcia da numeragdo decimal, pois
seria muito mais pratico que uma hora equivalesse a 100 minutos e ndo a 60. No
entanto, constitui-se numa prova da eficécia e durabilidade da numerag&o babilbnica.

Os nameros de 1 a 59 eram representados por agrupamentos simples, onde uma cunha
larga colocada de lado, como a que segue, < ,indicava 10 unidades e uma cunha vertical
fina, V valia 1 unidade. Por exemplo, o numero 36 era representado dessa forma:
<<<VVVVVV. A partir do nimero 59, o autor destaca que os babildnicos perceberam
que podiam representar qualquer nimero apenas com seus simbolos de unidade e
dezena, criando, assim, a notacdo posicional (a qual rege nosso atual sistema de
numeracdo, o decimal), onde os simbolos recebiam valores que dependiam de sua
posicdo no numero. “Um espacamento adequado entre os grupos de cunhas pode
estabelecer posicdes lidas da direita para a esquerda, que correspondem a poténcias
crescentes da base” (BOYER, 1996, p.18). Assim, no caso das cunhas: VVV VVV
VV, quando lidas da direita para a esquerda, os dois simbolos da direita representavam
duas unidades; o segundo grupo, de trés simbolos, indicava o triplo de sua base (60) e 0
terceiro grupo(o da esquerda), o triplo do quadrado de sua base, ou seja: 3(60)2 + 3(60)
+ 2 = 10982. Nesse sentido, podemos perceber semelhan¢a com nosso sistema decimal.
Poderiamos, também, pensar na expressdo nessa forma: 3 (60)2 + 3 (60)! + 3 (60)° =
10982.

> Os povos mesopotamicos também eram conhecidos como povos babildnicos pelo fato de o
império da Mesopotamia ter sido construido a partir da capital, a cidade de Babildnia. Porém
deve-se ter em mente que ndo so esta cidade fazia parte da Mesopotamia.
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do ndmero VV VV
podia significar 2(60)
+2 =122 ou 2(60)? + 2 = 7202, sucessivamente. Posteriormente, foi criado um simbolo
VV (uma espécie de duas cunhas inclinadas) para representar o zero; dessa forma VV
VV =122 e VV VV VV = 7202 eram facilmente diferenciaveis. No entanto, tal simbolo
ndo foi de todo preciso, pois nunca foi usado em posi¢cdo terminal. Logo, 120, que
deveria ser representado como VV VV, podia ser escrito como VV.

Dessa forma, a matematica babilénica tem muito em comum com a matematica atual.
Prova disso é que

Os 59 Simbolos construidos a partir dos bésicos

“Para compor os numeros fundamentais, de 1 a 59, faziam combinaces repetitivas dos
simbolos representativos dos algarismos de 1 a 10, exatamente como nos. Para
exprimir nimeros maiores de 60, diziam, tantos sessenta, tantos 3600 ou tantas outras
poténcias de sessenta, exatamente como dizemos tantas vezes 10, 100 ou outras
poténcias de 10. (...) os babilénicos usavam o zero, intercalado entre algarismos para
assinalar a descontinuidade da série sexagesimal, tal como o utilizamos para
estabelecer distincdo entre 33 e 303. Raramente o colocavam na posicdo extrema, tal
como o0 usamos para estabelecer distingcdo entre 33 e 330. Parece ser este 0 Unico passo
que lhes faltava para que sua notacao coincidisse perfeitamente com o sistema arabico
que hoje empregamos. (...). A tradicdo aritmética grega, radicada na magia numeral
pitagorica, tem muito menos em comum com a nossa que a babilénica. (...). Outro traco
essencialmente moderno da matematica babilénica era o ndo especificar o0s
denominadores das fracGes. Eles usavam fracdes sexagesimais como hoje usamos as
decimais; apenas ndo dispunham de nenhum sinal (como a virgula) que pudesse
assinalar a significagdo precisa de uma série de nimeros”. (HOGBEN, 1958, p. 71;
72)

Complementando essa ideia, e analisando o principio mesopotamico para as fracoes,
concluimos que esse povo pode ter pensado em “estender 0 principio da posi¢do as
fracOes. Isto é, a notacdo VV VV era usada ndo somente para 2(60) + 2, mas também
para 2 + 2/60 ou para 2/60 + 2/60° e outras tais fracoes” (BOYER, 1996, p.19). Ou
seja, o primeiro grupo de simbolos da esquerda indica 0 numero inteiro e, seguindo da
esquerda para a direita, tém-se 0s nimeros decimais decrescendo através da poténcia.
Atualmente transformamos fracdes em notacdo decimal; eles, de modo analogo, faziam
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0 mesmo. De acordo com EVES (2004, p.63), é interessante destacar ainda que a regra
de sinais na multiplicacdo ja era conhecida e utilizada pelos babil6nicos.

Talvez o aspecto mais surpreendente das avancgadas habilidades de célculo babil6nicas
era a construcdo de tabelas para facilitar o célculo. Nas tabelas encontradas em
Senkerah no Eufrates em 1854 na data de 2000 a.C. encontramos os quadrados dos
nameros até o 59 e os cubos dos nimeros até o 32. A tabela do 82=1,4, o que significa
82=1,4=1x60+4=64 e assim até 592=58,1 (que se pode escrever como 58x60+1=3481).
Os babildnios usavam a formula ab=[(at+b)?-a2-b?]/2 para facilitar a multiplicac&o.
Ainda melhor é esta formula ab=[(a+b)?-(a-b)%4 que mostra que a tabela de quadrados é
todo o necessédrio para multiplicar namero, simplesmente restando dois quadrados
olhados nas tabelas e tomando um quarto do resultado. A divisdo € um processo mais
complicado.

Os babil6nios ndo tinham nenhum algarismo para a divisao larga. Em lugar dele usavam
seu método com o jeito de que a/b=ax(1/b) de modo que tdo somente era necessario
uma tabela de inversos. Ainda temos suas tabelas de inversos que alcancam numeros até
varios mil de milhdes. Por suposto estas tabelas estdo escritas com seus numerais,
porém usando a notacdo sexagesimal que introduzimos anteriormente, no principio de
uma destas tabelas seria:

2 0; 30

3 0; 20

4 0; 15

5 0; 12

6 0; 10

8 0;7,30
9 0;6, 40
10 0;6

12 X

15 0;4

16 0; 3,45
18 ;3,20
20 0;3

24 0; 2,30
25 0;2,24
27 1 213,20

A tabela tem vazios que 1/, /11 /13 etc. ndo sdo fragBes finitas na base 60. Isto ndo
significa que os babilénios ndo puderam calcular, por exemplo, /g, Se ddo nas tabelas.
De fato, ha fascinantes exemplos de como os Babilonios tratariam do jeito que a diviséo
entre 7 levaria a uma fragdo sexagesimal infinita. Um escrivdo daria um nUmero
aproximado a /7 e depois escreveria uma frase como (ver NEUGEBAUER and SACHS
(1945): “... se da uma aproximacao ja que 7 ndo divide .

Os matematicos mesopotamicos tambem desenvolveram muitos processos algoritmicos;
dentre eles um, conhecido por algoritmo de Newton, é utilizado para se extrair a raiz
quadrada. Assim Boyer afirma:

“Seja x = \a a raiz quadrada desejada e seja a; uma primeira aproximacao dessa raiz;
seja by uma segunda aproximacgdo dada pela pela equacéo b; = a/a;. Se a; € pequeno
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demais, b; é grande demais e vice-versa. Logo, a média aritmética a,=(1/2)(a1+ by) €
uma nova aproximagdo plausivel. Como a, é sempre grande demais, a seguinte b, =
ala, sera pequena demais e toma-se a media aritmética az=(1/2)(a,+ b,) para obter um
resultado melhor; o processo pode ser continuado indefinidamente. O valor de N2 na
tabela 7289 da colecdo de Yale é o de as, onde a;=1,5(1 + 30/60). No algoritmo
babil6nico para raiz quadrada acha-se um processo interativo que poderia ter levado
0s matematicos do tempo a descobrir processos infinitos, mas eles ndo levaram adiante
a pesquisa de tais problemas . (1996, p.19)

Nd&o ha problema para entender do que trata a tabela Yale YBC 7289. Sobre ela had um
diagrama de um quadrado com 30 em um lado; as
diagonais estdo desenhadas dentro e perto do
nP centro estd escrito 1,24,51,10 e 42,25,35. Claro
que estes numeros foram escritos em numerais
babildnicos na base 60. Tomando como verdade
que 0s numeros babilénicos sdo sempre duvidosos
e ndo ha indicacdo de onde termina a parte inteira
1245110 x . o
275 35 e comecga a fracdo; e supondo que o primeiro
numero é1; 24,51,10 e convertendo-lo ao sistema
decimal teremos 1.414212963 enquanto que
\2=1.414213562. Calculando 30x[1;24,51,10] se
obtém 42;25,35 que é um segundo numero. A
diagonal de um quadrado de lado 30 se encontra
multiplicando 20 pela aproximacio a V2.
Desse modo, comprovando o que o autor afirma,
resolvendo tal processo e desejando extrair a raiz quadrada de dois, temos:

Tabela Yale YBC 7289

X =12
aa=15 b =2/15
b; =1,33
a, = (1/2)(L,5 + 1,33) b, = 2/1,415
a,=1,415 b, =1,413

az = (1/2)(1,415 + 1,413), ou seja, a3 =1,414

Outro aspecto € que ndo ha registros de que os babilénicos tenham trabalhado com a
nogdo de infinito. E, ainda, uma peculiaridade das tabelas cuneiformes é que ndo era
utilizado, como atualmente, “um unico numero, sistematicamente, como base em
variadas situacbes e [...] ndo eram usadas para fins gerais de célculo, mas para
questoes bem especificas” (BOYER, 1996, p.20), ndo nos permitindo, assim, observar
as regras gerias que 0s regiam.

Matematica algébrica. A analise das tabulas contendo questdes de algebra no vale
mesopotamico denota que tais questdes foram resolvidas com facilidade e eficiéncia, e
que a propria algebra atual tem forte ligacdo mesmo com 0s mais antigos problemas
algébricos babilonicos. Prova disso é que
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“Podiam transportar termos em uma equagao somando iguais a iguias para remover
fracGes ou eliminar fatores. Somando 4ab a (a-b)? podiam obter (a+b)?, pois muitas
formulas simples de fatoracéo olhes eram familiares”. (BOYER,1996, p.21)

Exemplificando tal consideracao, temos:

(a-b)? = a2-2ab+b?
a2-2ab+b?+4ab = a2+2ab+h?
a2+2ab+b? = (a+b)?

Os mesopotamicos ndo usavam letras para representar incognitas, pois o alfabeto ainda
ndo havia sido criado. Utilizavam, entdo, palavras como “comprimento”, “largura”,
“area” e “volume”, num sentido abstrato. A abstragdo dessas expressdes era sugerida
pelo fato de eles terem somado, por exemplo, um comprimento com uma area. Talvez, o
uso de tais palavras equivaleria, hoje, aos habituais x e .

Um problema contido em uma tableta encontrada pede os valores de comprimento e
largura, sendo que “1/4 da largura + comprimento=7 mdos e
comprimento+largura=10 mdos.” (BOYER, 1998, p.21).

Desenvolvendo esse problema podemos verificar:

1/4largura + comprimento = 7 maos comprimento + largura = 10
maos
largura + 4comprimento = 28 maos

Resolve-se subtraindo a segunda equacéo da primeira:

largura + 4comprimento — 28méos — (comprimento + largura — 10méos) = 0
fargura-+ 4comprimento — 28 méos —largura + 10maos =0
3comprimento — 18médos = 0
comprimento = 6maos

comprimento + largura = 10maos
6maos + largura = 10maos
largura = 4maos

Fica evidenciado, na resolucdo deste problema, o quanto eram flexiveis suas operagdes
algébricas.

Apesar da eficiéncia de suas regras, 0s mesopotamicos, segundo BOYER (1996, p.19)
buscavam frequentemente tabelas de multiplicac&o, reciprocos, quadrados, cubos, raizes
quadradas e cubicas. Equacbes da forma x® + x2 = a eram resolvidas utilizando-se de
tabelas que davam os valores para a combinagéo n3 + n?, em n inteiro e entre 1 e 30. Por
exemplo, para x® + x2 = 36, bastava recorrer a uma dessas tabelas e verificar que x = 3,
pois 33 + 32 =36.

A solucdo de equacdes lineares, quadraticas ou cubicas demonstrava o alto nivel de
habilidade e maturidade dos conceitos. Com o simbolismo moderno, observamos
facilmente que (ax)® + (ax)? = b é igual a y® = y2 = b, porém reconhecer isso sem nossa
notacdo € um fato surpreendente. Além disso, 0s mesopotdmicos consideravam que
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equacOes elevadas a quarta poténcia eram apenas equacles disfarcadas na segunda
poténcia assim como as elevadas a oitava poténcia, na verdade eram elevadas a quarta
poténcia. 1sso mostra o alto nivel de abstracéo algébrico desse povo®.

Plimpton 322. Uma das mais importantes tabulas matematicas babildnicas € a Plimpton
322, da colecao da Universidade de Columbia.
De acordo com as analises de BOYER (1996, p.23), a tabela foi quebrada e ndo esta em
perfeitas condi¢des. Porém, atraves de incansaveis estudos, a tabela foi reconstruida de
modo que se possam
A —— analisar as informac6es
A e la contid
VIR e 0 nela contidas.
! / Fi - T — A tabela tem quatro
S A O e = colunas com 15
B : entrelinhas. A Ultima
o T - ¥ ZFT ot coluna é a mais facil de
i e entender j& que da o
T —ﬁ - X ] 'J nimero da entrelinha:
2 ' 1 1,2, 3, .., 15. O fato
Sl B O 5 R i 11 3 —_‘_“;;r notavel, assinalado por
NEUGEBAUER e
Tabela n° 322 da colegao Plimpton, da Universidade de Colimbia gaACHS (1945) é que
em cada entrelinha o
quadrado de numero c € a coluna 3 menos o quadrado do nimero b na coluna 2 é um
quadrado perfeito, digamos h, ou seria, c?-b?=h2,
Assim, a tabela é uma lista de trios pitagoricos inteiros. Talvez, isto ndo seja totalmente
certo ja que NEUGEBAUER e SACHS (1945) acreditam que o escrivdo cometeu
quatro erros de transcricdo, dois em cada coluna, e esta interpretacdo é necessaria para
0S que sdo genuinos sem impedimento, ja que 8,1 foi copiado pelo escrivdo como 9,1. A
primeira coluna € mais dificil de entender, em especial ja que falta um pedaco da tabela
nessa parte. Sem impedimento usando a anotacdo de cima, pode se ver que a primeira
coluna € exatamente (c/H?). Até aqui tudo vai bem, porém, se alguém se pde a escrever
trios pitagdricos, se encontram varios muito mais faceis do que 0s que aparecem na
tabela. Por exemplo, o trio pitagorico 3,4,5 ndo aparece, como tampouco o faz 5,12,13 e
de fato o menor na tabela é 45,60,75 (15 vezes 3,4,5). Também, as colunas ndo
aparecem em nenhuma ordem ldgica exceto que 0s numeros da primeira decrescem de
forma regular. Os quebra-cabecas entdo é como foram encontrados os nimeros e por
que estdo na tabela estes trios pitagoricos em particular (ver também BUCK (1981)).
Varios historiadores (ver por exemplo CALINGER (1999)) teriam sugerido que a
coluna 1 esta relacionada com a fungdo secante. Sem impedimento, como comenta
JOSEPH (1991) “Esta interpretagdo é um tanto fantasiosa”.
Zeeman tem feito uma observacdo fascinante. Tem afirmado que se os babildnicos
usaram as formulas h = 2mn, b = m2 = n2 para gerar trios pitagoricos, entdo ha
exatamente 16 delas que satisfazem n < 60, 30° < t < 46° e tan’t = h*/b? tem uma
expansdo sexagesimal finita (que é equivalente a que m,n,b tenham a 2,3 e 5 com seus
unicos divisores primos. Vejamos que 15 dos 16 trios pitagoricos satisfazem as
condicBes de Zeeman aparecem na tabela Plimpton 322 é este o primeiro teorema

® Outros detalhes sobre a matematica babildnica podem ser encontrados em DA ROCHA
(2007).
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matematico de classificacdo que se conhece? Ainda que ndo podemos acreditar que
Zeeman esteja totalmente no certo, sentimos que esta explicacdo deve estar no caminho
certo.

Para fazer uma boa resenha sobre a tabela Plimpton 322 devemos lembrar que nem
todos os historiadores estdo de acordo em que esta tabela se refere a trios pitagoricos.
Por exemplo, EXARCHAKOS (1995), afirma que a tabela estd relacionada com a
solucdo de equacdes quadraticas e que ndo tem nada a ver com os trios pitagoricos “...
demonstramos que nesta tabela ndo h& nenhuma evidéncia de que os babildnios
conheceram o teorema de Pitagoras nem os trios pitagoricos .

Percebemos que os argumentos sdo fracos, em particular ja& que ha numerosas tabelas
que mostram que os babildnios deste periodo entendiam bem o teorema de Pitagoras.
Outros autores, ainda que aceitem que a tabela Plimpton 322 é uma colecdo de trios
pitagoricos, tem argumentado que os babildnios tinham, como escreve VIOLA (1981),
um uso pratico para dar “... um método geral para calcular aproximadamente drea de
triangulos ™.

Assim é que as quatro fileiras verticais comp8em a tabela, sendo que a primeira fileira
da direita contém os numeros de um a quinze, com a simples finalidade de numerar os
itens das outras fileiras. As outras duas colunas ao lado foram consideradas como sendo
a medida da hipotenusa e a de um cateto de um triangulo retangulo, com lados inteiros.
Analisando a primeira linha horizontal, verificamos que a hipotenusa vale 169 e o
cateto, 119. Partindo do pressuposto de se tratar de uma tripla pitagérica, em que o
quadrado do lado maior € igual a soma dos quadrados dos outros dois, vejamos como
ficaria resolvida essa questao:

(169)2 = (119)2 + X2
28561 = 14161 + X2
x2 = 14400
X = 120

Neste caso, historiadores como Boyer, em “Historia da Matematica”, Eves em
“Introducédo a Historia da Mateméatica” e Vogel, na “Vorgriechische Mathematik”
diferem quanto a construcdo da quarta coluna, a da esquerda.

Eves e Boyer consideram que tal coluna é resultado do quadrado da razdo entre a
hipotenusa e o cateto que faltava, traduzindo, assim uma tabela de valores de sec?
(secante ao quadrado). No caso da primeira linha teriamos:

(169/120)? = 28561/14400 = 1,9834,

exatamente, segundo esses estudiosos, 0 numero contido na primeira linha da primeira
fileira.

Em contrapartida, Vogel, citado por Boyer (1996, p.25) considera tal coluna como
sendo o quadrado da razdo entre os catetos, ou seja, valores para tg? (tangente ao
quadrado). Se assim for:

(119/120)2 = 14161/14400 = 0, 98,

* \Veja FOWELER, D. and E. ROBSON (1998), SANT'ANNA, V. and A. S. SANT’ANNA (1999),
GRZESINA (2006), ILIC, PETKOVIC and HERCEG (1996), ROBSON (2001) e GONCALVES
(2008).
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namero que, para VVogel, é o representado nessa linha.

Acontece que, por causa das mas condicdes da tabela, a margem esquerda ndo pode ser
interpretada com absoluta certeza. No entanto, as ideias de Boyer e Eves e 0 pensar de
Vogel diferem de exatamente um inteiro, ou seja, 0s dois primeiros consideram que ha
um simbolo para a unidade perto da margem esquerda e Vogel acredita que nao.
Representando a ja citada tabela, deixemos entre parénteses o algarismo “um”, que
Boyer e Eves afirmam existir, enquanto Vogel afirma que tal algarismo, frente os
numeros da quarta coluna, ndo ¢ “um”, e sim “zero”. Vale lembrar que os valores da
tabela sdo tradugdes em formato decimal dos valores sexagesimais retirados do livro de
BOYER (1996, p.25), tratando-se, portanto, de valores aproximados calculados pelos
autores desse texto. Desse modo, temos:

(1), 983 119 169 1
(1), 95 3367 4825 2
(1), 920 4601 6649 3
(1), 936 12709 18541 4
(1), 815 65 97 5
(1), 784 319 481 6
(1), 719 2291 3541 7
(1), 692 799 1249 8
(1), 642 481 769 9
(1), 586 4961 8161 10
(1), 562 2700 4500 11
(1), 489 1679 2929 12
(1), 45 161 289 13
(1), 420 1771 3229 14
(1), 386 56 106 15

Representacao tabela Plimpton 322

Além disso, um olhar atento a tabela evidencia que se for considerado o suposto de Boyer e
Eves, 0s numeros decrescem do alto para baixo, em que o primeiro numero é
aproximadamente sec? 45° (secante ao quadrado de 45 graus), ou seja, 1,983 e o ultimo,
aproximadamente sec? 31° (secante ao quadrado de 31 graus), ou seja, 1,36. As dimensdes
dos triangulos também seguem uma regra, formando todos os triangulos pitagéricos.

Né&o se pode assumir, no entanto, que os babildnicos conhecessem o atual conceito de secante,
até porque eles ndo trabalharam com medidas de angulos no sentido moderno. Porém, a partir
de tudo que foi exposto, podemos afirmar e elogiar a enorme capacidade de calcular,
raciocinar e planejar que possuia esse povo.
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Segundo Eves, 0 exame minucioso desta e de outras tabelas matematicas é extremamente
importante, pois “em épocas anteriores, essa tabela poderia ter sido sumariamente
desprezada como sendo um mero registro comercial”. (2004, p.66).

Geometria com base na mensuragdo. “A geometria babilonica se relaciona intimamente
com a mensuracdo pratica” (EVES, 2004, p.60). Os sistemas de irrigagdo, por exemplo,
desenvolvidos na Mesopotamia exigiam alguma forma de engenharia e agrimensura, assim
como conhecimentos geométricos de medidas de areas e linhas de nivel. Outra afirmacgdo a
respeito da geometria babildnica é feita por Boyer: “A geometria para eles ndo era uma
disciplina matemética no nosso sentido, mas uma espécie de algebra ou aritmética aplicada,
em que numeros sdo ligados a figuras” (1996, p.26). Sem duavida, o carater algébrico era
visivel, sendo que problemas geométricos levavam a equacdes ou a sistemas de equacles
simultaneas.

EVES (2004, p.60) destaca que os mesopotamicos conheciam a &rea do retdngulo, do
triangulo, do trapézio retangulo; o volume de um paralelepipedo retangulo, o volume de um
prisma reto de base trapezoidal. Sabiam que os lados correspondentes de dois triangulos
semelhantes sdo proporcionais; conheciam que a perpendicular baixada do vértice de um
triangulo isdsceles em que incidem os lados congruentes bissecta a base. Consideraram uma
circunferéncia como sendo o triplo de seu didmetro, o que é correto para n=3. E também
conheciam e utilizavam o Teorema de Pitagoras. Agora, segundo HOGBEN (1958, p.62), os
babil6nios também sabiam que se marcassem em uma circunferéncia distancias iguais ao raio
da mesma, e se unissem esses pontos por linhas retas, obteriam um hexagono regular;
perceberam também que cada angulo central desse hexagono corresponde a um angulo de
sessenta graus.

Fundamentando-se mais uma vez nos estudos de BOYER (1996, p.27), sabemos que 0S
babilénicos trabalharam bem com a comparagdo sistematica de figuras geométricas. Numa
dessas comparacdes, 0 escriba toma 0,96 como razao entre o perimetro do hexagono regular e
a circunferéncia do circulo circunscrito. Sabemos que o lado do hexagono inscrito em uma
circunferéncia é igual ao raio dessa mesma circunferéncia; para explicarmos melhor tal
processo, tomemos 4 como o valor do raio. Nisso, temos que:

0,96 = perimetro do hexadgono + perimetro da circunferéncia
0,96=(06x4)+2xnx4)
7,68 m=24
n=23,12

Assim, concluimos que o escriba havia tomado 3,12 como aproximagdo de 7, um valor muito
consideravel.

Os mesopotamios sabiam que o angulo inscrito num semi-circulo é reto, o que ficou
conhecido como Teorema de Tales, embora Tales tenha vivido bem mais tarde. A atribuigéo
desse teorema a Tales, mesmo os babilénicos o tendo usado muitos anos antes, denota a
dificuldade por parte das culturas posteriores em avaliar e aceitar a influéncia desses povos.
Foram também o0s mesopotamicos os responsaveis pela divisdo da circunferénica em 360
partes iguais. Segundo Eves,

“Diversas explicagdes ja foram aventadas para a razdo dessa escolha, mas nenhuma é tao
plausivel como a que se segue, sustentada pela autoridade de Otto Neugebauer. Nos remotos
tempos dos sumérios, existia uma unidade de medida grande , uma espécie de milha
babilbnica, igual a sete das milhas atuais. Como a milha babil6nica era usada para medir
distancias mais longas, era natural que viesse a se transformar numa unidade de tempo, a
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saber, 0 tempo necesssario para se percorrer uma milha babildnica. Mais tarde, talvez no
primeiro milénio antes de Cristo, quando a astronomia assumiu o estagio de manter registros
sistematicos de fendmenos celestes, a milha tempo babilénica foi adotada para a mensuracao
de espacos de tempo. Como se deerminou que um dia era formado por 12 milhas-tempo, e um
dia completo equivale a uma revolugdo completa no céu, dividiu-se um ciclo completo em 12
partes iguais. Mas, por conveniéncia, a milha-tempo fora dividida em 30 partes iguais. Dessa
forma chegamos a (12)(30) = 360 partes iguais de um ciclo completo ”. (2004, p.61)

Omissdes matematicas. Apesar do imenso grau de habilidade técnica, BOYER (1996, p.28)
aborda o aspecto de que algumas falhas matematicas séo evidentes. Uma delas é a auséncia de
formulacBes gerais, ou seja, as tabletas encontradas contém apenas casos especificos, sem
denunciar qual a lei que regia os célculos para a formulagdo dos resultados, 0 que remete a
questionar se eles realmente percebiam os principios gerais ou as formulacdes resultavam do
acaso. No entanto, tal percepcdo ndo comprova que eles ndo conhecessem tais regras, até
porque, se assim fosse, seria dificil explicar a similaridade dos problemas. Uma conjectura
feita por historiadores assinala que os problemas descritos nas tabletas podem néo passar de
exercicios escolares que os alunos resolviam de acordo com certos métodos estabelecidos.

A omissdo de casos que contivessem distingdes claras entre resultados exatos e aproximados
também constitui uma fraqueza. Ndo se pode afirmar que os babil6nicos ndo tivessem
conhecimento de tal fato, porém nédo ha registros sobre isso.

Questdes de resolubilidade ou ndo de um problema também ndo foram levantadas, como
tampouco a utilizacdo de uma prova real. Em muitos casos, porém, os escribas verificavam
suas divisGes por multiplicacbes ou usavam a substituicdo de um resultado num problema
parra comprovar a correcao.

Outro aspecto que é valido lembrar ¢ a inexisténcia de um simbolo preciso para representar o
zero. Certamente, tal fato acarretou grande dificuldade para a matematica babildnica, porém
ndo tdo grande que eles ndo pudessem transp6-la e realizar calculos com extrema preciséo.
Aceitando que talvez a geometria babil6nica ndo tenha passado de experiéncias que tratavam
de tudo o que podia ser medido, ndo pode-se deixar de reconhecer que a preocupacao dessa
civilizacdo com os nimeros e suas aplica¢fes chegou muito préximo do que, épocas depois,
chamou-se algebra.

As fraquezas matematicas no vale mesopotdmico levaram as civilizagcBes posteriores a
julgarem que os babilénios ndo possuiam uma matematica verdadeira, e que essa ciéncia foi,
ali, puramente utilitaria, destinada somente a agrimensura e célculos para a tividade
comercial, ndo havendo nenhum interesse na matematica por ela mesma. Certamente grande
parte da matematica desse e de outros povos foi pratica, porém ndo toda, sendo que muitas
caracteristicas da matematica de recreacao ou de puro divertimento podem ser observadas.

Considerac0es finais. Este trabalho pretendeu analisar, os métodos e as praticas matematicas
da civilizagdo babildnica, bem como sua linha de raciocinio para resolver problemas e a
importancia dada a matematica por esse povo. Inicialmente, sobressai-se a capacidade de
construir registros que perduraram legiveis por milhares de anos, além de se possuir indicios
de que tenha sido essa a civilizacdo responsavel pelo criacdo da escrita.

Apos, observamos o alto grau de inteligéncia e familiaridade com o0s numeros e suas
aplicagdes, mostrando uma algebra madura e com um nivel notavel de abstracéo, além de uma
geometria, inicialmente utilitaria, porem com grande capacidade de observagdo, trazendo
relacOes entre figuras, medidas e aplicacGes algébricas. Outro aspecto que ndo se pode deixar
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de analisar é a precisdo dos valores obtidos nos calculos. Conhecer esses valores através dos
métodos modernos e da nossa notacdo simples e precisa ndo é tarefa dificil, porém encontra-
los atraves de uma notacdo ambigua e um complicado sistema de escrita em barro € elogiavel.
Além disso, temos que recordar que toda a matemética atual, precisa, facil, pronta, foi
desenvolvida ao longo de muito tempo, se aperfeicoando, agregando caracteristicas de
diversos povos distintos; e sem ddvida o legado deixado pela Mesopotdmia é de extrema
importancia e claramente visivel em nossa sociedade contemporanea. Além de métodos
algébricos e geométricos utilizados, hoje, em larga escala tanto por escolares quanto por
estudiosos em geral, o0s resquicios deixados pela numeracéo babilonica de base sessenta, séo
evidentes. Exemplo disso é a divisdo de uma hora em sessenta minutos, de um minuto em
sessenta segundos; enfim, nosso sistema de unidades de tempo é sexagesimal. Outro legado
deixado por esse povo foi a divisdo da circunferéncia em trezentos e sessenta graus,
interferindo na localizacao terrestre através dos meridianos e nas medi¢des de angulos em
geral.

Frequentemente, a matematica babilonica tem sido submetida a um julgamento reducionista
de quem diz tratar-se apenas de uma ciéncia puramente cotidiana e pratica, sem interesse da
matematica como objeto de estudo. Sem duvida uma das funcGes da matematica é exatamente
esta: a de auxiliar a humanidade em suas dificuldades, sendo também esta a finalidade de
quase todas as ciéncias. Porém ndo se pode deixar de perceber a preocupacao desse povo com
as relagcbes numéricas e sua aplicabilidade. A inaceitacdo da matematica mesopotamica por
povos posteriores também é claramente visivel, por meio da supervalorizacdo de outros
matematicos por teoremas e conceitos que ja eram muito utilizados no Crescente Fértil.
Assim, torna-se indispensavel ressaltar a importancia de novas pesquisas, tanto no campo
arqueoldgico com o objetivo de se fazer novas descobertas de tbulas cuneiformes, quanto no
ambito do estudo e atencdo as tabulas encontradas para que nenhuma informacéo relevante
passe despercebida.

Finalmente, o préximo passo € aceitar a enorme capacidade matematica dos mesopotamicos,
assim como a influéncia por eles exercida sobre nossa sociedade e trabalhar para que o
conhecimento esteja em constante evolucdo. O saber se da por meio da curiosidade, da
pesquisa incansavel e das novas descobertas, procedimentos j& evidenciados pelos
matematicos babilbnicos, eles nos deixaram, a partir de um conjunto de regras e técnicas com
um sentido estrito utilitaria, um conhecimento denso, desenhada e proeminente.
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Resumen

En los cursos tradicionales de Calculo Vectorial, los conceptos de Divergencia y
Rotor se suelen introducir, o bien con definiciones meramente operativas — que no
ilustran la razon de ser de los mismos — o bien con ejemplos sencillos de campos
vectoriales muy simples, cuyo comportamiento s6lo permite entender situaciones
teoricas sencillas, que poco tienen que ver con los problemas de la vida real.

En este trabajo, se analizan ciertos ejemplos y algunos problemas reales, que
colisionan con esas interpretaciones intuitivas mas sencillas.

En virtud de lo anterior, se proponen tratamientos alternativos, para explicar
estos conceptos, con aplicaciones en dinamica de fluidos, las que a su vez vinculan el
Célculo Vectorial con la Teoria de Funciones de Variable Compleja.

A continuacion, se presentan muy brevemente algunas aplicaciones en campos
tan diferentes como la Aerondutica, la Electroquimica y la Ingenieria Sanitaria y
finalmente, se establecen algunas conclusiones del punto de vista educativo.

Introduccion

Cuando se introducen los conceptos de Divergencia y Rotor en los cursos
tradicionales de Calculo Vectorial, se suele dar definiciones meramente operativas
como las siguientes:

divF=V.F y rotF=VAF

Dichas formulas se brindan sin ninguna aplicacion concreta sobre su razon de
ser y sus eventuales utilidades para los problemas de la vida real [1].

En otros cursos —y sus correspondientes textos [2] — se presentan ejemplos que
dan una mayor y mejor justificacion de estos conceptos. Un conjunto tipico de tales
ejemplos ilustrativos podria ser el siguiente:

Ejemplo 1: Fuente.

Se considera un campo vectorial en R* que coincide con el vector posicion

(x,y) osea, F(xy)=(xy)
Una representacién grafica — muy particularizada, pero que resume el
comportamiento del campo — es la que se observa en la figura 1.
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Figura 1. Representacion de F(x,y)=(x, ).

Aplicando las definiciones clésicas ya mencionadas [1], resulta divF >0 y
rotF, =0, lo que nuevamente condice con la figura 1 que muestra un campo que no
rota y que claramente diverge alejandose del origen (de ahi que se le llame “fuente”).

Ejemplo 2: Sumidero

Se considera ahora el opuesto al campo “posicional” del ejemplo anterior, i.e.,
F,(x, y)=(=x,~Y). Una representacion grafica muy esquematizada seria la siguiente:

NS

w

RN

Figura 2. Campo correspondiente a F,(x, y)=(—x,~y).

Para este campo surge directamente que divF,<0 vy rotF,=0, lo que
nuevamente condice con su comportamiento tipico de sumidero.

Ejemplo 3: Vortice

Si se considera ahora un campo perpendicular al vector posicion, dado por
F(x,y)=(~y,x). Es facil observar que (x,y)L(-y,x), simplemente haciendo el
producto interno entre ambos vectores.

En este caso resulta que divF,=0 mientras que rotF, =0, lo que puede ser

observado en la Figura 3.
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Figura 3. Representacion del campo vectorial F,(x,y)=(-y,x).

En efecto, este campo se puede interpretar como un fluido que simplemente gira
alrededor del origen y que por lo tanto, no tiene un movimiento neto hacia el centro o
hacia fuera, y en cambio si posee una clara vorticidad.

En virtud de todos los ejemplos anteriores, la divergencia se interpretaria como
una tendencia de las particulas a alejarse (i.e., divergir) y seria positiva para una fuente
y negativa para un sumidero. En el caso del rotor, un vector no nulo indica la presencia
de un vortice, como en el Ejemplo 3, ya considerado.

En esta otra presentacion — mas “visual” que la que recurre a formulas de
producto escalar o vectorial para divergencia y rotor — al menos se da una “especie de
justificacion” de la nomenclatura utilizada y cudles podrian ser sus eventuales
aplicaciones. No obstante, como veremos en la proxima seccion, hay ciertos ejemplos
que colisionan con esas interpretaciones intuitivas.

Algunos ejemplos mas dificiles de interpretar.

Un ejemplo clasico que suele aparecer en los textos [2] — generalmente antes
del comienzo de la seccion donde se analiza la definicion de conjunto simplemente
conexo — es el que sigue, correspondiente al gradiente de la funcion que da el angulo

polar al menos en el primer cuadrante, 0=Arctg(%) y a partir de esta funcion

definimos F, =V, o lo que es lo mismo F,(x, y)=(x2_ yyz i X sz v(x,y)=(0,0),
+ +

cuya representacion grafica en el esquema de la Figura — nuevamente en forma parcial
y algo esquematica — recuerda a la del tercer ejemplo, ya analizado:

/“—A\[

w

\\ —

Figura 4. Representacion grafica parcial de F,(x, y):( — y = X 2).
X +y2 X2y
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En este caso hay una vorticidad evidente, no obstante rotF, =0 lo que al

menos en primera aproximacion, parece contradecir lo visto anteriormente.
Algo similar, pero en sentido contrario ocurriria en el ejemplo siguiente:

F5(x, y)= (e’yz ,0) , Cuya representacion grafica seria la que se observa en la figura:

-
— = —
— —s —_—
Y
r
— —s —_—
— = —

Figura 5. Campo correspondiente a F,(x,y)= (e‘y2 ,0).
En este caso, no parece haber ninguna vorticidad, pero no obstante rotF, #0 WYy =0 ,
lo que nuevamente parece contradictorio con lo anteriormente mencionado.

Estos dos ultimos ejemplos sugieren examinar otros enfoques que permitan dar

explicaciones que funcionen también en estos casos y no solamente en los ejemplos mas
simples.

Utilidad de los conceptos intrinsecos

A partir del Teorema de Gauss [2], resulta que IjjvdiVFdV :jISF.ndS.
Ahora bien, si el sélido V es labola de centro X yradio R entonces

J..UB(X,R)diV Fdv = .Us(;,R) F.ndS =g

Y por el Teorema del VValor Medio y un proceso de paso al limite resulta:

lim Dy r)

divF(X)= R0 \W

Esto provee una formula intrinseca para la divergencia [3].
De igual modo, se puede razonar a partir del Teorema de Stokes:

ﬂs rot F.ndS = {C F.dr , que paraun disco de centro X yradio R daria:

J.J.D(X,R) rotF.n ds = §c(g,R) F.dr =WC(%,R)

Y al aplicar el Teorema del VValor Medio, resulta:
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Esto da una definicion intrinseca para el rotor [4].

Las definiciones intrinsecas sugieren que los conceptos fundamentales para
comprender los conceptos de divergencia y rotor son respectivamente el trabajo
(circulacién del vector) y el flujo que atraviesa el volumen de control, que deberia ser
un elemento infinitesimal.

Una forma de visualizacion

En funcion de lo anterior, por ejemplo, si se desea evaluar — al menos en forma
cualitativa — el rotor del campo en un punto, convendria pensar en una pequefia rueda
de palas en un fluido cuyo campo de velocidades coincida con el campo en estudio [4].

Por ejemplo, para F5(x, y): (e*VZ ,O) el modulo del rotor es 2|y|e’y2 que solo se anula

en y=0 Yy esto coincide con lo que ocurriria con ruedas de palas infinitesimales, que
para y>0 ypara y<0 que girarian en sentido horario y anti horario respectivamente,
mientras que en y =0 no habria giro alguno.

Un esquema de la situacion anterior puede verse en la figura 6:

LL%}
su e

-

Figura 6. Ruedas de palas infinitesimales en el campo F5(x, y): (e’yz ,0).

A modo de explicacion es claro que si la rueda gira es porque  We ) #0 yen

ese caso el rotor serd no nulo por mas que el fluido no este girando. En la situacion
analizada si bien el fluido avanza laminarmente en forma longitudinal, Ileva una mayor
velocidad en el centro (i.e.,si y=0)y por eso la rueda gira.

Algunas aplicaciones importantes
a) En Ingenieria Sanitaria:

En Ingenieria Sanitaria es comun trabajar con fluidos que circulan por tuberias,
cafios, etc. En estos casos, si bien los fluidos no giran, las particulas viajan a mayores
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velocidades en el centro del tubo y el rotor resulta no nulo. Concretamente, si se trata de
un flujo laminar se tiene un perfil parabélico de velocidades como se ve en la figura 7:

w

Figura 7. Perfil parabdlico de velocidades de un fluido en un tubo.

La velocidad méxima es v,, (en el centro del tubo) y disminuye hasta anularse
en los bordes, de modo que la ecuacion de la pardbola seria  x=v,, —k y* siendo k

la constante que hace queen y=R sea x=0 por lotantoes k :V%z y la
VM
R

A 2
parabola es entonces  x =V, y

2
Un campo de velocidades acorde a lo anterior es v = [VM -V, {%} ,OJ y su

rotor tiene la tercer componente no trivial  2v,, % que se anulasiysolosi y=0.

En funcion de lo anterior, resulta que la hipotesis habitual de irrotacionalidad del
fluido sdlo se verifica si se toma un volumen de control simétrico con respecto al eje
longitudinal del tubo. Un ejemplo de algunos posibles volimenes de control en los que
si se verifica la hipotesis de irrotacionalidad pueden verse en la figura 8.

w

Figura 8. Volumenes de control simétricos respectoa y=0.

N o, oV
Enesoscasos rotv=0 loqueimplica ———*=0

dx dy
Por otra parte, si no se tiene en cuenta el extremo inicial de la tuberia (donde el
perfil de velocidad no esta totalmente desarrollado) y se considera flujo incompresible,
la divergencia de la velocidad es nula, diw=0 Este resultado, a diferencia del

anterior, se da independientemente de la forma del volumen del control. Expresando el

: ., : ov, oV
mismo en funcion de las componentes del vector velocidad, resulta: r 2 +d_y =0.
X y
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) . ov ov
Las dos ecuaciones anteriores: d—y— N, =0 vy Ny +—r

X dy dx dy
regularmente en problemas de Fluido dindmica y su aplicabilidad excede ampliamente
la del ejemplo aqui presentado.

0 aparecen

b) En Ingenieria Aeronautica:

Las dos Ultimas ecuaciones mencionadas — que conviene recordar, resultan de
hacer divv=0 y rotv=0 — desembocan directamente en las condiciones de Cauchy-

Riemann, bien conocidas de los cursos de Funciones de Variable Compleja [5] y esto a
su vez implica la existencia de una funcién de potencial de velocidad holomorfa [6].

Esto podria parecer simplemente una curiosidad matematica, pero esta muy lejos
de serlo, de hecho tiene muchas aplicaciones en varias disciplinas. Por ejemplo, en
aerodindmica se utiliza esa misma propiedad para disefiar los mejores perfiles para las
alas de los aviones, como se verd en el siguiente ejemplo que se presenta a
continuacion.

Al modelar el flujo de aire alrededor del ala de un avién, se realizan varias
simplificaciones. La primera de ellas es considerar un corte transversal del ala y estudiar
el problema como un flujo bi-dimensional. Si dicho flujo satisface las condiciones
habituales de irrotacionalidad y la llamada ecuacién de continuidad — esto es, como ya
se vio, la nulidad del rotor y la divergencia, respectivamente — entonces, esto conduce a
las condiciones de Cauchy-Riemann, luego de hacer un sencillo cambio de variables. Lo
anterior permite describir el proceso utilizando un potencial de velocidades, que es en
realidad una funcion de variable compleja, analitica [6-7] y esto a su vez, permite hacer
uso de la teoria de las aplicaciones conformes.

En este caso concreto, se pueden definir mapeos conformes que lleven una
circunferencia en una curva mas complicada, como la que corresponde al ala de un
avion [8]. Una curva de este tipo debe ser cerrada, con mas desarrollo en sentido
horizontal que en vertical, con un extremo redondeado (por donde ingresa el flujo de
aire) y el otro que termine en un angulo (en el extremo de traccion). Utilizando entonces
la teoria de aplicaciones conformes, el problema de estudiar el flujo de aire a través de
este objeto de geometria complicada, se reduce a otro mucho mas simple: estudiar el
flujo alrededor de un circulo [9].

Una primera aproximacion al problema surge de la llamada Transformacién
propuesta por Nikolai Joukowski [10]: w=2z+1/z, la cual mapea una circunferencia

en el plano complejo — de centro en a+ib y que pasa por z=-1, en el semieje real
negativo — en una curva gque aproxima razonablemente bien a la seccion del ala de un
avion. Por ejemplo, con esta transformacion se obtienen buenos perfiles para valores de
a cercanos a 0.1 y valores de b en el orden de 0.25 [8]. No obstante, las curvas
resultantes tienen un inconveniente no menor: el punto anguloso en el extremo de
traccion, en el cual el angulo que forman la parte superior y la parte inferior del ala del
avion es igual a cero y esto no es posible de construir, analizando la situacion desde un
punto de vista de la ingenieril.

Ahora bien, es facil observar que a partir de la formula que define la
Transformacion de Joukowski, w=z +1/z, se puede obtener la siguiente igualdad:
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2
W+§ = (Z—jLﬂ . Tomando en cuenta lo anterior, Theodore von Karman y Erich Trefftz
W — Z—
k
[11] propusieron la siguiente modificacion W+E = (Z—Jrﬂ de donde resulta:
w— z-

k k
w=K (Z+l) +(Z_1) . Para las aplicaciones que estamos considerando, k es un

(z+1) —(z-1)
namero real algo menor a 2. Resulta obvio mencionar que esta nueva transformacion se
reduce a la anterior en caso que se considere k = 2.

A modo de ejemplo, se pueden obtener excelentes perfiles para valores k
cercanos a 1.95 si nuevamente se considera para el centro del circulo a+ib, valores de
a cercanos a 0.1 y valores de b del orden de 0.25, como en el caso anterior [8]. Cabe
mencionar que para a >0 se puede probar que el mapeo es conforme [9] por lo que el
estudio del flujo de aire para dichos perfiles, una vez mas, se puede reducir al problema
mas simple y conocido del flujo alrededor de un circulo.

Esta sencilla modificacion produce perfiles que en su extremo de traccion tienen
distintas tangentes para la parte superior e inferior de la curva, respectivamente. Estos
perfiles propuestos por von Karman y Trefftz resultan construibles y de hecho, estan
directamente relacionados al catalogo de velamenes sugeridos por la NACA, una rama
de la NASA [12], que se ocupa de estas cuestiones. Como surge de lo anterior, estos
perfiles propuestos utilizan fuertemente los resultados de la Teoria de Transformaciones
Conformes y esta a su vez, es aplicable como consecuencia de la irrotacionalidad y
continuidad del fluido, i.e., la nulidad de la divergencia y el rotor.

Mas alla de las aplicaciones en aeronautica, el problema del mapeo conforme del
circulo a los perfiles de alas de aviones, también tiene gran potencial educativo,
particularmente en el estudio de las funciones analiticas y sus representaciones
paramétricas que pueden en algunos casos hacerse manualmente o simplemente con una
planilla Excell [8].

c) En Ingenieria Electroquimica:

Con el fin de analizar la distribucion de corriente en un sistema, se establece un
balance de cargas en volumen de control infinitesimal. Dentro de este volumen
podemos expresar — como es habitual en un balance de masa — que la acumulacion es
igual a la salida menos la entrada de la especie, mas un término de generacion. A partir
del balance anterior, si se multiplica cada uno de los términos por la carga de la especie
(2) y por la constante de Faraday (F), el balance de masa se transforma en un balance de
carga. A su vez si en este balance se supone que no hay generacion en el volumen de
control — ubicado en el seno del electrolito — y si se considera una condicién de estado
estacionario, entonces resulta la siguiente ecuacion:

V-j=0 siendo j el vector de densidad de corriente.

En la formula anterior es posible expandir j en los componentes de transporte
correspondientes a migracion, difusion y conveccion (desarrollo de Nernst-Plank [13]) y
por tanto la mencionada ecuacion se puede expresar como:

V- j=-V-(VE)-V-(F3. Dz Ve )+ V-(FVvY z¢ )=0
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Donde v es la velocidad del fluido, E es el potencial eléctrico, y es la conductividad
ionica y finalmente ¢, y D, son las concentraciones y difusividades de las especies

involucradas.

Si consideramos la solucion electrolitica como un medio isétropo, tanto la
conductividad iénica como la difusividad de las especies son propiedades homogéneas y
por tanto su gradiente es nulo. En funcién de lo anterior, la ecuacién resultante es la
siguiente:

H 2 2
V-j=—yV’E-F).DzV’c +(inzici)v-v+(inzchi)-v:O

Finalmente, si el perfil de velocidad estd completamente desarrollado y se
considera flujo incompresible, la divergencia de la velocidad es nula y por lo tanto:

V-j=—yV’E-F) .DzV’ +(inzchi)-v =0

Aun teniendo en cuenta las simplificaciones realizadas (sin generacion, estado
estacionario, medio isotropo, fluido incompresible y flujo desarrollado), la ecuacion
resultante, i.e., la Gltima ecuacion presentada, es de una complejidad importante para
cualquier sistema de interés préctico.

En el Grupo Interdisciplinario de Ingenieria Electroquimica de la UdelaR, se
estd trabajando en la solucién al problema de la corrosion en tubos de latén de los
intercambiadores de calor de la planta de generacion eléctrica denominada “Central J.
Batlle y Ordonez”, que provee de energia a la ciudad de Montevideo. Si bien ya se han
obtenido soluciones analiticas [14-15], semi-analiticas [16] y semi-numéricas [17] para
el fluido en reposo, la solucion para el equipo operando en condiciones habituales tiene
evidentemente una mayor complejidad. En efecto, lo que se ha resuelto hasta ahora es
basicamente la Ecuacion de Laplace (con ciertas condiciones de borde lineales y semi-
logaritmicas, que hacen que el problema no sea trivial), y esto a su vez, corresponderia
solo al primer sumando de la ecuacion anterior, por lo que lo obtenido en articulos
anteriores puede ser considerado solamente como un caso particular.

Para la resolucion del problema general, una de las ideas importantes es que al
ser la capa difusiva de un espesor mucho menor a la capa limite de velocidad, resulta
posible aproximar los componentes del vector velocidad (v, en la direccion radial y v,

en la direccion del flujo) por los primeros sumandos de sus respectivos desarrollos de
Taylor. A su vez en dichos sumandos se pueden realizar simplificaciones estableciendo
relaciones entre las derivadas (una vez mas, anulando rotor y divergencia) y de este
modo obtener el perfil de concentracion en el electrolito. Si bien el trabajo en su version
mas general esta aln en desarrollo — y no precisamente cerca de un resultado final — se
puede concluir que una vez mas las condiciones de continuidad e irrotacionalidad (que
en este caso implican la anulacion de divergencia y rotor en coordenadas cilindricas),
juegan un rol fundamental en la simplificacion del modelo y el establecimiento de
relaciones entre las derivadas radiales y longitudinales de la velocidad del fluido,
imprescindibles para la resolucion del problema.
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Algunas conclusiones del punto de vista educativo

La alternativa méas formal para la introduccién de los conceptos de rotor y
divergencia [1], consistente en brindar Unicamente una definicion/formula de célculo,
pero esta opcion no permite visualizar y mucho menos entender la esencia de dichos
conceptos.

La opcion basada en la visualizacion y andlisis de ejemplos sencillos, como los
ejemplos 1, 2 y 3 expuestos anteriormente, si bien da una cierta intuicion sobre los
conceptos de rotor y divergencia, estos no resultan bien comprendidos por los alumnos
ya que no reflejan toda la complejidad del tema. De hecho, ejemplos mas sofisticados
(como los aqui presentados con los numeros 4 y 5) desafian estos enfoques
simplificados, asi como también lo hacen muchas situaciones de la vida real y
aplicaciones tecnoldgicas concretas.

Para una comprension mas cabal de estos conceptos es necesario, 0 al menos
conveniente, recurrir a definiciones intrinsecas [3-4] y otros elementos mas cercanos a
la dindmica de fluidos [4] que a la matematica en si misma.

Es importante observar que una comprension mas profunda de estos conceptos,
basada en las definiciones intrinsecas de los mismos, permite entender en qué
situaciones de la vida real son aplicables las suposiciones usuales (ecuacion de la
continuidad e irrotacionalidad de un cierto fluido), que llevan en ciertos casos de
interés, a la vinculacion con las condiciones de Cauchy-Riemann. El que dichas
condiciones se cumplan o no es de una importancia fundamental para poder aplicar
resultados centrales de la teoria de funciones de variable compleja. Finalmente, son
estos resultados los que permiten realizar importantes simplificaciones en problemas de
Aeronautica, Electroquimica e Ingenieria Sanitaria, entre otras muchas disciplinas y
ramas de la Ingenieria.
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Eje Tematico: Matemética Aplicada

Palabras claves: DEA — Empresas constructoras — Eficiencia — Gestion de
Administracion

RESUMEN

Este trabajo muestra el analisis realizado para una empresa constructora de la ciudad de
Resistencia, dedicada a la obra pablica, llamada para la investigacién Empresa 2.

El método DEA (Analisis por Envoltura de Datos) calcula una medida de eficiencia
méaxima para cada Unidad de Negocios que constituye el objeto de estudio con relacion
a todas las otras Unidades de la poblacion observada, observandose que cada Unidad de
toma de decisiones yace sobre o por debajo de la frontera de eficiencia.

En la determinacién de la eficiencia de nuestro objeto de estudio, se aprecié que el
Ejercicio 2005 fue el Gnico que alcanz6 la maxima puntuacién de eficiencia en los casos
de anélisis efectuados.

INTRODUCCION

Entre las actividades de transferencia al sector de la construccion sobre los avances del
proyecto, se convocd a empresarios de la industria de la construccion de la ciudad de
Resistencia, a quienes se les particip6d y explicd la aplicacion del Modelo, lo que
constituye un avance de la Matematica Aplicada en actividades de produccion del sector
secundario. A los empresarios que brindaran informacion sobre el proceso productivo
de sus empresas en los Ultimos ciclos contables, se les prometié materializar por medio
del Proyecto el calculo de la eficiencia con el modelo matematico y softwares ya
existentes y otros producidos por el equipo del trabajo del Proyecto.

En el marco de los trabajos de extension y trasferencias del proyecto de Investigacion
“MODELOS MATEMATICOS Y ESTADISTICOS PARA LA GESTION DE
ADMINISTRACION DE EMPRESAS CONSTRUCTORAS”, damos a conocer el
analisis realizado para una empresa constructora de la ciudad de Resistencia, llamada
para la investigacion Empresa 2, que se dedica a la obra publica, la que gustosamente
proporciond informacion contable de diferentes ejercicios referida al quehacer de su
unidad de negocios, de forma tal que se trabajara con datos reales en el proceso del
calculo de la eficiencia relativa segtn el modelo DEA.

Este trabajo es una continuacion de las siguientes publicaciones:
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¢QUE MODELO MATEMATICO ELEGIR PARA EL BENCHMARKING DE LAS
EMPRESAS CONSTRUCTORAS DE LA PROVINCIA DEL CHACQO?

Autores: Rescala, Carmen; Rodhe; Gricela A; Martinez de Miiller, Hilda D.; Giraudo,
Marta; Bonafini, Maria L.; Bernaola Gustavo A.

CIENCIAS BASICAS EN INGENIERIA — Revista Digital N° 2 — ANO 1 -
DICIEMBRE DE 2009

y

UTILIZACION DE MODELO MATEMATICO P/DETERMINAR FACTORES DE
EFICIENCIA EN EMPRESAS CONSTRUCTORAS DE RESISTENCIA

Autores: Carmen Rescala, Gustavo Devincenzi, Gricela Rohde, Liliana Bonaffini,
Gustavo Bernaola, Marta Giraudo, Hilda Martinez

CIENCIAS BASICAS EN INGENIERIA - Revista Digital N° 4 - ANO 2 -
DICIEMBRE DE 2010

De las entrevistas y encuestas, de la recoleccion de datos y del aprendizaje del método
DEA se han realizado devoluciones que contienen informacion a analizar por los duefios
de esas empresas para conocer los puntos algidos de las estrategias que ponen en
marcha. De esa informacién brindada, se solicitd respuesta a los empresarios para
avanzar conscientemente en el cumplimiento de los objetivos del Proyecto.

¢ Qué necesitamos conocer para llevar adelante la aplicacion del Modelo en el sector de
la construccién? Debemos conocer que a la existencia de estas empresas constructoras
que constituyen el campo de aplicacion de esta investigacion las condicionan:

los organismos gubernamentales nacionales, provinciales y municipales,

las asociaciones que nuclean a las empresas constructoras de Resistencia-Chaco,

las empresas proveedoras,

las instituciones financieras,

las asociaciones provinciales y nacionales,

los recursos humanos,

los gremios, etc.

Todo esto determina que los management de empresas constructoras sientan una gran
preocupacion sobre los siguientes temas puntuales:

e predecir costos y fijar precios al presupuestar una obra;

e ¢l valor de los recursos es desconocido hasta el momento en que se materializa la
misma;

las caracteristicas diferentes de las obras que las empresas emprenden,

las estrategias y las decisiones en un panorama econémico y financiero incierto,

la mano de obra con discontinuidad en el trabajo,

alta rotacion, costumbres sociales y culturales complejas;

legislacion provincial y nacional particular;

gremios con poder;

existencia de una enorme cantidad de proveedores;

desfasajes de tiempos entre la materializacion de la obra y el cobro de certificados
para las obras publicas;

o legislaciones que imponen clausulas gatillo,

e produccidn anticiclica y otros.

Para optimizar la gestion de conduccion, necesitan contar con una administracion
cientifica, que sea soporte para sus existencias, posicionamientos y permanencias en el
mercado de la construccion.
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Es aqui donde interviene la corriente actual de disefiar modelos matematicos y
estadisticos para medir y mejorar la eficiencia en la gestion de administracion de las
mismas. Resistencia, Chaco, es el lugar seleccionado por el equipo del Proyecto para la
investigacion de campo y aplicada.

ESTUDIO DE CASO: EMPRESA 2

El método DEA (Data Envelopment Analysis - analisis por envoltura de datos) calcula
una medida de eficiencia méaxima para cada Unidad de Negocios que constituye el
objeto de estudio con relacién a todas las otras Unidades de la poblacion considerada,
observandose que cada Unidad de toma de decisiones yace sobre o por debajo de la
frontera de eficiencia.

DEA utiliza técnicas de programacion lineal y principios de analisis de frontera para
determinar la eficiencia relativa de dichas unidades de negocios, cuando la presencia de
multiples entradas y multiples salidas hace que otras comparaciones sean dificiles de
realizar.

Esta herramienta, DEA, fue desarrollada en sus inicios por Charnes, Cooper y Rhodes
(1978) y permite comparar medidas de eficiencias relativas en un conjunto de unidades
econdmicas (DMUs) mediante el conocimiento de los recursos que utilizan (entradas o
inputs) y el de resultados que alcanzan (salidas u outputs).

Para la aplicacion del modelo en la Empresa 2 se han elegido dos conjuntos de insumos,
con dos inputs y un output cada uno, seleccionados de la informacién proporcionada por
la gerencia de la empresa y consistente en los balances de cuatro ejercicios contables,
los que fueron utilizados en la comparacion de unidades para el analisis de eficiencia
relativa.

Los dos conjuntos de Inputs y Outputs elegidos se corresponden con los seleccionados
en trabajos anteriores.

Primer analisis realizado con los insumos:
Inputs: Activo Corriente, Bienes de Uso
Output: Ventas

Segundo anélisis realizado con los insumos:
Inputs: Total Activo, Bienes de Uso

Output: Ganancia neta

De las entrevistas y encuestas, de la recoleccién de datos y del aprendizaje del método
DEA se han realizado devoluciones que contienen informacidn a analizar por los duefios
de esas empresas para conocer los puntos algidos de las estrategias que ponen en
marcha. De esa informacién brindada, se solicitdé respuesta a los empresarios para
avanzar conscientemente en el cumplimiento de los objetivos del Proyecto.

La informacién que se proceso corresponde a los siguientes ejercicios contables: 2005,
2006, 2007 y 2008 (estos ejercicios contables son las unidades de analisis 0 DMU)

Para la resolucién de los modelos DEA se utilizaron los siguientes productos:
1) Frontier Analyst:
» En su version de prueba, que tiene todas las funcionalidades de la version comercial,
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aunque limitada a 10 unidades de estudio (DMU’s).

» Posee una interfase gréafica, asistida, de facil utilizacion por parte del usuario, en
idioma inglés, de ejecucidn en el entorno de Windows.

» Pueden ingresarse los datos mediante importacion de otras fuentes (planilla e
calculos o archivos de texto) asi como también permite la copia o exportacion.

» La presentacion de la informacién puede ser en formato de texto y nimeros como
también contener varios graficos.

2) Rutina de desarrollo propio en Excel-VBA

Para el procesamiento de datos se aplicd una rutina de desarrollo propio en Excel-VBA,
utilizando el producto “Ipsolve”, version 5.5.2.0 (que se encuentra disponible bajo
licencia GNU LGPL), para la resolucién de los problemas de programacion lineal. Si
bien este programa se encuentra en una versién de prueba, nos permite un mejor
seguimiento del proceso resolutivo y gran flexibilidad en el manejo de los datos de
entrada.

A continuacion figuran las tablas y graficos que arrojo el analisis de los datos
seleccionados de entre los suministrados por la Empresa 2:

PRIMER ANALISIS

El primer conjunto es: Inputs | Activo Corriente | Bienes de Uso
Output | Ventas

Para este primer andlisis se tomaron los siguientes valores (en miles de pesos) a partir
de los balances oficiales presentados por la empresa.

DMU Activo Corriente | Bienes de Uso | Ventas

2005 863.4094 82.7797 3579.1833
2006 564.4081 135.7836 1694.5394
2007 1181.3010 225.7194 2615.3701
2008 1241.4767 332.7560 2274.1751

El proceso con el método DEA orientado a los Outputs, frontera CCR (rendimientos
constantes a escala), brindd los siguientes resultados:
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DMU - 2005

Resultado de eficiencia 1.000
Pesos Output (Vi) 0.023 0.096
Inputs égtrl;/iznte Bienes de Uso
Inputs real 863.409 82.780
Outputs Ventas
Outputs real 3579.1833
DMU — 2006
Resultado de eficiencia 0.724
Pesos Output (Vi) 0.049 0.203
Activo Corriente Activo .
. Bienes de Uso
Corriente
Inputs real 564.408 135.784
Outputs Ventas
Outputs real 1694.5394
DMU - 2007
Resultado de eficiencia 0.534
Pesos Output (Vi) 0.032 0.131
Inputs égtrl;/i?ente Bienes de Uso
Inputs real 1181.301 225.719
Outputs Ventas
Outputs real 2615.3701
DMU - 2008
Resultado de eficiencia 0.442
Pesos Output (Vi) 0.036 0.151
Inputs ég?;/iznte Bienes de Uso
Inputs real 1241.477 332.756
Outputs Ventas
Outputs real 2274.1751
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SEGUNDO ANALISIS

El segundo conjunto es:

Inputs

TOTAL ACTIVO

Bienes de Uso

Output

Ganancia neta

Se tomaron los siguientes valores (en miles de pesos):

DMU TOTAL ACTIVO |Bienes de Uso Ganancia neta
2005 946.1891 82.7797 321.4973

2006 700.1917 135.7836 90.3300

2007 1407.0205 225.7194 310.9731

2008 1574.2328 332.7560 193.1560

El proceso con el método DEA, orientado a los Outputs, frontera CCR, brindd los
siguientes resultados:

DMU - 2005

Resultado de eficiencia | 1.000

Pesos Output (Vi) 0.003 0.001

Inputs TOTAL ACTIVO |Bienes de Uso
Inputs real 946.189 82.780
Outputs Ganancia neta

Outputs real 321.497

DMU - 2006

Resultado de eficiencia | 0.380

Pesos Output (Vi) 0.011 0.004

Inputs TOTAL ACTIVO |Bienes de Uso
Inputs real 700.192 135.784
Outputs Ganancia neta

Outputs real 90.330

DMU - 2007

Resultado de eficiencia | 0.650

Pesos Output (Vi) 0.003 0.001

Inputs TOTAL ACTIVO |Bienes de Uso
Inputs real 1407.020 225.719
Outputs Ganancia neta

Outputs real 310.973

DMU - 2008

Resultado de eficiencia | 0.361

Pesos Output (Vi) 0.005 0.002

Inputs TOTAL ACTIVO |Bienes de Uso
Inputs real 1574.233 332.756
Outputs Ganancia neta

Outputs real

193.156
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Frontera de eficiencia de las DMU, tomando la relacion de Inputs con el Output

En DEA, las unidades de estudio (DMUs) tienen rendimiento méaximo de 1 (o del 100%
dependiendo de la escala utilizada), y siempre al menos una alcanza ese valor dado que
son evaluadas en forma relativa entre si (como se explico en trabajos anteriores).
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CONCLUSIONES

En los analisis realizados, se aprecia que el Ejercicio 2005 fue el Gnico que ha alcanzado
esa maxima puntuacion en ambos casos. También pudo observarse en ambos procesos
que el Ejercicio 2008 tuvo el minimo rendimiento, mientras que los Ejercicios 2006 y
2007 tuvieron variaciones alternandose entre el sequndo y tercer lugar.

La contrastacion de estos resultados con la experiencia y el conocimiento que de su
propia empresa tienen quienes integran el nivel ejecutivo de la Empresa 2, permitieron
validar las eficiencias relativas de las Unidades (Ejercicios) obtenidas por la aplicacion
de este método, coincidiendo la percepcion y el discernimiento que ellos tienen del
funcionamiento de su Empresa en los periodos tomados para la aplicacion del DEA.
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