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- RESOLUCION N° 070/09
RESISTENCIA, 21 ABRIL 2009

VISTO:

El Expte. N° 27-2008-04196, por el que el Director del Instituto de Matematica
solicita la aprobacion de las “Normas para las publicaciones en la Revista del Instituto”
y acuerdo para la designacion de la Comision de Referato y;

CONSIDERANDO

Que los proyectos elevados por el Director del Instituto, con las
modificaciones que oportunamente sugiriera la Comision de Posgrado de esta
Facultad con total acuerdo del primero, se ajustan a las necesidades de organizacion
de las publicaciones periddicas a las que se hace referencia;

Que los antecedentes académicos y cientificos de los integrantes
propuestos de la Comision de Referato avalan suficientemente la propuesta;

El Dictamen favorable de la Comisién de Ensefianza e Investigacion;

Lo aprobado en Sesién Ordinaria del dia de la fecha;

POR ELLO:

EL CONSEJO DIRECTIVO DE LA FACULTAD DE INGENIERIA
RESUELVE:

Articulo 1°.- APROBAR las “Normas para la presentacién de articulos” para las
publicaciones periddicas, Revista del Instituto de Matematica, ISSN 1850-9827 y
“Ciencias Basicas en Ingenieria”, Revista Digital, actualmente en preparacion, que
figura en el Anexo | de la presente Resolucion.

Articulo 2°.- PRESTAR acuerdo a la designacion de los miembros del Comité de
Referato, para las publicaciones referidas en el articulo anterior, que figuran como
Anexo Il de la presente Resolucion.

Articulo 3°.- REGISTRESE, comuniquese al Instituto de Matematica y cumplido,
archivese.-

hjm.-
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\\...2.-
ANEXO |
NORMAS PARA LA PRESENTACION DE ARTICULOS

1) Los articulos se remitiran por correo electrénico al Director de la Revista 6 en su
defecto por correo postal una copiay CD, a la siguiente direccion:

Revista del Instituto de Matematica — Facultad de Ingenieria — Universidad Nacional
del Nordeste.

Las Heras 727 — Resistencia — Chaco

C.P. 3500

La presentacién de los trabajos debera contar con:

a) Identificacion del(los) autor(es): Nombre completo, Instituciéon a la que pertenece,
localidad, direccién de contacto (incluyendo la electrénica)

Pequefio texto de presentacién de los autores (cargos actuales, linea de trabajo,
contribuciones al campo de estudio, etc.) (Extension no mayor a media pagina).

b) Titulo del articulo; en idioma espafiol.

c) Resumen: Texto breve (de hasta 100 palabras) de descripcibn de obijetivos,
métodos y principales resultados y conclusiones. Ha de presentarse en idioma
espafol, pudiendo opcionalmente hacerlo ademas en los idiomas ingles o portugués.
d) Palabras claves: hasta cinco.

e) Referencias: Se ajustaran a la normativa APA (Manual de publicacion, 5° ed, 2001).
(http://apastyle.apa.org/)

f) Tablas, imagenes e ilustraciones: Se incluirdn en su lugar correspondiente en un
formato compatible con su edicién en Internet, identificandolas.

2) Los trabajos enviados deberan ser inéditos o con escasa difusion, (informando en
este caso que otros mecanismos de divulgacion han sido o estan siendo utilizados).

3) La recepcién de un trabajo no implicard compromiso de esta revista para su
publicacion.

4) El Comité Editorial procederd a la seleccién de los trabajos de acuerdo con criterios
formales y de contenidos.

5) El envio de un articulo para su publicacion, implica la autorizacion por parte del
autor, de la reproduccion del mismo por cualquier medio, en cualquier soporte y en el
momento en que el Instituto lo considere conveniente, salvo expresa notificacién en
contrario del autor. En todos los casos la publicacion mencionara a su autor(es), vy el
trabajo no sera modificado una vez aprobado.

6) Los trabajos se aceptaran en formato WORD 97-2003, WORD 2007

7) Los articulos tendran una extension de hasta diez (10) paginas, incluidos las tablas,
las figuras y los anexos. Como excepcion la Revista podra publicar algun trabajo de
mayor extension. Los trabajos deberan estar escrito con formato en fuente Times New



Roman, tamafio 12 puntos para el cuerpo y 14 en mayuscula negrita para los titulos,
interlineado simple, alineacién justificado y en hoja tamafio DIN A4. Los margenes
inferior, superior, izquierdo y derecho seran de 3 cm. Todas las paginas deberan estar
numeradas en el angulo inferior derecho. No deber& contener encabezados ni pies de
paginas.

8) Debera indicarse el tratamiento de texto utilizado y si incluye simbolos, tablas o
gréaficos, se especificara el programa de disefio empleado.

9) Los articulos enviados para ser publicados seran evaluados en una primera
instancia por el Director con los miembros del Comité Editorial, el que podra
rechazarlo; en caso de aceptacion previa, enviard el articulo a evaluacion externa
(Miembros del Comité de Referato). A partir de los informes obtenidos decidira sobre
la publicacién del trabajo, la informacién al autor de las observaciones planteadas por
los revisores a los efectos de que considere posibles modificaciones; o su no
publicaciébn. En cualquier caso, se informard lo antes posible a los autores,
particularmente en el caso de rechazo (y eventualmente, acompafiando sugerencias
para su posible publicacién).



COMITE DE REFERATO

Publicaciones periddicas permanentes

Dr. Iran Abreu Mendes
Universidade Federal do Rio Grande do Norte y Universidade Federal do Para, Brasil.

Dr. Rubén Cerultti
Facultad de Ciencias Exactas Naturales y Agrimensura. UNNE

Dr. Ing. Mario De Bortoli.
Facultad de Ingenieria. UNNE.

Ing. Emilio Garcia Sola
Facultad de Ingenieria. UNNE

Lic. Liliana Koegel
Facultad de Ciencias Econdmicas. Universidad Nacional de Rosario.

Dra. Luisa Lazzari
Facultad de Ciencias Econdmicas. Universidad de Bs. As.

Lic. Mgter. Blanca Lezana
Universidad Nacional de Tucuman

Ing. Victor Martinez Luaces
Universidad de la Republica del Uruguay

Dr. Juan Eduardo Napoles Valdes
Universidad Nacional del Nordeste y Universidad Tecnoldgica Nacional.

Dr. Ing. Mario Bruno Natalini.
Facultad de Ingenieria. UNNE

Dra. Claudia Lisete Oliveira Groenwald
Universidade Luterana do Brasil, Centro de Ciéncias Naturais e Exatas, Campus
Canoas.

Dr. Ing. Jorge Victor Pilar
Facultad de Ingenieria. UNNE

Dr. Ing. Adrian R. Wittwer
Facultad de Ingenieria. UNNE

Ing. Gustavo H. Devincenzi
Facultad de Ingenieria. UNNE

Prof. Mgter Viviana Yaccuzzi Polisena



MANIPULADOR DE 2 ARTICULACIONES, DESDE EL BOSQUEJO HASTA
SU CONSTRUCCION.
1.- MODELO MATEMATICO

Eduardo A. CIRERA"; Gerardo A. BRAVO*
GETeC — Grupo de Estudio de Tecnologias de Control
Facultad de Ingenieria, UNNE
* ecirera@ing.unne.edu.ar
+ gbravo@ing.unne.edu.ar

Docentes de la carrera de Ingenieria Electromecanica, integrantes del Departamento de
Electricidad y Electrdnica de la FI-UNNE.

RESUMEN.

En distintas entregas de este trabajo se describiran los pasos seguidos para la
construccion y puesta en marcha del manipulador de 2 articulaciones conducido por red
tendonal, “MANIJA I”, desde el primer bosquejo, pasando por la obtencion del modelo
matematico, disefio mecénico y electrénico, calculos de velocidades de trabajo, etc.,
hasta su montaje final y puesta en marcha. En esta primera entrega, y para mayor
claridad, se presenta detalladamente el desarrollo del modelo matematico, lo que no se
encuentra en ninguna bibliografia del tema.

El prototipo construido obtuvo el 2° puesto en el Concurso de Proyectos Estudiantiles
de AADECA (Asociacion Argentina de Control Automatico) en el afio 2006. Algunos
resultados parciales han sido publicados como articulos de divulgacion.

Palabras clave: Manipulador flexible — Modelo matematico

1.- INTRODUCCION.

Como parte de un trabajo de investigacion desarrollado en el GETeC, relacionado con
aislamiento activo de vibraciones en estructuras flexibles, en el afio 2003 se comenz6 a
trabajar en el disefio de un manipulador conducido por red tendonal, el que en su
comportamiento dinamico es asimilable a una “estructura flexible”. El uso de este tipo
mecanismos se justifica por la enorme ventaja que significa la posibilidad de liberar al
manipulador del peso extra que significan los motores y reductores en las articulaciones,
y es por ello que son muy utilizados en pequefios robots o partes de ellos (dedos,
manos) ya que reducen significativamente el peso de los eslabones. Si a esto se le
agrega ademas el disefio de eslabones cada vez méas delgados y livianos, y altas
velocidades de trabajo, aparecerdn como consecuencia efectos indeseables como
vibraciones mecanicas, por lo que para disefiar el control de estos manipuladores es
necesario tener en cuenta, entre otros aspectos, la elasticidad de los cables (tendones),
las vibraciones estructurales (propias de estos dispositivos), etc.

El desarrollo de las estructuras flexibles tuvo un gran impulso debido, en gran medida, a
las aplicaciones aeroespaciales y roboticas, como asi también a los nuevos conceptos de
disefio utilizados en el campo de la ingenieria civil.

Uno de los objetivos que se trazaron para el Proyecto, era la construccion de una
estructura flexible para estudiar los efectos de las vibraciones. Esa estructura flexible
seria el manipulador.
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Para tratar de comprender si una estructura cualquiera podria ser considerada como una

estructura flexible, es preciso acordar una serie de caracteristicas y condiciones de

operacion, de uso comun y aceptadas por numerosos autores, que nos permita un primer

acercamiento para llegar a una definicion.

Con estas ideas en mente, se puede afirmar que las estructuras flexibles son aquellas

entre cuyas principales caracteristicas se pueden mencionar:

eSu comportamiento dindmico esta intimamente relacionado con la presencia de
vibraciones, estructurales o de perturbaciéon, que afectan en un alto grado su
desempefio.

ePoseen muy bajo amortiguamiento, y ello se observa en que los polos tienen muy
pequefia, o casi nula, componente real.

eSe consideran como sistemas distribuidos, con infinitos grados de libertad y con
infinitas frecuencias de resonancia (Presentan idealmente infinitos picos de resonancia)

eMuchos de sus parametros (como los factores de amortiguamiento, momentos de
inercia, etc.) son desconocidos.

eSus picos de resonancia, amplifican las perturbaciones cuyas frecuencias estan
cercanas a las frecuencias naturales del sistema.

ePresentan modos de vibracion independientes.

ePara obtener un modelo, como sistemas finito-dimensionales, el modelo en diferencias
parciales es reemplazado por un conjunto finito de ecuaciones diferenciales ordinarias,
dejando de lado generalmente, las dinamicas de altas frecuencias.

Dentro de esta primera definicion de estructuras flexibles, se incluyen muchas que

escapan a los objetivos del presente trabajo, tales como los perfiles alares (alas

flexibles) y otras estructuras utilizadas en el campo Aeroespacial, como el sistema

SSRMS (Space Station Remote Manipulator System), o en los sistemas de grandes

antenas parabdlicas y de comunicaciéon. En la industria también se pueden observar

estas estructuras, por ejemplo, en los manipuladores de grandes dimensiones, ya que la

creciente demanda de mayores velocidades y bajo consumo de energia, son las

principales motivaciones para el uso de estructuras muy livianas. Este alivianamiento de

las estructuras, junto con naturaleza altamente flexible de los manipuladores, a menudo

generan un desafio importante a la hora de controlar sus movimientos (trayectorias o

punto final). La flexibilidad de la estructura causa vibraciones por la forma delgada de

los eslabones y su baja rigidez. Otras estructuras complejas, que poseen accesorios

flexibles, presentan el problema del acoplamiento de vibraciones de estos accesorios y

los movimientos de los cuerpos rigidos, y son el principal problema que afecta la

estabilidad y precision en el control del sistema.

2.- PRIMER DISENO DEL MANIPULADOR.

De acuerdo a los requerimientos que debia cumplir el manipulador, los que fueron
expresados en la introduccion de este trabajo, el primer disefio surgio del esquema que
se muestra en la Fig. 1.

En la misma se puede observar la conduccion del manipulador a través de “tendones”
(representados por cables con elasticidad K;) que a su vez son comandados por motores
ubicados fuera del area de trabajo. Estas dos caracteristicas (elasticidad de los cables y
peso de motores en la base) le dan al manipulador su comportamiento caracteristico de
“estructura flexible”.



Figura 1 — Primer esquema del manipulador.

3.- PLANTEAMIENTO DEL MODELO.

El objetivo de trabajar con el modelo matematico es encontrar ecuaciones que vinculen
las variables de posicion y esfuerzos mecéanicos en las articulaciones en funcion del
tiempo, para asi poder predecir los esfuerzos a controlar y, de esta manera, poder
dimensionar los elementos de control y accionamiento del brazo tratando de que el
modelo se ajuste lo mejor posible a la realidad evitando asi seleccionar elementos que
pudiesen resultar inadecuados en una construccion posterior.

3.1.- Hipotesis simplificativas: Para obtener el modelo matematico es necesario realizar
ciertas simplificaciones, las que facilitan la obtencion de las ecuaciones y no agregan
grandes errores. Las hipétesis simplificativas utilizadas son:

-Las masas de cada eslabdon se encuentran concentradas en los extremos. En algunos
libros se trabaja con la masas concentradas en el centro de masa de cada eslabon, no
obstante, cualquiera de estas dos hipotesis inducen a un error, que si bien puede llegar a
tener algin efecto no contemplado en el comportamiento del modelo real, es tolerable
por la mayor dificultad matematica a la que se enfrenta al tratar los parametros como
distribuidos. De todas maneras lo que se realiza es introducir en el modelo final factores
de correccion para contemplarlo.

-Movimiento plano. No se consideran, en esta primera parte, los movimientos espaciales
del manipulador.

-Estructura rigida. No se consideran deformaciones de los eslabones, ya que escapa al
objetivo de este trabajo.

-Movimiento sin friccion. No se considera friccion en las articulaciones ni en los
mecanismos de accionamiento.

Las ecuaciones dindmicas de un robot se pueden obtener partiendo de las ecuaciones del
movimiento de Newton, sin embargo, cuando se aumenta el numero de articulaciones
aumentan notablemente las complicaciones. EI método de Lagrange es, en estos casos
mas adecuado, y lo constituyen las Ecuaciones de Movimiento de Lagrange.

3.2.- Cinematica Directa: La cinematica directa del brazo consiste en encontrar la
relacion del extremo del brazo con las coordenadas articulares de este. Esto se obtiene
analizando geométricamente lo indicado en la Figura 2.

Posicion del extremo:

x= L, cos(4 +4,)+ L, cos(¢h) ©)
y = L,sin(d +¢,)+ Lysin(4) @)
Posicion del punto medio:
x = L, cos()

y = Lysin(4)



Figura 2 — Esquema del brazo

3.3.- Cinemética Inversa: La cinemética inversa como se intuird, consiste en encontrar
la relacion de las coordenadas articulares (¢, 4,) en funcion de la posicion (x,y) del
extremo del brazo. Esto se obtiene también geométricamente y permite definir una
trayectoria en funcién del tiempo (x, y)= fpara luego encontrar los angulos

requeridos para dicha trayectoria también en funcién del tiempo.
Por teorema del coseno:

R?=x?+y?=L"+L,” +2L,L,cos(¢,)
- < +y*-L°-L,7)
2.L.L,)
@, =arc cos (cos(¢,))
y= Rsin(«)
y=t./(x*+y?)sin(a)
oy
+. (X2 +Yy?)
a =arcsin (sin(a))
Se puede ver que tendremos dos soluciones para « .
L,> =R?+L,” - 2RL,cos(3)
(RP+L3-L5) _ (X +y*+Li-L%)
2RL, 2RL,
L =arc cos (cos(f))
= fra

$o= p-a

cos(g,

sin(a) =

cos(f) =

Trabajaremos con ¢,

3.4.- Analisis estatico: A continuacion se plantean las ecuaciones que vinculan los
momentos en cada articulacion con la posicion del extremo del brazo considerando el
sistema en cada punto como estatico. Esto es, solo cargas estaticas debido al peso del
brazo, antebrazo, poleas, ejes y la carga en el extremo. Como se dijo partimos aqui con
las masas de los brazos y la carga del extremo concentrados en los extremos.

Momentos actuantes en las articulaciones:

M, = m,gL, cos(¢ )+ m,g[L, cos(¢ )+ L, cos(s; + ¢, )]



, =ML, COS(¢1 +¢2)
En nuestro caso particular los momentos estaticos en las articulaciones tienen un
maximo cuando el brazo esta completamente extendido, es decir con ¢, =0A ¢, =0,
donde los brazos de palanca son también maximos.
3.5.- Andlisis dindmico: Teniendo presentes las ecuaciones (1) y (2), que determinan la
posicién del extremo del brazo, podremos plantear las ecuaciones de la velocidad en
ambos ejes.

VX=—Lisin(¢l) o | ,sin(g +¢,) A F2) (¢1+¢2) (3)

+ 4
V, = Licos(gﬁl) ¢1 +L,cos(¢ + ) (¢lat %) @
Realizando en las ecuaciones (3) y (4) operaciones algebraicas sencillas (elevando al
cuadrado, sumando miembro a miembro), aplicando relaciones trigonométricas, etc, se
llegan a determinar las energias cinética y potencial del manipulador.
Energia Cinética:
.2 .2 . . } (5)

2
° m
T= ";Lf(pﬁz{(ﬁ 2421 L, cos g, )pr + L, + 22+ 21, L, 05 0, ), 0,

Energia Potencial:
U = mygLy sing, +m,g|L; sing, + L, sin(g, + ¢, )] (6)
o4

En estas ecuaciones, ¢, representa o

a fin de simplificar la notacion.

3.6.- Planteo de las ecuaciones para obtener el Lagrangiano: ElI método de la
dinamica de Lagrange es aplicable a un gran conjunto de problemas de particulas y
cuerpos rigidos ya que presenta humerosas ventajas sobre los métodos convencionales.
Este método en gran parte reduce el campo de la estatica y de la dindmica (de particulas
y cuerpos rigidos) a un solo procedimiento que implica las mismas etapas basicas,
independientemente del numero de masas consideradas, del tipo de coordenadas
utilizadas, del numero de restricciones sobre el sistema, y de que las restricciones y el
marco de referencia estén o no en movimiento, por lo que se puede considerar que los
“métodos especiales” se reemplazan por un “método general Gnico”.

El método considerado estd basado, en gran medida, en magnitudes escalares: energia
cinética, energia potencial, trabajo virtual, y en muchos casos la funcién de potencia. Se
puede afirmar que, por muy complejo que sea el sistema, los términos de la ecuacion de
movimiento de Lagrange consisten en las componentes adecuadas de fuerza y
aceleracion expresadas en el sistema de coordenadas elegido.

Citando textualmente a Wells [4] “Afortunadamente, las ideas basicas empleadas en la
deduccion de las ecuaciones de Lagrange son sencillas y de facil comprension. Si se
expresan sin adornos académicos ni terminologia rebuscada no presentan dificultades”
Por esras razones, es que el modelo se desarrollara utilizando este método.

Lagrangiano: L=T-U
Entonces, se tendra que:
oL

= mlLl g01+ mz(Ll + L2 +2L4L, cos ¢, )<pl+ mz(L2 + 4L, cos ¢, )go
a(/’l



6!_ =m,L5 p,+m, (Lg +LL,c0s 9, )‘Pl

0P,
oL
Y = —my gL, cos ¢ —M,g[Ly cos gy + Ly cos(gy + ¢, )]
aL 02 . .
J:_mzl—leSin‘/’z((PlJF(PlfﬂzJ—ngchos(‘/’l+(/’2)
>
G iz (L2 L3 + 2L, L ) (2myLyLy Sing, )y ¢ (L2 LL ) (m,LyL, si ).2
a_.—ml 1t Mo\ + L + 2L, COS @, oy —(eMy L L, SING, )@y o+ My (L, + Ly Ly COS @5 Jo, — My Ly Ly SING; )
op
d aL [ oo i o o
0P,
ara optener el moaelo, se plantea. ———-—-=r —_———=7 onde 7.son
Para obtener el modelo, se plantea; & - _ .y 9 L gonde o
dtagp1 op, dtagoz 0p,

los torques en las articulaciones

Operando y ordenando se obtiene el modelo del brazo, que en forma de ecuacion

matricial es:
My, My, (;;1 C11(0.2 C12(¢;1+ €0.2j ¢;1 N, 7 )
w2 2L
“ “ e Co10m Ca2 P2 ’ ’
Con el objeto de simplificar la notacion, en la ecuacion matricial (7) se llamé:
My = (my +m, )L +myl5 +2m,LiL, 050, 5 Myp =My =myl5 +myLL,c0s9,; My, =myl3;

C=m,LL,sing, = C;;=-C; C;,=-C; C,;y=C; Cp, =0

N, = (ml + m2)9'—1005§01 +mygl, COS((Pl + (/’2); Ny =mygl, COS((DL + (02)

7, Y 7, son los Torques aplicados directamente en las articulaciones, mientras que L,
y L,son las longitudes de los eslabones 1 y 2 respectivamente.

4.- MODELO MATEMATICO DE RED TENDONAL.

Segun lo presentado por Murray, Li, y Sastry [1], para desarrollar el modelo matematico
de este tipo de manipuladores (con el esquema de poleas y tendones) es necesario
calcular los torques en las articulaciones como funciones del recorrido, de la elasticidad
y de la extension de los tendones (cables).

Con esta configuracion, la dinamica del modelo tiene la siguiente expresion matricial:

[M((p)}[chw,w)Hw}{N(w)}[f)-K(h(«p)—h(O»]=[P~K-e]
Con la nomenclatura indicada en la figura 1, planteamos:
4.1.- Funciones del Recorrido de los tendones (o extension debida a los mecanismos).
=L +Ry1@—Rop s hh=L-Ry¢ i hg=L3+Rg1¢ ; hy=L4 Ry +Ryp

Donde:
L; son las Longitudes Nominales de cada tendon, cuando ¢, =0;

R; son los Radios de las poleas del i-ésimo tendon en la j-ésima articulacion.
Entonces, teniendo en cuenta la figura, podemos adoptar la siguiente nomenclatura:



L=Li==Ls; Lh=Li==Ly; Ry=Ryuy==Riy ; Riz=Rpy==Rysp 5 Ryy=Ry; ==Ry3
4.2.- Funciones de la Elasticidad de los tendones:

Suponemos que toda la elasticidad del tendon se puede agrupar en un solo elemento
elastico (tipo resorte) de constante ki>0 y se puede construir la Matriz de Rigideces del
sistema:

K, 0 0 0

0 K, 0 0
K=

0 0 K; 0

0 0 0 K,

4.3.- Funciones de la Extensidn de los tendones (debidas a los actuadores).
En primer lugar, se obtiene la Matriz de Acoplamiento “P "

N
p :{a_h} :{ Ria1 —Rosr Rogs _R141}
o9 —Rusp 0 0 Ri42

Luego, se obtiene la Nueva Matriz de Acoplamiento “Q""

Q=P K =[ KiRiar  —KaRpay  KgResy - K4R141}
—KiRuso 0 0 KR4z
Hallamos las diferencias en la extension debidas a los mecanismos h,, —h,:
R141 - R142
|~ R,3 0 2]
M) =Ny =| o o |
231 o,
- R141 R142

Luego, la Matriz de Rigidez Total “S” se obtiene:
RZ(K, +K,)+R% (K, +K,) —R,R,(K +K,)| ¢
S((p) _ PK(h(w)—h(O)):{ 41( 1 4) 231( 2 3) 417942\ 4) 1%

- I:‘>141R142(K1 + K4) R1242(K1 + K4) ?,

Finalmente, la ecuacion de la dinamica del brazo de dos articulaciones, con tendones
elasticos queda de la siguiente forma:

[M((ﬂ)]{;}{C(w.ﬂ)}-P}{N(fﬂ,zﬂ)}[S]-[¢]=[Q]-[e]

Donde las e; seran las extensiones producidas por los actuadores, y pueden ser
asimiladas a las sefales de control u;.
Operando, se obtienen las siguientes ecuaciones:

[(ml + mz)'—i + mz'—i +2m,L,L, cos (02]' ot [mzl—; +m,L,L, cos %]' (e
—[mleLzsin%]-{(/)l-coﬁ §02'(¢1+ wz)}[(mﬁmz)ghwscoﬁ m,gL, cos(¢, + @, )]+

+ [R1241(K1 + K4)+ R§31(K2 + Ks)]' o — [R141R142(K1 + K4)]' ¥, =
= [K1R141]' € - [K2R231]' €, + [K3R231]' € — [K4R141]' €,

(8)

o0 (1] [} 2
[mzl-i +m,LL, cos (pz]' 2k [mzl—i]' Pyt [mz LL,sin (/’2]' ¢+ [ngl—z COS((Dl + @, )]_ (9)
- [R141R142(K1 +K, )] 2 [R1242(K1 +K, )] », = _[K1R142] €+ [K4 R142]’ €,



5.- MODELO EN VARIABLES DE ESTADO.

Para que el modelo matematico obtenido pueda ser Util a los fines de control (Ogata,
Kuo [2] y [3]), a las expresiones (8) y (9) debemos transformarlas asignando “variables
de estado”, las que resultan:

X1=@1 ; Xpg =01 , X3 =@ ; X4 =@, ; U;j =€
de esta manera, se obtiene:

X1=Xp ; X2 =@ ; X3=X4 ; Xa =9,
y el modelo queda conformado en variables de estado:

|:Mll M12_ . ).(2] + _Cllx4 C:12()(2 + X4):| . |:X2:| + |: Nl(Xl’ XS):| +

MlZ M22_ _X4 _C21X2 O X4 NZ(Xi’X3)
o Y (10)
+ |:Sll S12 . X1:| — Qll le QlS Q14:| . UZ
S21 S22_ _Xs _Q21 0 0 Q24 U,
u4
Expresando la ecuacion matricial (10) en forma de ecuaciones, se llega a:
. ° 11
My; X2+ My, Xa = Qp U + QU +Qugliz +QuUy — CuXy X, — Crp(X, + X)X, — D
- Nl(X1’ Xs) - Sllxi - S12X3
(12)

Myy X2+ Mg; Xa = Qaqlly +Qpatly —CpyX5 — N2 (X1, X3 )= S21% —S25Xg
Con el unico proposito de simplificar la notacion, en estas expresiones, se definen:
MM = MM, —M;
AA=Qq1U; +QqpUy +Qpalis +Qpuuys —CpaXy Xy —Cpa(Xa + X4 )X —Np(Xg, X5 ) —S11X —S15X3 5
BB = Qy1u; +Qyqls —Cp1X5 —Nj(Xq,Xg )= Sg1X —SpoXs
Se despejan las derivadas de X, y x4, Se restan miembro a miembro, y se llega a las
expresiones:

v Mz 1y Mig v owg = M My,
X2 = [AA] Y [BB] ;Y xa= Y [AA]+ Y [BB]

Finalmente, el modelo en variables de estado, adopta la siguiente forma:

y 0 1 0 0
Z(l M12821 -M 22811 M12C21X2 — M22C11X4 M12822 -M 22812 _ M22C12(X2 + X4) %
X2 | _ MM MM MM MM 1%y
v 0 0 0 1 X,
. : MlZSll - M11821 M12C11X4 B M11C21X2 MlZSlZ B MllSZZ M12C12(X2 + X4) X
[ Xa] [ MM MM MM MM gt
[0 0 [ 0 0 0 0 I
_ M 22 M12 M 22Q11 B M12Q21 M 22Q12 M 22Q13 M 22Q14 B M12Q24 !
v omm [N MM MM MM MM Y
0 0 N, 0 0 0 0 u
M12 _ M11 M11Q21 — M12Q11 _ M12Q12 _ M12Q13 M11Q24 — M12Q14 u
L MM MM | L MM MM MM MM g




6.- Conclusiones.

El objetivo de esta primera entrega, expresado en la introduccion, y que consistia en
hallar el modelo matemético del manipulador se ha logrado. Este modelo ha sido
presentado de una manera til para los fines de control, expresado en variables de
estado y donde quedan de manifiesto las variables de entrada y salida que nos
permitirdn aplicar las leyes de control deseadas. Por otra parte, se destaca que el
desarrollo minucioso y paso a paso de este modelo no se encuentra disponible en la
bibliografia, lo que constituye una interesante herramienta didactica a los fines de la
ensefianza de la ingenieria electromecéanica (y otras ramas afines).

7.- Bibliografia.

[1] Murray, R; Li, Z; Sastry, S. “A mathematical introduction to robotic manipulation”.
CRC Press, 1994.

[2] Ogata, Katsuhiko “Ingenieria de Control Moderna”. Editorial Prentice Hall, 1995.
[3] Kuo, Benjamin C. “Sistemas de Control Automdtico”. Editorial Prentice Hall, 1995.
[4] Wells, Dare A. “Dindmica de Lagrange”. Editorial McGraw Hill, 1972.



UN MODELO MATEMATICO COMO HERRAMIENTA DE
BENCHMARKING EN EL TARGET DE LA CONSTRUCCION

Rescala, Carmen®: Devincenzi, Gustavo®; Rohde, Gricelal; Bonaffini, Ma.Liliana';
Bernaola, Gustavo?; Giraudo, Marta'; Martinez, Hilda®

Universidad Nacional del Nordeste* — Universidad Tecnolégica Nacional?
(1) Avenida Las Heras 727-Resistencia-Chaco 03722-422155-425064

carmenrescala@yahoo.com.ar, gdevin@ing.unne.edu.ar; grohde@eco.unne.edu.ar; mbonaffi-
ni@eco.unne.edu.ar; gustavo@edesycc.com.ar; marta giraudo@yahoo.com.ar; hmu-
ller@eco.unne.edu.ar

Colaboracién: becaria alumna de la Fac. de Ciencias Econdmicas, Srta. Rita Pavon.
Eje Tematico: MATEMATICA APLICADA

Palabras claves: DEA-Eficiencia — Benchmarking-Empresas Constructoras- Gestion de
Administracion

RESUMEN

El objetivo de este trabajo es mostrar como el DEA (Analisis Envolvente de Datos) es
un modelo matematico para el benchmarking de empresas constructoras, permitiendo la
confrontacién de sus eficiencias relativas en el manejo de los inputs utilizados para la
obtencidn de sus outputs.

Este trabajo es continuacion de investigaciones realizadas por el equipo de los Proyectos
PI 054/07 y M001/10 “Modelos Matematicos y Estadisticos para la Gestion de Admi-
nistracion de Empresas Constructoras Primera y Segunda Etapa”.

Metodologia: es cientifica cuantitativa y sirvié para analizar los datos correspondientes
a distintos ejercicios contables de dos empresas, considerados las unidades de toma de
decisiones a comparar (DMU’s). EI modelo DEA se aplicd en sus versiones CCR (ren-
dimientos constantes a escala) y BCC (rendimientos variables a escala) y se selecciona-
ron dos variables de entrada o inputs: Activo Corriente y Bienes de Uso y una variable
de salida u output: Resultado Total.

Mediante la aplicacion del modelo matematico elegido se pudo diagnosticar qué periodo
y de qué empresa fue el mas eficiente.

Se desarroll6 ademas un aplicativo en VBA-Excel para estos modelos, que permitio
contrastar resultados con otros aplicativos y disponer asimismo de una herramienta con
posibilidades de expansion.

INTRODUCCION

Las empresas constructoras de Resistencia, deben conseguir un posicionamiento,
una imagen que les permita diferenciar su oferta y liderar en el mercado de la industria
de la construccion chaqueria.

Para alcanzar esa meta deben ser eficientes, esto significa que las eficiencias rela-
tivas de sus procesos productivos deben permitirles el nivel de competitividad deseado.
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Nada pueden lograr las empresas si no conocen y mejoran sus eficiencias relativas
en el uso de sus recursos. La importancia del presente trabajo radica en colaborar con
ellas en mejorar los procesos de gestion de administracion y optimizar la toma de deci-
siones.

Al mejorar sus eficiencias, las empresas podran alcanzar mayor rentabilidad y el
crecimiento de su productividad, creando valor econdémico. Para ello las empresas de-
ben contar con una administracion estratégica cientifica, la que les posibilitara desarro-
llar dinamicas productivas y competitivas. Colaborando con la administracion cientifica
de las organizaciones, aparecen los modelos matematicos que muestran las mejoras po-
tenciales para las eficiencias relativas.

Este trabajo fue realizado con el objetivo de mostrar la utilidad del modelo Anali-
sis Envolvente de Datos (DEA) en la confrontacion de las eficiencias relativas de dos
empresas constructoras de Resistencia, Chaco, para reflejar una situacion de benchmar-
King permitida por esta herramienta de analisis.

La metodologia, cientifica cuantitativa y la informacion brindada por las empresas
seleccionadas, las que aportaron los Balances Generales y los Estados de Resultados,
permitieron establecer las correspondientes similitudes y diferencias en las eficiencias
de la utilizacion de sus insumos para la obtencién del resultado. En la aplicacién del
modelo DEA, se trabajé con orientacidn hacia los outputs (salidas), porque las empresas
constructoras, al igual que otras empresas, buscan la manera de ampliar proporcional-
mente las cantidades de sus salidas sin alterar las cantidades de sus entradas, esto signi-
fica priorizar el criterio de utilidades.

Se analizaron los datos economicos y financieros correspondientes a seis ejerci-
cios de la empresa 1 (E1) y cuatro ejercicios de la empresa 2 (E2), mediante el modelo
matematico elegido, Analisis Envolvente de Datos (DEA) con los métodos CCR' y BCC?
orientados a los Outputs. Los softwares utilizados fueron Frontier Analyst y un desarro-
Ilo en MS-Excel — VBA.

Los datos obtenidos y procesados provienen de los Estados Contables correspondientes
a los ejercicios econémicos considerados, (aporte de las empresas ante las solicitudes
del equipo de investigacion).

MARCO TEORICO

El DEA es un enfoque no paramétrico de programacion matematica; tiene la par-
ticularidad, sobre cualquier ratio (indicador financiero), que las ponderaciones que utili-
za son determinadas endégenamente por la propia técnica de la medicion. Las mismas
se obtienen, al igual que la tasa de eficiencia, mediante la resolucion de un modelo de
programacion lineal, cuya formulacion pone de manifiesto el caracter relativo de la me-
dida de la eficiencia obtenida. En efecto, la tasa de eficiencia suministrada por el méto-
do DEA es el resultado de comparar la actividad productiva de cada organizacion eva-
luada con las de otras técnicamente homogeéneas o de una misma organizacion en distin-
tos periodos, tal como se presenta en este trabajo.

! CCR (Charnes, Cooper y Rhodes) con tecnologia lineal y rendimientos a escala constante.
’BCC (Banker, Charnes y Cooper), con rendimientos variables a escala.



El modelo DEA posee distintas orientaciones:
v" Orientado hacia los Inputs.
v Orientado hacia los Outputs.
v" Orientacion Inputs - Outputs.

El modelo DEA permite comparar cada unidad ineficiente con aquella unidad efi-
ciente con igual combinacion de outputs e inputs, la que actia como referente.

La tasa de eficiencia comprende, simultaneamente, distintos aspectos de los resul-
tados y la actividad, ofreciendo mas detalles que el anélisis financiero, por lo que puede
resultar mucho mas util en la gestion.

DEA aporta junto con la medida o indicador de eficiencia, la siguiente informa-
cion complementaria:

1) Mediante el indicador de ineficiencia informa de la medida en que es posible me-
jorar los resultados de una empresa reduciendo proporcionalmente todos sus in-
puts 0 aumentando proporcionalmente todos sus outputs, respectivamente.

i) A través de las intensidades del dual, identifica el conjunto de empresas (unidades)
eficientes con las que ha sido directamente comparada la empresa a la hora de ob-
tener la evaluacion de su eficiencia.

iii) Mediante el valor positivo de las variables de holgura, informa acerca de los in-
puts especificos que estan siendo sobreutilizados o de los outputs que estan sub-
producidos.

iv) Permite el examen de caracteristicas particularidades del proceso de transforma-
cién de los inputs en outputs ( rendimientos variables a escala, escala mas produc-
tiva, tasas de transformacion entre outputs y entre inputs, etc.)

La eficiencia de las empresas depende de dos aspectos principales: del uso que se
haga de los insumos y del costo de los mismos.

Al evaluar los resultados, DEA informa de la eficiencia de una empresa en la uti-
lizacion de sus recursos, y que al ser evaluada segln este Ultimo aspecto, es el que se
conoce como eficiencia técnica y relaciona los insumos utilizados en razén de los pro-
ductos que se genera.

Posteriormente se analizo un afio ineficiente para cada una de ellas, reflejandose
este aspecto en la DMU (unidad de decision) 2008 (de ambas) para el analisis cuantita-
tivo indicado por los modelos. Para concluir, se compararon las DMU elegidas.

ESTUDIO DE CASO:

Para el analisis se utilizé la metodologia conocida como estudio de caso, con el si-
guiente orden:

1. se tomaron los datos provenientes de un analisis anterior en el que se determind las
eficiencias relativas de la empresa 1 con respecto a las variables consideradas.

2. de forma similar se analizaron los datos de la empresa 2 para la determinacion de las
eficiencias relativas con los métodos BCC y CCR.

3. seleccion y confrontacién de una DMU ineficiente por los métodos CCR y BCC
para las dos empresas.

4. conclusiones



Las variables seleccionadas, aconsejadas por quienes tienen la misién de condu-
cir la empresa y alcanzar los objetivos propuestos y los que conforman el Nivel Ejecuti-
vo de la Empresa 2, son:

v’ variables de entrada: Activo Corriente y Bienes de Uso;
v’ variables de salida: Resultado Total

1. EFICIENCIAS RELATIVAS DE LA EMPRESA 1
En el siguiente cuadro se reflejan los resultados de estas variables para la Empresa 1.

: . (O)Resultado
(1) Activo Cte. | (1) Bienes de Uso Total
| 151 197 92
| 231 268 100
| 581 235 238
741 409 357
| 1085 418 301
1739 631 545 Cuadro 1

Aplicando los métodos CCR y BCC se obtuvieron los siguientes ratios de eficiencia:
CCR BCC

Unit name Score Efficient Unit name Score Efficient
2004 100,0% 12004 100,0%
2005 740% 2005 78,2%

| |
2005 | 100,0% o 2006 | 100,0% o
007 | 100,0% v 2007 | 1000% o
2008 | 71,1% 2008 | 79,5%

I I

2009

Fig. 1. Eficiencias en el método CCR Fig. 2. Eficiencias en el método CCR

85,3% 2003 1000% o

2. EFICIENCIAS RELATIVAS DE LA EMPRESA 2

A continuacién se muestran los resultados de los inputs y outputs elegidos para la Em-
presa 2.

. (O) Resultado
(1) Activo Cte. | (1) Bs de Uso Total
863 83 321
564 136 90
1181 226 311
1241 333 193 Cuadro 2

Utilizando los mismos métodos que en la Empresa 1 y a partir de los datos del
Cuadro 2, se obtuvieron los siguientes ratios de eficiencia:

CCR BCC
Unit name Score Efficient Unit name Score Efficient
2005 100,0% rv e 2005 100,0% &

2006 | 43,0% 2006 | 100,0% v
2007 | 70,7% 2007 | 9,7%
208 | 418% ;2008 | 80,1%

Fig.3. Eficiencias con el método CCR Fig.4. Eficiencias con el metodo BCC




3. SELECCION Y CONFRONTACION DE UNA DMU INEFICIENTE POR
LOS METODOS CCR Y BCC PARA LAS DOS EMPRESAS.

La confrontacion se realizo por dos procedimientos:
I) Analizando las unidades ineficientes DMU 2008-1 y DMU 2008-2
I1) Analizando las eficiencias relativas de las DMU 2005, 2006, 2007 y 2008 pa-
ra ambas empresas
)  Anadlisis de las unidades ineficientes DMU 2008-1 y DMU 2008-2
Se selecciona una unidad ineficiente para la evaluacion y comparacion, en este ca-
so, las DMU 2008.
A continuacién se comparan las ineficiencias y los conjuntos de referencia de las
DMU seleccionadas 2008-1 y 2008-2.

Eficencia | con;.ge Ref, :
0,711018 | 2005-1 = = 1 = >
0,418110 | 2005-2 = = 1,43800695 = =
0,795344 | 2006-1 | 2007-1 | 2009-1 | 0,48783772 | 0,089262445 | 0,422899835
0,601246 | 20052 | - - 1 - - Cuadro 3

Se observa que las eficiencias de la Empresa 1 en ambos métodos son mayores
que las eficiencias de la Empresa 2. EI método BCC arroja mayores valores de eficien-
cia que el método CCR, en ambas empresas. La Empresa 1 con el método BCC cuenta
con un conjunto de referencia compuesto por tres DMU a diferencia del resto que sélo
posee una unidad.

Lambda (L) es un coeficiente que describe la magnitud asignada por el modelo a
cada una de las DMU que forman parte del grupo de referencia. Por tanto, cada DMU,
a la hora de adoptar medidas correctivas con la perspectiva de lograr una situacién efi-
ciente debe prestar especial atencion a las practicas productivas que se desarrollan en las
unidades que forman parte de su conjunto de referencia, principalmente aquéllas en las
que los valores de A han sido superiores.

La intensidad del conjunto de referencia es menor que la unidad solamente para
la Empresa 1 en el método BCC.

Se analizan a continuacién las mejoras potenciales de cada DMU. Estas mejoras
son las que las empresas deberian realizar en forma préactica para obtener un mejor posi-
cionamiento y alcanzar su propio potencial.

Valor Valor Mejoras Potenciales
Observado | Objetivo | M. Radial | M. Holgura| %
1085,00 | 1085,00 - - -
418,00| 418,00 - - -

Inputs/Output

301,00| 378,45 77,45 -| 25,73
1085,00 | 1033,00 - -51,56 | -4,75
418,00| 418,00 - - -
301,00 | 423,34 122,34 -| 40,64
1241,00| 863,00 - -378 | -30,45
333,00 83,00 - -250| -75,13
193,00 321,00 128,00 -| 66,27

1241,00 | 1241,00 - - -
333,00| 11935 - 213,65 | -64,20 | Cuadro 4
193,00| 461,60| 268,60 - 139,06




Analizando las DMU 2008-1 y 2008-2 la tabla refleja que mediante la utiliza-
cion del método BCC, la DMU 2008-1 tiene que realizar mejoras solo en el output
(25,73%) para una mejora practica y alcanzar su propio potencial, y que proviene del
incremento radial (77,45).

La DMU 2008-2, ademas de realizar mejoras (66,27%) en el output derivadas del
incremento radial (128,00), también debe modificar el consumo de los inputs Activo
Corriente (-30,45%) y Bienes de Uso (-75,13%) ya que presenta una excedencia en la
utilizacion de los inputs.

La tabla para el método CCR con las DMU 2008-1 y 2008-2 muestra que la
DMU 2008-1 tiene que realizar mejoras en el output (40,64%) para una mejora practica
que le permita alcanzar su propio potencial. Esta mejora proviene del incremento radial
(122,34). La cantidad (-4,75%) indica que la utilizacién del input Activo Corriente debe
reducirse en un 4, 75%.

La DMU 2008-2, ademas de realizar mejoras (139,06%) en el output derivadas
del incremento radial (268,60), también debe modificar el consumo del input Bienes de
Uso (-64,20%) ya que presenta una excedencia en la utilizacion del mismo.

Eficiencias de Escala

La sigla ETG indica Eficiencia Técnica Global y ETP la Eficiencia Técnica Pura:

ETG ETP . :
DMU (CCR) | (BCC) EE EE Ko Rendim.

0,711018|0,795344|0,893976|1,118597 | -0,201510 | decrecientes
0,4181100,601246 | 0,695406 | 1,438006 | -1,662264 |decrecientes | Cuadro 5

La razdn entre las medidas de eficiencia ETG (CCR) y ETP (BCC) se define co-

mo la medida de eficiencia de escala EE : ETG = ETPxEE y EE = @

ETP
Su relacién inversa EE'= E_lE (que corresponde a la orientacién output del mode-

lo DEA con el que estamos trabajando), expresa el aumento adicional de los outputs que
se debe realizar para que la empresa opere con rendimientos constantes a escala en el
largo plazo.

Esta medida permite detectar las fuentes de las ineficiencias, es decir, si la inefi-
ciencia es causada por operaciones incorrectas, por ejemplo consumo excesivo de recur-
sos (ETP segun el modelo BCC) o por la dimension de la produccion de la DMU la que
puede estar por debajo o por encima de su capacidad productiva (ETG segun el modelo
CCR).

La relacién EE = %seré siempre < 1.
ETP

La constante %o indica la tipologia de los rendimientos a escala:
ko = 0indica rendimientos crecientes a escala
kg = 0indica rendimientos constantes a escala
ko = 0indica rendimientos decrecientes a escala

Las dos empresas tienen una ineficiencia de escala debido a:



v"un manejo incorrecto de los recursos sobre los cuales se trabajd, valor de inefi-
ciencia obtenido con el método BCC. En el cuadro 5 se refleja un valor negativo de la
constante ko, 1o que significa una tipologia de rendimientos decrecientes a escala.
v' condiciones de desventaja en el nivel de produccion de la DMU indicado por la
eficiencia determinada por el método CCR.

La negatividad de la constante ko nos indica que los rendimientos de las unidades
son decrecientes a escala, es decir, al variar la cantidad utilizada de inputs en una de-
terminada proporcion, el output obtenido varia en una proporcién menor.

En el cuadro siguiente se exponen las relaciones antes explicadas:

Valor Valor Valor
DMU Observado Objetivo | Objetivoen | (3) x EE’ | (EE’-1) x (3)=(2) —(3)
Output (1) | enCCR (2) | BCC (3)
2008-1 301 423,34 378,45 423,34 44,88
2008-2 193 461,6 321 461,60 140,60
Cuadro 6

I)  Analizamos las eficiencias relativas de las DMU 2005, 2006, 2007 y 2008 para
ambas empresas

Eficiencias obtenidas del andlisis de las DMU de las empresas seleccionadas pa-

ra el estudio:
CCR

Unit name Score Efficient
2005-1
2005-2
2006-1

BCC

Unit name
2005-1
2005-2
2006-1
2006-2

Efficient
100,0% o
00,0% o
Q8,79

Score

2006-2 100,0% o
100,0% o

92,3%

N 2007-1
2007-2
2008-1

Fig.6. Eficiencias de las dos empresas en
BCC

2007-1
2007-2 66,7%
2008-1 62,8%
2008-2 37,6%

Fig. 5. Eficiencias de las dos empresas en
CCR

84,3%
55,4%

A continuacién se comparan las ineficiencias y los conjuntos de referencia de las
DMU seleccionadas 2008-1 y 2008-2.

Efic.
DMU Wy Técn.= Conj. de Ref. A Ko
1/Wo
2008-1 .
Soe | 118604 | 084313 | 2007-1 1 118489
2008-2 )
BCC | 1806255 | 0,55363 | 2005-2 | 2007-L [0,23312 |0,76687 |, 70
en |1592483| 062795 | 2005-2 | 2007-1 |0,45031 |092004| -
R |2.658740| 037611 | 2005-2 | 2007-1 |0,89512|063241| - |Cuadro?




Las mejoras potenciales de cada DMU, son las que las empresas deberian realizar
en forma competitiva para obtener un mejor posicionamiento en el mercado que com-
parten.

En la siguiente tabla se muestran las mejoras determinadas por los métodos BCC
y CCR, que deben realizar las dos empresas para salvar las ineficiencias detectadas.

Valor Valor Mejoras Potenciales
DMU | Inputs/Output| o6 vado Objetivo | M. Radial |M. Holgura | %
2008-1| (l)Act Cte 1.085 | 1085,00 - - -
BCC | (1)Bsuso 418 409,00 - -9,00 -2,15
(O) Rtdos T. 301 357 56 : 18,60
2008-1| (I)Act Cte 1085 1085 : : :
CCR | (1)Bsuso 418 418 - - -
(O)Rtdo T. 301 47934 | 178,34 - 59,24
2008-2 | (I)Act Cte 1574,00 | 788,79 - -78521 | -49,89
BCC [ (1)Bsuso 333,00 | 333,00 - - -
(O)Rtdo T. 193,00 | 348,61 | 155,61 - 80,63
2008-2 | (1) Act. Cte 1241 1241 - - -
CCR [ (1) Bs. Uso 333 333 E E E
(O) Rtdos T. 193 513,14 | 320,14 - 165,88 | cyadro 8

Para el método BCC con las DMU 2008-1 y 2008-2 observamos que la DMU
2008-1 tiene que realizar mejoras en el output (18,60%) derivadas del incremento radial
para una mejora competitiva y alcanzar su propio potencial y adicionalmente, debe re-
ducir el consumo del input Bienes de Uso (2,15%).

La DMU 2008-2, ademas de realizar mejoras (80,63%) en el output derivadas del
incremento radial (155,61), también debe modificar el consumo del input Activo Co-
rriente (-49,89%) por presentar una excedencia en la utilizacion de este recurso.

Para el método CCR con las DMU 2008-1 y 2008-2 observamos que la DMU
2008-1 tiene que realizar mejoras solo en el output (59,24%) mientras que la DMU
2008-2 debe incrementarlo en un valor mucho mayor (165,88%).

4. DESARROLLO DE UN APLICATIVO

La cantidad de problemas de programacion lineal que se deben plantear y resol-
ver en esta metodologia, la necesidad de rapidas respuestas, la posibilidad de implemen-
tar nuevos modelos matematicos, tornan imprescindible la utilizacion de programas
informaticos especificos para su resolucion.

Si bien existen en el mercado varios productos, tanto en versiones comerciales
como de libre uso, no encontramos en la bibliografia ni con buscadores en Internet nin-
gun desarrollo que sea abierto, con el codigo fuente disponible, de manera tal que se
pueda no solo conocer el algoritmo de resolucion sino también poder incorporar rutinas
o0 procedimientos conforme se desarrollan o investigan nuevos modelos sobre el DEA.

Esto motivd la decision de realizar un desarrollo tendiente a disponer de un pro-
grama que nos permita resolver en principio los modelos basicos, contrastar los resulta-
dos obtenidos con los otros productos utilizados y permitirnos incorporar progresiva-
mente nuevos modelos.



Se eligio como plataforma de trabajo al Sistema operativo Windows (XP o supe-
rior) y en él a la planilla Excel (versiones 2007 o superior), por considerar que estan
ampliamente difundidos (sistema operativo y planilla electrénica), la planilla brinda un
entorno de carga de datos amigable, dispone de un muy completo lenguaje de desarrollo
(VBA-Excel) y tiene capacidades graficas adecuadas para este proceso.

Se trabajo entonces en el disefio de la Interfase, la forma de carga, la rutina de
programacion lineal, los procedimientos para los modelos DEA a implementar y las
salidas numéricas necesarias.

Por brevedad no se mencionara en este trabajo cual fue el proceso de evolucion
de este desarrollo, sino el estado actual del mismo.

El programa se carga como un complemento de Excel (archivo .xlam que se co-
rresponde con las versiones 2007 / 2010). Esto permite disponer del programa indepen-
dientemente de la hoja de carga de datos. Agrega una nueva ficha en la cinta de opcio-
nes que disponen estas versiones de Excel como menus.

La carga de datos se realiza en la hoja de trabajo y luego, ejecutando el progra-
ma, un formulario pide se definan cuestiones como: lenguaje de los mensajes (espariol o
inglés), etiquetas de las DMU, etiquetas de los inputs, etiquetas de los outputs, matriz de
los inputs, matriz de los outputs, modelo a resolver (orientacion, tipo, frontera, etc.).

Respecto a la rutina de programacion lineal, la tltima implementacion utiliza la
libreria dindmicalpsolve(se la puede encontrar en http://Ipsolve.sourceforge.net/5.5/,
siendo la versién al momento de este desarrollo la 5.5.2.0). La misma cuenta con muy
buena documentacion y resultd ser eficiente, superando las limitaciones que tiene el
complemento Solver con que viene el Excel (existe una version comercial de este com-
plemento que también superaria esas limitaciones). Esta rutina fue desarrollada por Mi-
chel Berkelaar, Kjell Eikland y Peter Notebaert y se encuentra disponible bajo licencia
GNU LGPL (Lesser General Public Licence).

En cuanto a los modelos implementados actualmente se dispone de:

Orientacion: a los Inputs a los Outputs
Modelos: Multiplicativo Envolvente
Fronteras: CCR(constante a escala) VCR (variable a escala)
Super eficiencia: No Si

Las salidas son totalmente numéricas y se realizan en nuevas hojas del libro de
trabajo, conforme los modelos solicitados.

5. CONCLUSIONES

Analizadas las DMU 2008 de la Empresa 1 y 2 se determino:

¢ Los niveles de ineficiencias relativas para los inputs y outputs considerados en
las dos empresas analizadas.

e Las mejoras, tanto practicas como competitivas a llevar a cabo para lograr la efi-
ciencia de las unidades de decision.

e En la confrontacién de ambas empresas se observaron los niveles de competiti-
vidad, siendo en la Empresa 2 mayor el rendimiento decreciente a escala, lo
que indica que, para las variables consideradas, y en esos afos, esta DMU es
menos competitiva que la Empresa 1.


http://lpsolve.sourceforge.net/5.5/

e Las dos empresas tienen ineficiencia de escala debido al manejo incorrecto de
los recursos trabajados, valor arrojado por el método BCC y condiciones de
desventaja en el nivel de produccion de las unidades, ineficiencia determinada
por el método CCR.

Este trabajo fue puesto a consideracion de los responsables de la gestion de admi-
nistracion de las dos empresas con el objeto de verificar la consistencia del modelo y su
pertinencia con el objetivo buscado. Asi pudo establecerse que el modelo desarrollado
es el que mejor reflejo el grado de eficiencia de dichas empresas en el periodo conside-
rado en el contexto de la industria de la construccién chaquefia.

Por lo expresado en el inicio, los resultados obtenidos deberan ser considerados
por las Empresas analizadas para replantear sus gestiones de administracion y buscar las
estrategias que corrijan las ineficiencias detectadas, para que, en un permanente
feedback, puedan optimizar todos los aspectos de sus procesos productivos.

El equipo de investigacion de los mencionados proyectos, autores de este trabajo,
sugieren la aplicacion del modelo matematico DEA como herramienta para la gestion de
planificacion, organizacion, direccion y control del planeamiento estratégico del nivel
jerarquico superior de las empresas constructoras de Resistencia, Chaco, opinando que
el mismo alcanza ribetes no sélo de indispensable sino que también indica una conjun-
cion de ciencias exactas y de administracion, de creatividad y arte para desenvolverse en
un mundo altamente complejo para las organizaciones productivas.

Asimismo la disponibilidad de una herramienta propia nos permite la incorpora-
cién de nuevos modelos, los que posibilitarian representar realidades con otros compor-
tamientos.
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FRACTALES EN ARQUITECTURA.
Rufino Iturriaga®
Carina Jovanovich?

Palabras clave: FRACTALES — ARQUITECTURA.

RESUMEN

Presente desde hace més de veintitrés siglos, la geometria clasica de Euclides de
Alejandria ha servido a cada construccion y a cada proyecto de la arquitectura y sigue
haciéndolo.

La capacidad del hombre de pulir sus trabajos y sus ideas le ha permitido, en la
segunda parte del siglo XX, el desarrollo de la geometria fractal, caracterizada por la
irregularidad en las magnitudes, descripta por algoritmos recursivos y utilizados por
arquitectos de todo el mundo en sus propuestas y creaciones.

Se pretende desde este trabajo, mostrar las posibilidades de conexién entre la
geometria fractal y el disefio arquitectonico de una manera informativa, sin profundizar
en los desarrollos y detalles matematicos del tema, mas alld de los puntos esenciales
necesarios para su entendimiento y correcta interpretacion.

INTRODUCCION.

Hacia finales del s.XI1X el parlamento inglés necesito redefinir sus fronteras. En el
debate un Lord pregunt6 en voz alta cual era la longitud de la costa de Gran Bretafia;
como la pregunta no obtuvo respuesta, se encargd a un joven cartdgrafo una la gran
empresa de medir toda la costa.

El joven cartdgrafo empezé la medicién. Utiliz6 una cinta de 50 metros de largo y
tard6 10 afios en medir la costa y realizar el informe para la camara. Su veredicto fue
tajante: "La costa tiene 2000Km de longitud”. Los parlamentarios satisfechos tomaron
nota, pero uno preguntod sobre la técnica que habia utilizado para medir. El ya no tan
joven cartografo expuso la técnica que aplicé a la medicion. Casi escandalizado, el Lord
dijo: "una medicion de 50 metros no tiene en cuenta las posibles entrantes y salientes
del mar. Debe de medirse con una regla de 10 metros."”

El cartdgrafo, resignado, emprendié su segundo viaje por la costa de la isla
midiendo cada 10 metros. Invirtié otros 10 afios y midié los acantilados y las playas del
pais. De nuevo en el parlamento, hablo sobre los resultados de su medicion: "La costa
mide 2800Km". Todos se sorprendieron por la diferencia entre esa medicion y la
anterior, se tomd buena nota y se propuso pasar al siguiente punto. Satisfecho por el
trabajo realizado, el cartografo se disponia a marcharse cuando alguien en la sala objetd
lo siguiente: "una regla de 10 metros es demasiado larga para medir la costa, existen
rocas y pequefios salientes que no se han tomado en cuenta, debe ser medida con una
regla de 1 metro."

! Ing. Rufino lturriaga - UNNE, Avenida Las Heras 727, Resistencia, Chaco- rufinoit@yahoo.com.ar
2 Esp. Lic. Ethel Carina Jovanovich -UNNE, Avenida Las Heras 727, Resistencia, Chaco - UTN-FRRe, French 414,
Resistencia, Chaco, carijovanovich@yahoo.com.ar
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Por tercera vez, el cartografo se dispuso a medir la costa que tan bien conocia y
durante 10 afios y algunos achaques en la espalda, midié cada metro, cada roca y cada
saliente de costa. En la exposicion de sus conclusiones ante el parlamento inglés mostro
la nueva medicion, 3600Km.

Es asi pues, el pobre cartdgrafo estaba condenado para toda la eternidad a medir la
costa de su pais utilizando cada vez unidades mas pequefias y sin encontrar dos medidas
iguales.

Esta se puede considerar una de las bases de los fractales. En el capitulo 5 de su
obra “La Geometria Fractal de la naturaleza”, el matemético Benoit Mandelbrot®
trata detalladamente el ejemplo de la costa de Gran Bretafia®.

DESARROLLO.

El término fractal es un vocablo derivado del latin, fractus, que significa quebrado
o fracturado y se lo utiliza para designar a objetos semigeométricos cuya estructura
béasica se repite a diferentes escalas.

No es sencillo encontrar una definicion rigurosa para los fractales, de hecho no
existe alun una definicién universalmente aceptada por el mundo matematico. Los
mencionados objetos presentan dos propiedades ineludibles a considerar, en el intento
de una definicién: la autosimilitud y la dimensién extrafa.

El término autosimilitud, que también puede ser entendido como autosemejanza,
esta relacionado a la propiedad de un objeto de presentar en sus partes la misma forma o
estructura que el todo, aunque pueden presentarse a diferentes escalas y pueden estar
deformadas ligeramente. Algunos autores mencionan la existencia de tres tipos
diferentes de autosimilitud:

o Autosimilitud exacta: es el tipo mas restrictivo y exige que el fractal parezca idéntico
a diferentes escalas (sistemas de funciones iteradas). Ej: conjunto de Cantor,
triangulo de Sierpinski, copo de nieve de VVon Koch y otros.

e Cuasiautosimilitud: exige que el fractal parezca aproximadamente idéntico a
diferentes escalas (fractales definidos por relaciones de recurrencia). Ej: conjunto de
Julia, conjunto de Mandelbrot y otros.

o Autosimilitud estadistica: es el tipo mas débil y exige que el fractal tenga medidas
numéricas o estadisticas que se preserven con el cambio de escala (fractales
aleatorios). Ej: el vuelo de Levy, paisajes fractales, arboles brownianos y otros.

Considérese en primer término un triangulo equilatero que no contenga “huecos” en
su interior; entiéndase como tal un triangulo “lleno” (Fig 1). Cada uno de los lados del

* BENOIT B. MANDELBROT naci6 en 1924 en Varsovia, Polonia, en el seno de una familia judia que emigroé a
Paris en 1936. Su tio Szolem Mandelbrot, reconocido profesor de Matematica en el Colegio de Francia, se ocupd de
su educacion y fue el mismo quien en 1945 le recomendd que leyera la tesis de doctorado que Gaston Julia (1883-
1978) habia publicado en 1918 sobre iteracidn de funciones racionales. En 1977, durante su trabajo en el Laboratorio
de IBM de Yorktown Heigths, New York, Mandelbrot pudo demostrar como el trabajo de Julia constituye la fuente
de los fractales mas hermosos conocidos hasta el momento. En 1982 publico su libro Fractal Geometry of Nature, en
el que explicaba sus investigaciones en este campo. En 1985 recibi6 el premio "Barnard Medal for Meritorious
Service to Science". En los afios siguientes recibio la "Franklin Medal". En 1987 fue galardonado con el premio
"Alexander von Humboldt"; también recibié la "Medalla Steindal" en 1988 y muchos otros premios, incluyendo la
"Medalla Nevada" en 1991. Fue profesor en la Universidad de Harvard, Yale, el Colegio Albert Einstein de Medicina
y otros. Fallecié en octubre de 2010 en Cambridge, Massachusetts, Estados Unidos.

4 Estas ideas fueron expuestas originalmente en su trabajo “How long is the coast of Britain? Statistical self-
similarity and fractional dimension”, Science: 156, 1967, 636-638



triangulo tiene su punto medio; si los mismos son unidos por medio de segmentos, se
notara que dentro del triangulo inicial quedan formados cuatro tridngulos mas pequefios,
de los cuales se eliminara el del medio (el que esta invertido respecto de los otros).

Si en cada uno de los tres triangulos llenos que han resultado del proceso descripto,
se repite el procedimiento, se notard que resultan nueve triangulos mas pequefios.
Realizando una  nueva
iteracion, el ndmero de
triangulos llenos llega a
veintisiete y se puede seguir
procediendo de la misma
manera, obteniendo como
resultado un namero
creciente de triangulos cada
vez més pequefios. Notese
ademas que, por cada
iteracion que se efectle
aparecen diferentes tamafios
. en los tridngulos vacios.

Esta claro que el proceso es

Fig.1 - El triangulo de Sierpinski. Secuencia de generacién.  infinito, sin embargo a partir

Imagen: http://batchdrake.wordpress.com de las iteraciones de orden

cuatro 0 cinco se puede

tener una idea de como serd la figura limite. Si se continda iterando sera dificil
distinguir las diferencias a simple vista entre un paso y el siguiente.

Si se observa con detenimiento, se pueden apreciar en el dibujo muchisimas copias
de si mismo en el interior y por ello se puede afirmar que se encuentra formado por
muchas copias de si mismo, las cuales se encuentran reducidas y cambiadas de posicion.
Esto es lo que se llama autosimilitud, que es la primera de las propiedades que se ha
mencionado. Es posible afirmar que se trata de una nocién muy sencilla e intuitiva, pues
seguramente todas las personas en algin momento la han percibido en diferentes
contextos naturales, como ser nubes, olas, vegetales, etc.

El triangulo estudiado se conoce con el nombre de triangulo de Sierpinski®. De
manera similar se pueden estudiar otros fractales muy conocidos, el pentagono de
Diurer, la alfombra de Sierpinski, el copo de nieve de Von Koch y muchos mas, en todos
ellos se percibe en mayor o menor grado que el todo es igual a sus partes, salvo un
factor de escala.

Desde los primeros afios de educacion matematica se aprende que un punto tiene
dimension 0, que una linea tiene dimension 1, que las figuras planas tienen dimension 2
y que las espaciales tienen dimension 3. Estas dimensiones que corresponden a nUmeros
enteros y son invariantes ante homeomorfismos, son conocidos con el nombre de
dimensidn topoldgica y refiere precisamente al concepto habitual de dimension que se
tiene incorporado.

Recuérdese que, si x e y son espacios topoldgicos y f una funcion de x a'y, fes un
homeomorfismo si se cumple que:

® Waclaw Sierpinski (1882id — 1969): matematico polonés nacido en Varsovia. Fue uno de los fundadores de la
escuela matematica moderna polaca y contribuy6 al progreso de la teoria de conjuntos y de la topologia; favorecio la
consolidacion de los fundamentos I6gicos de la matematica. Uno de los créateres de la Luna lleva su nombre.



e fes una biyeccion.

o fes continua.

e lainversade f es continua.

La dimension topoldgica no es la Gnica que existe. Tomando un cuadrado, el mismo
puede ser dividido en cuatro cuadrados congruentes y decir que el factor de ampliacion
es 2, o de manera similar, si se descompone en nueve tridngulos congruentes al
cuadrado inicial, se dice que el factor de ampliacion es 3. Como generalidad se puede
expresar que el cuadrado se puede descomponer en n2 copias de si mismo. Si se hace un
razonamiento analogo a partir de un cubo, el mismo se puede descomponer en n® partes
iguales.

De manera que se puede generalizar en la formula; n® = N

n: factor de ampliacion.

N: el nimero de copias.

D: dimension.

InN
Inn

Si se aplican propiedades de logaritmos, se obtendra: D =

en la cual, claramente:
N: nimero de copias semejantes a la figura original.
n: factor de ampliacion que se debe aplicar para obtener la figura original.

La cual se conoce como dimensién fractal y que corresponde a una simplificacion
del concepto de dimensién que utilizé Haussdorf®.

DT=2 ; DH=2 ; DH=DT DT=1 ; DH~2 ; DH>DT

Fig.2 — Comparacion de dimensiones.
http://www.dma.fi.upm.es/sonia/practicas/clasics-I/sierpinski.html

La definicion de Mandelbrot: “un fractal es un conjunto cuya dimension de
Hausdorff es estrictamente mayor que su dimension topoldgica” es ampliamente
aceptada, sin embargo el mismo autor sefial6 que no resulta una definicion lo

® Felix Hausdorff (1868-1942): matematico de origen judio, profesor en Universidad de Bonn y uno de los
responsables de la fundacion de la topologia moderna, célebre por su trabajo en el analisis funcional y la teoria de los
conjuntos. En 1918 introdujo la dimensién de Hausdorff que se utiliza para medir las dimensiones fraccionarias de
los conjuntos fractales. En 1942, a punto de ser enviado a un campo de concentracion nazi, se suicidd junto a su
esposa. El dia anterior, Hausdorff escribié a un amigo: “Perdonanos. Te deseamos a ti y a todos nuestros amigos
mejores tiempos” Muchos de los enfoques utilizados para calcular la dimension de Hausdorff en relacion con
conjuntos complicados, fueron formulados por el matematico ruso Abram Besicovitch (1891-1970), por lo cual a
veces se utiliza el término “dimension de Hausdorff-Besicovitch.”



suficientemente general. Es que la misma presenta el inconveniente de excluir conjuntos
que claramente debieran ser reconocidos como fractales. (Fig 2)

Como generalidad se acuerda en no definir un fractal, aunque es posible enumerar
sus propiedades caracteristicas:

e Los fractales son demasiado irregulares para ser descriptos con la geometria
tradicional de Euclides.

e Los fractales tienen una cierta forma de auto-semejanza, quizas aproximada o
estadistica.

e Por lo general, la dimension fractal es mayor que la dimension topologica.

e En muchos casos, el fractal se define en forma muy simple, por lo general,
recursiva.

Desde su nacimiento las aplicaciones de los fractales han crecido exponencialmente
y se expandié a diferentes ramas de las artes y las ciencias, hay teorias basadas en
fractales que regulan el enorme trafico de las comunicaciones, comprimen las sefiales de
audio y video, explican el crecimiento de determinados tejidos bioldgicos, analizan el
comportamiento de las ondas sismicas, los movimientos bursatiles y de mercado y mas.
Son ampliamente conocidas las pinturas de fractales e incluso hay musica surgida de
ellos.

Todos los fractales tienen algo en comun, ya que todos son el producto de la
iteracion, repeticion, de un proceso geométrico elemental que da lugar a una estructura
final de una complicacion aparente extraordinaria (Fig 3). La utilizacion de los
algoritmos como herramienta de disefio, brinda los beneficios de la profundidad y
amplitud y permiten abordar los procesos con una escala y complejidad, que pueden
generar permutaciones infinitas, que serian inviables a través de un enfoque manual. Sus
proyectos tratan de explorar los algoritmos y la computacion como una herramienta de

—

Fig 3 - El pentagono de Diirer. Fractal definido por un sistema de funciones iteradas.
Imagen: http://personales.unican.es/alvareze/estalmat

disefio generativo, combinados a los actuales procesos de disefio produciendo una nueva
e inusual forma arquitectonica, que nos atreveremos a denominar ‘“Arquitectura
Fractal”.

La esponja de Menger o cubo de Menger (Fig. 4), fue descripta por primera vez por
el matematico austriaco Karl Menger’, en el afio 1926. Para efectuar la construccion del
mismo, se parte desde un cubo lleno y se los divide en 27 cubos idénticos, que
resultardn mas pequefios logicamente; luego se quitan el cubo central y los seis que

" KARL MENGER (Viena, Austria, 1902 — Chicago, EE.UU. 1985). Se doctor6 en Matematica en la Universidad de
Viena y debido a sus fuertes intereses en aspectos filosoficos, se unié al llamado circulo de Viena, integrado por
filésofos l6gico-empiristas. Su contribucién matematica mas popular es la esponja que lleva su nombre.
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Fig. 4 — La esponja de Menger.
Imagen: http://www.ceticismoaberto.com/ciencia/
2139/fractais-uma-nova-viso-da-natureza

comparten caras con él, de manera
que quedan 20 cubos. Por cada
iteracion  que  del proceso
mencionado el numero de cubos
aumentara en 20", de manera que
rapidamente se llegard a un nimero
muy alto.

La forma este fractal hace
pensar sin duda en el cubo magico.
La esponja de Menger muestra
propiedades geométricas de gran
interés, a medida que se aumentan
las iteraciones la superficie aumenta
hasta tender al infinito, al mismo
tiempo que encierra un volumen que
tiende a cero. Presenta una
dimension fractal entre un plano y
un sélido de 2,73.

Dentro de la arquitectura, el cubo de Menger deja vislumbrar las relaciones lleno-
vacio, de aplicacién a la parte estructural y a los espacios como se puede notar en el
proyecto que se muestra en la figura, que corresponde a una de las propuestas finalistas
para el Centro de Artes Escénicos de Taipei (China)?, la cual logré una mencion
especial aunque finalmente no fue la seleccionada para la construccion (Fig 5).

Fig. 5 — Centro de Artes Escénicos Taipei (China)
Imagen: http://www.plataformaarquitectura.cl/2009/03/05

S El principal requisito en el concurso del “Centro de Artes Escénicos” consistia en el disefio de un centro capaz de
acoger exposiciones estandares y también eventos internacionales; ademas era el primer paso para impulsar a Taipei
como la ciudad “Capital de las Artes”. Participaron los estudios mas importantes del mundo: OMA, Zaha Hadid,
Morphosis, NL Architects, SURV Associates, Jacob+Mc Farlane, MVRDV Yy otros.



La obra, de la que se muestran figuras, fue presentada por el estudio NL Architects
a traves de sus responsables Pieter Bannenberg, Walter van Dijk y Kamiel Klaasse que
se basa en un espacio combinado de escala urbana, que busca lograr un espacio
verdaderamente publico, definido por el mismo, para lo cual se apuesta a la perforacion
del interior del mismo originando una estructura permeable para los peatones. El
edificio logra una identidad; la plaza interior es un espacio abierto que permite el fluir
de la vida urbana en todas las direcciones a través del mismo, parcialmente protegido de
los agentes meteoroldgicos.

El blogue, de amplias medidas, se puede considerar una mesa de cuatro patas en la
cual, los tres principales elementos programaticos estan situados a diferentes alturas. El
espacio Proscenium Playhouse se ubica en la parte mas ancha del edificio, sobre el hall
principal. ElI Multiform Theatre se encuentra encima del anterior, mientas que el Grand
Theatre esta suspendido bajo la estructura horizontal principal, flotando sobre la gran
plaza abierta.

Cualquier objetivo dentro del edificio se puede alcanzar mediante el uso de varios
caminos alternativos, los cuales resultan interesantes para inducir al encuentro y la
interaccion social, contando con instalaciones de bares, pasillos, restaurantes, salas de
masica y otras.

Fig 6 - Alfombra de Sierpinski hasta el cuarto orden de iteracion.
Imagen: http://personal.telefonica.terra.es/web/mundofractal.html

En cada una de las caras del cubo de Menger quedara formada la alfombra de
Sierpinsky (Fig 6), la cual se puede apreciar en la figura en sus primeros érdenes de
iteracion. Siguiendo la relacién con la esponja de Menger se puede establecer que la
alfombra tendra una superficie que tiende a cero cuando se incrementen las iteraciones y
una longitud que tiende a infinito. La misma resulta atil para el tratamiento de
relaciones lleno-vacio dentro de la estructura general de las ciudades, morfologias
basicas, patios de parcela y manzana, circulaciones interiores y aperturas de fachada o
estructuras de maxima envergadura y minimo peso, caracteristico de las formas
arquitectonicas y urbanas.

El concepto de fractal, arquitecténicamente, puede apreciarse en estilos como el
gotico, donde el arco apuntado era el elemento determinante; son ejemplos, las
catedrales goticas, las cuales aun se conservan, como las de Reims, Colonia, Amiens y
otras. En el Castillo del Monte, contemporaneo con las catedrales, manifiesta un estilo
fractal basado en octdgonos. También se puede establecer un paralelismo entre la
empaquetadura de Sierpinski y la muy famosa Torre Eiffel, construida muchos siglos a
posteriori que castillos y catedrales goticas.

Existen en la arquitectura otras aplicaciones de fractales. Serapio Nono, arquitecto
de prestigio y amante de las matematicas, disefié una amplia urbanizacién de viviendas
siguiendo la curva de Hilbert. La geometria fractal tiene una afinidad particular con el
urbanismo, estableciendo una relacion entre los enfoques, analitico y propositivo, de


http://www.dmae.upm.es/cursofractales/capitulo1/4.html

una manera atractiva y sugerente. Las ciudades, en sus diferentes tamarios, presentan
una clara autosimilitud a diferentes escalas, barrios, manzanas, casas, la cual primero
fue advertida de forma intuitiva y de una manera tedrica y mas profunda despueés. Las
similitudes formales entre los tejidos urbanos primitivos de regiones aridas (Sahara y
Etiopia) y el suelo craquelado o entre un circuito impreso y un centro comercial, revelan

Fig. 7 — Jardin Boténico de Barcelona
Foto: http://gutierrezcabrero.dpa-etsam.com/

que la comparacion formal entre organismos y artefactos, a distintas escalas, es
autosimilar en el orden formal.

El arbol binario de Pitdgoras en su forma equilibrada, permite pensar en la
distribucion de espacios que se van separando a partir de una clasificacion de temas o
subtemas. La Cruz de Von Koch y el copo de nieve de Von Koch en sus primeros
ordenes de iteracion pueden aplicarse en el disefio primario de plantas de edificaciones
para sistemas carcelarios y también para galerias artisticas.

El Jardin Botanico de Barcelona (Fig 7) asume la division fractal de la naturaleza
misma, siendo el ejemplo mas famoso que existe del rubro. Para su construccion el
equipo de arquitectos ha tenido en cuenta dos consideraciones fundamentales: esta
relacionada con la estructuracién de la vegetacion, pues se debian proyectar las
plantaciones siguiendo una ordenacién geogréafica, de manera que las plantas quedaran
agrupadas segun las cinco regiones mediterraneas existentes en el mundo, y dentro de
estas zonas, se agruparan por afinidades ecoldgicas, es decir, representando los paisajes
naturales. En segundo lugar, se hacia necesario que el proyecto permitiera a la misma
montafa ofrecer las condiciones topogréaficas tanto para los espacios de plantaciones
como para el disefio de la red de caminos, aprovechando el relieve natural y de este
modo evitar grandes movimientos de tierras.

Como resultado de estas dos premisas, se optd por adaptar una malla triangular
sobre el terreno, que descansaria sobre el basamento topografico de la montafia y a su



vez delimitar los 71 espacios necesarios para poder representar las principales familias
vegetales de las regiones del mundo con clima mediterraneo. La estrategia espacial
utilizada para estructurar las colecciones del jardin es una red de triangulacion,
inspirada en Topografias Técnicas.

La geometria fractal del plan de triangulacion se reinterpreta en la escala mas
pequefia, en la forma de zigzag, en el disefio de las facetas del sistema de ruta, en la
acera, que se divide en pequefias formas trapezoidales y en los "rotos” de los volumenes
del edificio de entrada.

En toda la superficie del jardin se establece el fuerte contraste y la tension dinamica
entre la formalidad y la materialidad de los caminos y las paredes y en la evolucion de
las plantaciones, salvajes y aparentemente anarquicas. Se tienen diferentes escalas de
percepcion:

e A escala de ciudad, pues proporciona puntos de vista abiertos sobre el Skyline
de Barcelona.

e A escala del proyecto, marcada por puntos de vista general de los lugares
estratégicos del jardin. A escala imaginativa, cuando se observan los diferentes
phytoepisodes y la mente se traslada a Australia o los paisajes de Sudafrica, al
encontrar especies de estas lejanas zonas del mundo con clima mediterraneo.

e A escala intima, cuando el lugar permite abstraerse del mundo exterior y
perderse en la contemplacion de una floracion o transportarse por la percepcion
de un aroma.

CONCLUSIONES.

En el avance que presenta desde su reciente aparicion (con ese nombre), la
geometria fractal encuentra aplicaciones en el disefio arquitectonico desde el punto de
vista de las formas surgidas de los diferentes conjuntos y los alcances de cada uno
(volimenes, plantas, distribuciones, etc.) muchas de las cuales se encuentran ya
plasmadas en obras dispersas por todo el mundo y otras, que aparecen como nuevas
propuestas, manifestando una tendencia en expansion cuyo crecimiento se vislumbra a
diferentes escalas, aprovechando los actuales recursos técnicos que permiten los
calculos de estructuras que acompafien al disefio.

Los avances tecnoldgicos, popularizados en la mas reciente década, han
posibilitado a la arquitectura contemporanea tomar un camino de tendencia (observable
claramente alin dentro de la libertad conceptual asumida y desplegada por los
arquitectos actuales) en el que los proyectos se basan en modelos, funciones
matematicas y estructuras fractales, fortaleciendo los vinculos entre las disciplinas y
abordando complejidades que no se habian registrado en otras épocas.

La aplicacion del concepto fractal en disciplinas como arquitectura y urbanismo
abarca diferentes épocas de la humanidad, desde las edificaciones medievales (y aln
anteriores) hasta el reciente y cercano Centro Civico del Bicentenario emplazado en la
ciudad de Cdrdoba, poniendo de manifiesto la convivencia del arte con los fractales y el
vinculo directo entre los mismos.
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Resumen

En este breve trabajo de divulgacion se preserghrmuy conocido

concepto de limite de una funcion en diferentesectios . Después de una
corta exposicion historica del concepto desddda intuitiva de los griegos
hasta su formalizacion en la época de la algebhémadel Andlisis se

abordara el limite de una funcion real de una b&giaeal para luego

continuar con el limite de una funcién real de amrivariables reales.
También se presentara el limite de una funciénreaspacio métrico y por
ultimo, para finalizar este trabajo, se presentraoncepto en espacios
topoldgicos. Intimamente vinculado con el concept limite de una

funcion esta el de continuidad. También serd eatiady se presentaran
resultados clasicos.

Palabras Clave:Espacios métricos y topoldgicos. Limite funcio@dntinuidad.

|. CONSIDERACIONES HISTORICAS

Nada mejor que un clasico para comenzaa. definicion €,9) de limite es el resultado
de mas de un siglo de aciertos y errores, encewaed unas pocas palabras los
persistentes esfuerzos para colocar este concei@ sina sana base matematica. Los
conceptos fundamentales del Calculo, la derivad#a yintegral, pueden definirse
Unicamente mediante pasos al limit&Xpresan Courant y Robints en su muy conocido
libro Que es la Matematica. Y continlan diciendoUna dificultad, al parecer
insuperable, cerro durante mucho tiempo el caminta a&comprension clara y las
definiciones precisas de estas cuestiones.”

Comencemos analizando un problema fisico que pagtidar a comprender mejor las
dificultades en torno a la definicion de este cptzeue es fundamental en el Calculo y
cuya formalizacién, acaecida en el Siglo XIX, estprior al concepto de derivadas o
de diferenciales ya considerados en el Siglo XWAs aun podria decirse que el
concepto de limite de una funcién surgié parauther justificacién rigurosa a toda la
estructura del calculo desarrollada de un modoi emagirico en el Siglo XVIII.



En sus principios el Calculo fue una teoria sobmambio. Se estudiaban procesos en
los cuales los mdviles se movian con suavidad camdbide posicion en el espacio de
un modo continuo e ininterrumpidamente. No habitosaruscos ni huecos en el
espacio. Uno de los ejemplos mas sencillos detipstele movimiento continuo, suave
y que no se detiene esta dado por el movimientosdelanetas.

El cambio de posicion puede ser visto como cambiol& distancia y cambio en el
tiempo. Tanto la distancia como el tiempo puedenrsepresentados por nuameros.
Luego puede tenerse ademas de una representaafcaguna descripcion funcional
en la cual la distancia es representada en furngbtiempo.

Si la distancia y el tiempo son conocidos puederdeharse la velocidad ya que ella es
la proporcién o razon entre la distancia recorpdaun movil y el tiempo empleado.

Asi podria tenerse entre los tiempggtt y los espacios ff} y f(t1) la relacion

f(t) - f(t)
L -1,

o bien

f (to + h) B f(to)
h

Parece evidente que si se quiere saber la velooidgghtanea en el instantebstaria
tomar el incremento del tiempo h igual a cero, @gmena que el intervalo se reduzca al
instante gy aplicar la expresion anterior.

Pero en ese caso, al hacer h=0 se llega a unaseéXpmrente de sentido pues se tiene
cero /cero.

El Calculo o el Andlisis Matematico comienza cuasd@regunta por la velocidad del
movil en un momento determinado, es decir su vwddacinstantanea, su velocidad
justo en ese momento, su velocidad ahora. Conaamamiento anélogo al expuesto en
el parrafo anterior se llega nuevamente a cera/cero

Sin embargo si se toman valores de h cada vez s{igfos, la velocidad media se
aproxima cada vez mas a un numero, a una canijdadliego debe determinarse de
modo univoco e indubitable esa cantidad fija ala se aproxima la funcién, que en el
caso considerado es el cocied#At, aun cuando esa cantidad no se pueda calcular
sustituyendo el punto en la funcion, por encongramsa expresion carente de sentido en
nuestro caso.

Esa cantidad es la que actualmente definimos domite de una funcion cuando su
variable tiende a un determinado valor usando faesxén formal en términos dey 9.
Facilmente puede observarse que en el Analisis rividteo se tratan procesos
infinitos. Sin embargo ellos hicieron su aparicémla Matematica muchos siglos antes
de que se formulara lo que conocemos como Calciflerddcial e Integral, incluso
antes de que las ideas fisicas de movimiento tuvieabida en ella y aun antes de tener
una definicién precisa de funcién. Ideas intuitideslo que hoy denominamos paso al
limite existieron en la mente de los matematicasldda antigliedad.

La matematica griega en el periodo de la escudéd@ica era esencialmente una
matematica discreta en el sentido de que las matpstusadas eran conmensurables, es



decir siempre era posible representarlas por naimimeros naturales o por medio de
razones entre ellos. El ideal pitagérico era pegaente: Todas las cosas son nimero”.
Esta matematica basada fundamentalmente en proieisos, se desarrollé6 dentro de
una concepcion del mundo que no admitia, en suaanaferencial filosofico, procesos
infinitos ni actuales ni potenciales.

Mas adelante con el descubrimiento de las magratumd®nmensurables y el intento de
calcular longitudes de figuras -curvilineas, areasvojimenes se incorporaron
procedimientos necesariamente infinitos. Para cietg de esos calculos se requiere un
proceso de aproximacion potencialmente infinito,egua pesar de obtenerse
aproximaciones cada vez mas ajustadas, los ressiltaitenidos siempre diferian de la
cantidad buscada en otra, que se hacia mas pequafido el numero de pasos del
proceso aumentaba . Casi nunca podia obtenersgamante el valor buscado al cabo
de un numero finito de pasos.

Ejemplo de ese proceso lo da el calculo del &reardeirculo por aproximaciones
sucesivas. Para ello se inscribian en él poligoagslares, se aumentaba el numero de
lados de modo que los poligonos, en el limite estasan al circulo. Para no usar
procesos explicitamente infinitos, los matematigaegos decian que la diferencia
entre el area del circulo y las de los poligoncsritos podia hacerse menor que
cualquier magnitud prefijada.

a(C)-aP<e

Por otra parte la filosofia griega impregnada decepciones atomisticas que les hacian
pensar en los cuerpos geométricos como formadosatdmos indivisibles, por
definicion, pero con dimensiones impidi6 que ideasno las que muchos siglos
después exploraria Cavalieri en principio no pros@@ en su matematica.

En el Siglo XVII Fermat tanto en el calculo de tantgs como en el calculo del area
bajo una curva utilizo un razonamiento en el cishlea subyacente el concepto de
limite.

Estos diferentes métodos, que arrojaron resudtaateptablemente buenos en la
aproximacion y otros exactos, funcionaban como do&separados unos de otros sin
tener una teoria unificadora que los contuvieradog. Para alumbrarse esa teoria
faltaban transcurrir algunos siglos aun.

Retomando el ejemplo introductorio en el cual ldoesidad instantdnea se reduce al
simple calculo de una derivada, pues, a la luz a$e donocimientos actuales, la
velocidad instantanea no es mas que la derivadasgeicio respecto del tiempo en el
instante dado. Pero no se conocido de esta mametas trabajos de Newton. No



obstante eso Newton intuyo que detras del conagptiiuxion introducido por el se
hallaba el mas primitivo de limite, aunque soledfialo de manera rudimentaria.

En su obr&Philosophiae Naturales Principia Mathematicse encuentra en la Seccion |
del Libro | el siguiente Lema

Las cantidades y las razones de cantidades, queiaquier
tiempo finito tienden continuamente a la igualdaéntes de
terminar ese tiempo se aproximan una a otra mas fgpre
ninguna diferencia dada, acaban haciéndose en altim
instancia iguales.

Con este Lema Newton buscaba justificar el concdptncrementos evanescenissn

el que pretendia evitar el uso de las cantidadisitésimales en el desarrollo del
concepto de fluxion. Fue consciente de la debilidkd concepto de cantidad
infinitesimal concebido como un numero infinitamemequefio pero sin llegar a ser
cero, para justificar su calculo. Asi lo indicalbascribir

Pero como la hipotesis de los indivisibles pareeeatjuna
manera mas ruda ,...., he preferido reducir las
demostraciones de las proposiciones. A las primeyas
Gltimas razones de cantidades nacientes y evanes;ees
decir a los_limitesde esas razones.

Cuando habla de razones ultimas esta refiriendbdémde como actualmente se
entiende.

En el Siglo XVIII de la mano de D Alembert en ladyalopedie y en un articulo
titulado Limite se encuentra una definicion formalmente imprece® pnas sugestiva
gue la de Newton

A una cantidad se la llama limite de una segundatidad
variable si la segunda puede aproximarse a la prarteasta
diferir de ella en menos que cualquier cantidad ajasin
llegar nunca a coincidir con ella.

Esta imprecision formal hizo que la definicibn faempoco usada por sus
contemporaneos.

En el primer cuarto del Siglo XIX se dio el impulsignificativo que culmino con la
definicion precisa de la idea y del concepto deitéinpara formar el fundamento
riguroso que el Calculo diferencial habia estaretmesitando durante siglo y medio.
Fueron dos los matematicos que contribuyeron amdotadefiniciones similares.
Cronolégicamente el primero de ellos fue el cheemBard Bolzano y luego el frances
Auguste Cauchy. Bolzano precedié a Cauchy en laoedaion y en la publicacion de
sus trabajos pero su obra paso desapercibida dierapo por una sencilla razén
geografica. Bolzano estaba , escribio y publicotslsajos en Praga y Cauchy lo hizo
en Paris. Podria decirse que, esencialmente, aanioetizaron la idea de D Alembert.



En su libroCourse d Analyse de | Ecole Politechnigeditado en 1821, Cauchy en la
pagina 4 definid

Cuando los sucesivos valores atribuidos a una \deia
aproximan indefinidamente a un valor fijo tanto caldinal
difieren de el tanto como uno desea, esta ultimdidad es
denominada el limite de todas las otras.

Esta definicion le permitio dar una expresion ragar de cantidad infinitesimal

Cuando los sucesivos valores de una variable disyain
indefinidamente, de tal forma que llegan a ser mesgue
cualquier cantidad dada, esa variable es lo que
denominamos un infinitésimo. El limite de esa \#Aeaes
cero.

Puede observarse que Cauchy considera los igiimiés como variables en lugar de

cantidades fijas.
Respecto de la notacion, en la pagina 13 del Gbukealyse se encuentra

Cuando una cantidad variable converge hacia untérfijo,
es frecuentemente util indicar ese limite por metkouna
notacion particular; es lo que nosotros hacemosi@ado la
abreviatura

lim.
delante de la cantidad variable.

Puede observarse que en esta notacion no est&adadla variable ni tampoco la

tendencia de la misma.

Finalmente fue Karl Weierstrass quien aporto lanit@ébn de limite tal y como hoy se

conoce.

Weierstrass elimina los elementos imprecisos deefaicion de Cauchy tales como
“aproximan indefinidamente”y los sustituye por la clasica expresion algelaraic
epsilon y delta.

El limite de una funcion f(x) vale L cuando x tieral % si
para cualquier cantidad positiva mayor que cero existe
otra cantidad positivad mayor que cero de manera que para

todo punto x verificand® <|x- x| <J y donde la funcién

este definida se tiene qué (x) - L|<¢.

Esta ultima definicion, que en este trabajo preseots escrita en notacion actual, es
una expresion desprovista de connotaciones fisiadindmicas, hace referencia
solamente a la localizacion de la variable y dectosespondientes valores de la funcion
en ella. Podria decirse usando lenguaje actual Waerstrass y su discipulo Heine



utilizan ideas de proximidad de la variable x respedel punto ¥ es decir ideas
métricas. Esto permitiria mas adelante estudidiméle de una funcion en espacios
métricos y posteriormente, con un grado diferemealdstraccion en espacios dotados

de una topologia

Frente a la definicion usual de limite de una fdngeal de una variable real que suele
ser al menos sorprendente y a veces poco compeepdidjuienes se enfrentan con ella
debe tenerse en cuenta que, como sucede con @noeptos matematicos es el
resultado de siglos de refinados pensamientos eumifeeron arribar a ella.

[l. Limite funcional en una variable real

Nocion de limites
Supongamos que se desee dibujar la grafica denlEofu f: R - R dada por
3 —
f(x) =x—11, dondeDmf = R-{1}, o seaf no esta definidaen=1.
Y-

Para obtener una idea del comportamiento de lacgrélef cerca dex=1 se
pueden usar dos conjuntos de valoreg, dso que se aproxime a 1 por la izquierda
y otro que lo haga por la derecha como se muestiatabla.

| x se aproxima a 1 por la mq@ <ee]1proxima a1 por la derecha

X 0,75 09 0,99 0,999 1 1,001 1,01 1,1 1,25

flx) | 2313 | 2719 | 2,97 | 2997 3,003 3,03 3,31 3,813

| f(x) se aproxima a 3> < f(x) se aproxima a 3

y cuyo gréfico es:




Como se muestra en la figura, la graficaf ¢es una parabola con un hueco en el
punto (1;3). A pesar quex no puede ser igual a 1, se puede acercar tanto sem

quiera a 1 y, en consecuendix) se acerca a 3 de la misma manera. Utilizando la
notacion que se emplea con los limites, se poddabér lil’Illf(x) =3 y se lee “el
X -

limite def(x) cuandox tiende a 1 es 3".

Noétese que la funcidn no esta definidaxen1 y aun asf(x) parece aproximarse a
un limite a medida quese aproxima a 1.

La existencia o inexistencia d&(a) no guarda relacién con la existencia de limite

def(x) cuandax tiende aa.
Definicion formal de limite

Examinando la nocion de limite dada,f(si) se acerca de manera arbitraria a un
namerol a medida que tiende aa por cualquiera de sus lados, se dice que el limite
def(x) cuandax tiende aa esl, y se escribetim f (x) =1

X-a

Podriamos considerar a esta como una descripcigrtéanica, sin embargo es aun

informal porque no deja en claro a las fragég) Se acerca de manera arbitraria a un
namerol” y “x tiende aa”.

La primera persona en asignar un significado maieméguroso a estas dos frases
fue Augustin-Louis Cauchy y puede expresarse siglaente

Definicion: Sed : A—R una funcién definida eA un subconjunto dB, y seaallA
un punto de acumulaciéon de Se dice qué [ Res el limite dé cuandox tiende a
asiysolosi

Oe>0,06>0/0x0A:0<[x~-a/<d=|f(x)-l|<e (1)

Lo que viene a expresar esta formulacion mateméaésa que six esta
suficientemente cerca @ entonces su imagéfx) también esta muy proximd.a
Observemos ademas que en ningdn momento se mericiomae pasa con la
funcién en el punta.

Es a partir de esta definicion que se pueden deanokis propiedades que
enunciaremos en breve y permite probar la exiseteiimites.

Una definicion equivalente fue establecida por Heip lo hizo mediante
convergencia de sucesiones, y expresa:



lxifrb}f(x)=l - O(a,)  OA: a, ~a=f(a,) -1 (2

n—oo n — 00

Notese que la funcioffx) no tiene limitd conx tendiendo a si se verifica una de
las siguientes condiciones:

= [g>0/00>0:x0A/0<|x~a/<d0|f(x)-12¢,
« Oa,) OA/ a, »a0Of(a,) <1

n—-oo N — 00

Limites laterales

Cuando estudiamos la nocién de limites, nos hemp@sianado aa por izquierda y
por derecha, pero es posible y necesario en algapadunidades estudiar y
calcular los llamados limites laterales, es deaie ¢gse consideren valores
aproximados a, pero solo con valores menores 0 solo con valogggres.

Dichos limites se definen estan dados por lasanges:

Definicion: Sed : A—R una funcién definida eA un subconjunto dB, y seaallA
un punto de acumulacion de Se dice qué U Res el limite lateral a izquierda tle
cuandox tiende aa y simbolizamos

lim f (x)=1 siysoloside>0,00>0/0x0A:a-d<x<a=|f(x)-l|<e

Y en forma analoga definimos limite lateral a deeecomo:
lim f(x)=1 siysolosile >0,06>0/0x0A:a<x<a+d=|f(x)-l|<e

Es evidente que para que una fundiéi) tenga limite en un pun@es necesario y
suficiente que existan ambos limites lateralesiyoidean.

Algebra de limites

Dadas las funcionds. A—Ry g : A>R, A un subconjunto abierto dey allA, si
existenlim f (x) y lim g(x) se verifican las siguientes propiedades:

L. tim(f+g)(x) =1lim £ (x) +limg (x
2. tim(f ) (x) =1im £ (x) Tim g (x)

3. SiA€R lim(ACg)(x)=Aldimg(x) (3)
- . _lim f(x)
4. Silimg(x)#0, 1;gl(f/g)(X)—m

X-a

Limites infinitos y limites en el infinito

De forma muy parecida a lo hecho en las secciomésriares, daremos las
siguientes definiciones para estos casos partesilamuy Utiles en el estudio de las
funciones.



Limites infinitos

Seaf : A—R una funcién definida eA un subconjunto d&, y seaa [ A un punto
de acumulacion da. Se dice que:

lim f(x)=c0 siysolosiOK>0,00>0/0x0A:0<|x-4/<d= f(x)>K,

lim f (x) =—c0 siysolosiOK>0,00>0/0x0A:0<|x-4|<d=~-f(x)>K

Y en forma mas general definimos:
lim f (x) =co siysolosiOK>0,05>0/0x0A:0<[x—a|<d=|f(x)>K

Limites en el infinito

Seaf : A—»Runa funcion definida eA un subconjunto dB, se dice que:
lim f (x) =1 siy solo side>0,0M>0/0x0A:x>M=|f(x)-]| <&,
lim f(x) =1 siysoloside>0,0M>0/0x0A:x<-M=|f(x)-]|<e
Y en forma mas general definimos:

lim f (x) =1 siy solo sile>0,0M>0/0x0A:|x|>M=|f(x)~l|<e
Definiremos ademas que:

lim f (x) =c0 siysolo siOK >0,(M>0/0x0A:x>M=|f(x)>K
Para este ultimo caso podemos considerar tambggueente equivalencia:

=0

lim f (x) = = lim

1
e f(x)
Continuidad

La idea intuitiva de funcién continua en un pungobéen sencilla. Una funcién
continua en un punto es aquella que no “da saiqiella que se puede dibujar sin
levantar el lapiz del papel.
Matematicamente, definimos funcion continua como:
Seaf : A—>R una funcién definida eA un subconjunto d&, y seaa L1 A un
punto de acumulacion de Se dice quées continua ea si y solo si

lim f(x)=f(a)  (4)
Si tenemos en cuenta la definicion de limite, paakesscribir:
fescontinuaea = Oe>0,06>0/0x0A:[x~a/<d=|f(x)-f(a)|<e (5)

Son funciones continuas en todo su dominio, pomgje, las polinbmicas de
cualquier grado, las logaritmicas, las exponergiglas funciones seno y coseno.
También, como consecuencia del algebra de limiednscontinuas las sumas,
productos y cocientes de funciones continuas, g&oldo en esta Ultima el caso en
que el divisor de la expresion valga cero en etg@gne se estudia.



Tipos de discontinuidades

Los posibles casos que se pueden dar cuando uperfuno es continua en un
punto, es decir, los tipos de discontinuidadesexigten son:

Evitables Existe el limitelim f (x), pero no coincide coifa).

Calculo de limites

En el caso en que una funcion es continua, eldisg calcula como la imagen,
puesto que éstos coinciden.
En caso en que probablemente la funcidbn no sednoantya sea porque no
conozcamos el cardcter de la funcién en dicho pamio esta siquiera definida en
él, podemos tener como muy util al siguiente tearem
Seaa un numero real ¥’'(a,0) un entorno reducido donde se cumple fixg=
g(x). Si existelim g (x), entonces existe tambidim f (x) y:

lim f (x)=lim g(x)
Este teorema es sumamente (til porque es el fundarterico para reemplazar las

funciones con “complicaciones” por otra continu@ goincide en todos los puntos,
excepto era.



ITI. Limite de funciones de varias variables

Al tratar el tema de limite de una funcion de vanariables se hace necesario
encontrar una funcion real no negativa definid&Réque juegue un rol analogo al que
cumple la funcion valor absoluto en R y permitasiderar entornos o vecindades de
puntos.

Como R es un caso particular de espacio vectorial, emteiios una funcion como
la buscada pero definida en un espacio vectorabfoiera. Asi se tiene la siguiente:

Definicion: Dado V un espacio vectorial sobre un cuerpo KrniNode un vector de
V es toda funcion| ||:V—Ry" que verifique las siguientes condiciones

i. ||x]|=20 OxOVyademas,||x||=6 x=0
i.  |kx]|l=k[|Ix|Ex0OV, OkOK (6)

il x+y < QI+ 1y 18X yU Vv

Ejemplos:

Parax=(x, %,...,X ) R pueden definirse, por ejemplo, las siguientes itures
gue resultan ser una norma:

1. |X=yX+X+..+ ¥, esta es llamada “norma euclideana’.
2. |¥s =]%|*]%]|+...+| |, esta se denomina “norma de la suma”.

3. X, =max{|x] |%| ...} x]} . estarecibe el nombre de “norma del maximo”.

Teniendo esto, pasemos ahora a definir el limite.

Definicion: Seaf : A—R una funcion definida eA un subconjunto d&", y sea
ald Aun punto de acumulacién de Se dice qué U Res el limite dé cuandox tiende
aasiy solo si

Oe>0,00>0/0x0A:0<|x~a|<o=|f(x)-|<e (7)

Notacion: lim f (x) =1

X—-a

Siaes un punto aislado, se define

lim £ (x) = f(a)

X—-a



Puede observarse que esta definicion es formalnaedtiega a la dada en la expresion
(1); en la expresion(7) interviene la nueva funcién norma (Y) es claramente
coincidente coifl) cuando n, la dimension de,Rs uno.

Las propiedades y el algebra para los limites deidmes de varias variables son
totalmente analogas a las de funciones en unabl@ria

Limites direccionales

Seaf : A—~R una funcién definida en el conjuntol] R". Seaa un punto deA y
sea un vector no nulel R". SealL :{XD R': x= at ty-o < < oo} una recta que

pasa pora Yy tiene direccion paralela a la de

Consideremos la restriccion tla L, es decir la funciorf, An L - R definida
por f (x) = f(Xx) paratodox] An L.

Se dice qué tiene limitel ena segun la rectao segun la direccion desif; tiene
limite | ena.

Limites iterados 0 sucesivos
Trabajemos ahora er'f = 2.
Seaf: AR A L R? yseaxo: yo) U A

Fijando la variable enf(x; y), esta se convierte en una funcién de una variable
f(x; y) =f(y), por lo que podriamos calculéim f’ (v)

Y-Yo

Si este limite existe define una funcion de laalag que habiamos fijado

lim £ (y) = #(x)

Y=Yo

y tiene sentido calcular

lim ¢(x)=limlim f (x,y) (1)

X=X X=X Y-Yo
Analogamente se puede fijar en primer lugaon lo cual obtendriamos

lim¢(y) =lim lim (x, y) (2)

Y-Yo Y—Yo X—Xg

(1) y (2) se llaman limites iterados o sucesivos.



Para que se pueda considerar (1), la fun¢ir) debe estar definida para todos los
puntos de un entorno reducido He x,.

Para poder considerar (2)(y) debe estar definida para todos los puntos de un
entorno reducido dg = y,.

Teorema Seaf : A>R, A U R? yseaXo;yo) UA
Supongamos que existe
lim f(x,y) =]

(x,y) = (x0,%0)

y existe la funcion
lim £ (x,y) = #(x)
para todo x en un entorno reducidoxje

Entonces
lim @(x) =1

)Caxo

Analogamente, supongamos que existe la funcion
lim f (x,y) =¢/(y)

para todo y en un entorno reducido yje

Entonces
limy(y) =1

Y-Yo

Continuidad

Del mismo modo que se ha hecho para el caso dofawxreales de una variable
real, recordamos la definicion de funcion contienaun punto, concepto en el cual
interviene el de limite de una funcion. En efestotiene la siguiente:

Definicion: Seaf : A—R una funcién definida en un conjuntolA R", y sea d1 A.
Se dice que f es continua en a si y solo si

lim £ (x) = f(a) (8)

Teniendo en cuenta la definicion de limite, puesizibirse: f es continua en a si y
solo si

Oe>0,00>0/0x0A:|x~d|<d=|f(x)- f(a) <& (9)



Puede observarse que tanto(8nhcomo en(7) las definiciones estan, vinculando
entornos de los puntog(a) y a. Puede verse que, las imagenes de los puntos que

pertenecen a un entorrif§a) del puntoa, caen en un entorno d€a); es decir,

f(E(@)O E[ f(d]  (10)

IV Limite en Espacios Métricos

Como en el caso de funciones reales de variablepa@ el estudio de limites y
continuidad de funciones en espacios mas abstrastogcesario tener una forma de
medir la distancia entre dos puntos. Generalizalado propiedades basicas de la
distancia entre dos puntos de la recta o del ptantiene la siguiente nocién abstracta
de distancia.

Definicion:
Sea X un conjunto, una distancia eX es una funciérd: Xx X - R que posee
las siguientes propiedades:
. Ox,yOX:d(x y=0
II. Parax yOX d X, yF O= »x= )
. Ox,yO X:d(x Y= d y X (simetria)
IV. Ox,y,z0 X: d x y< d x x+ ¢ ,z) (Desigualdad triangular)
Un conjunto X sobre el que se ha definido una métritase denomina espacio
métrico y se nota pofX, d).

Definimos a continuacion las nociones de bola #hieonjunto abierto, conjunto
cerrado y punto de acumulacion:

Bola abierta: Dados x[1 X y r >0, se define la bola abierta de centroy radio r
como B(x r)={yO X:d(x y< }.

Conjunto abierto: Se dice que un conjunto A0 X es abierto si
OxOAOr>0/B(x r)O A.

Conjunto cerrado: Se dice que un conjuntB es cerrado si su complemento- B es
abierto.

Punto de acumulacion:se dice que un puntal] X es de acumulacién del conjunto
M O Xsi Oe>0:[B(xe)-{%¥]n Mz0.

Estamos ahora en condiciones de definir las nosialeelimite y continuidad en
espacios métricos.



Definicion:
Sean(X,d), (Y, d) espacios métricodyl I X, all My la aplicacionf M - Y.
Se dice quef tiene limitel ,1 0Y, ena siy solo si

Oe>0,[B>0/0x0OM :d(x,a)<d= d'(f(X), )<e
Notacion: lim f(x) =1

Definicion:
Sean(X,d), (Y, d) espacios métricodyl 0 X a1My la aplicacionf M - Y.
Se dice quef es continua em si y solo si

Oe>0,>0/0x0OM :d(x,a)<d= d'(f(X), f(a)<e
Se dice que una funcion es continua cuando lo égdenpunto de su dominio.

Proposicion:

Sean(X,d), (Y, d) espacios métricod O X 1Y, a punto de acumulacion de
M vy la aplicacionf M - Y. Son equivalentes:

a) f tiene limitel en el puntoa.

b) Dada(x,) .y OM/x, - a= f(x) - |

n- oo n-oo

Propiedades:

1) Si existelim f(x), es unico.

Esta es una consecuencia de la unicidad del lgeiticesiones.
2) Sean(X,d), (Y, d") espacios métricosf E - Y ,g E- Yfunciones.

Se definen:
f+g:E- Y/OXJE (f+ 9( = { X+ ¢ X

fg:E-Y/OXE (f9(y= (X ¢ ¥
AMGE S Y/OXOE (A H(R=A. (3.
f(x)

Suﬂmio,DXDE,;é:Eq‘ﬁDi]E(;éy):aaa.

Si a es un punto de acumulacion @& y existenlim f(x) y limg(X, entonces las
X-a X—a

funcionesf +g, f.g, A.f, % , tienen limite conx - a y ademas se cumple que:

L lim(f +g)(x) =lim (3 +lim d X
I lim(£.g)(%) =lim f(3.lim ¢ ¥
I lim(A. £)() = Alim ()



im (3
R VAR

Estas propiedades son consecuencia de las propgediad limite de sucesiones.
Haremos la demostracién solo para el caso de [squtad 1).

Demostracion:
Sea(x,),x UE/ %, - a

Por hipotesis exis:éfii;’r; f(x) :Irirrl’ f(x) vy lerrl1 a(X =Iinl dXx) .

Como, por definiciénﬁde suma;le funciormsDE\I (f+ g)E)g) = f(x)+ d x).
lim(f +g)(x,) =lim f(x) +lim d x)

Por lo tanto, Ixi[r;(f +9)(X =Iixrﬂna f( % +Iixrpag X.

Se deja como ejercicio demostrar las restantesqutages.

Proposicion:

Sean(X,d), (Y, d) espacios métricos, y la aplicacidn: X - Y. Entonces f es
continua si y solo sif *(U) es abierto para todo abiettb Y .

Demostracion:

Supongamos se& continua y sed Y abierto.

Tomamosy, = f(x,)JU, conx, 0 X.

Como U es abierto existe un entorno dg = f(x,) incluido enU, es decir,
D:>O/B(f(>§)),s) OU. Pero comof es continua, y en particular eq, existe un
entorno dex, tal que su imagen pof es un subconjunto dg . En otras palabras,
[3>0/f (B(x,8) O B( f(%,5)) 0 U.

Finalmente se tiene quB(x,,8) O f‘l( f(B()g,ES))D f*(U), y como x, es un
punto cualquiera dé *(U), resultaf *(U) abierto.

Supongamos ahora qué™(U) es abierto para todo abiertd OY . Probaremos
que f es continua.
Sean x, 00X, £€>0. Como B(f()g),s) es un conjunto abierto el , por

hipétesis f‘l(B(f(xo),e)) es un abierto en X, es decir
[B>0/B(x,,0)0 f‘l(B( f()g),s)); entonces
f (B(%,,8)) O f( £ ( B f(>g),e)))D B f(%).).

Luego la funcién es continua en un pumtp cualquiera deX, por lo tanto la
funcion es continua eix .



V. Un breve estudio de espacios topolégicos

Los espacios topoldgicos resultan ser espaciogygaeralizan a los anteriormente
estudiados, en efecto, todo espacios meétrico gsoldgico, sin embargo, no todo
topolégico es métrico. De aqui que las funcioneg @studiemos en espacios
topologicos pueden resultar distintas a las denésicos.

Comencemos definiendo lo que es un espacio topaogi
Definicion:
Dados el conjunto X y una coleccion de subconjuntos de X. Diremos fues

una topologia sobre X si se cumplen las siguierdasiciones:

i. eUT,XUT.
i. Launién arbitraria de elementos @iepertenece & .
iii.  Lainterseccion finita de elementos @iepertenece d .

El par (X, T) se denomina espacio topologico y los elementoE de llaman
abiertos.

Ejemplos

1) Los espacios topolégicos mas sencillos son loscidds por una métrica, en
efecto, dado X espacio métricoxyJ X; la familia de conjuntos

T={B(x, n:r>0 0{g
es una topologia sobre X.

2) Dado X conjunto, consideremos el conjunto de paPies) del conjunto X. La
familia dada porT = P(X) es una topologia sobre X. dicha topologia recibe e
nombre de “topologia discreta”.

3) Dado el conjunto X. La familia de conjuntos

T={X,¢

es una topologia sobre X y se llama topologia andis.

4) Dado el conjunto X. La familia de subconjuntos ddaxXia por

T={AD X:| A|<w} O{g}
es una topologia sobre X y recibe el nombre delogje de los complementos finitos.

Continuidad

Otro concepto de gran importancia en el estuditnsl@spacio topolégicos es el de
continuidad de una aplicacion entre dos espacipsldgicos, que esta dado por la
siguiente



Definicion: Dados los espacios topologicasX,T,) y (Y,T,), y la aplicacion
f : X - Y. Diremos que la aplicaciom es continua siy solo & *(U)OT, para todo
uoT,.

Si estudiamos a 'Ro a los espacios métricos en general, a travél depologia
inducida por la métrica, podemos probar que lamidaines dadas en los paragrafos
anteriores son equivalentes a esta, pues se saldasgbolas abiertas efectivamente son
conjuntos abiertos.

Ejemplos de aplicacion

1) Sea la funcionf : (X, T ) — (Y,T). Estudiemos las funciones continuas de
esta forma.

SeaU OT, luego f *(U)OP(X) y por lo tantof *(U)OT

abierto cualquiera, resulta que toda funcion esiwoa.

ComoU es un

discreta*

2) Sea la funcionf : (X,T) - (Y,T ). Los abiertos d& sonY y ¢@.
f(Y)=XOT
f(@) =0T

Luego toda funcion de esta forma resulta continua.

indiscreta indiscreta

3) Sea la funcionf : (X, T,) - (Y,T
complementos finitos.
f(Y)= XOT,, pues |X°

dondeT, denota la topologia de los

indiscreta) !

=|fd=0<w. Ademads f™(@=¢ Iluego si
|#|=|X| <, fHPHOT, y toda funcion es continua; sj¢f|=|X|=eo,

f *(¢) 0T, y ninguna aplicacion de este tipo resulta continua
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RESUMEN

El presente trabajo aborda la problemética de la capacidad de sostén del relleno de la
Laguna Arguello, para la construccién de un complejo habitacional.

Para la realizacion del trabajo se realizaron actividades de busqueda de informacion,
relevamiento de datos, relevamientos fotograficos y recorridos por los sectores del Area
de la Laguna Arguello.

La fundacion que se adopt6 para transmitir las cargas del complejo habitacional hacia el
suelo de relleno analizado es Pilotes Perforado. Se eligio este tipo en base a criterios
técnicos conocidos.

Del resultado obtenido, concluimos que sobre el terreno de relleno analizado, se puede
materializar el Complejo Habitacional de tres plantas, cuyas caracteristicas técnicas se
describieron en el presente informe, utilizando el sistema de fundacion de Pilotes
Perforados.



1. INTRODUCCION

El presente trabajo aborda la problemaética de la capacidad de sostén del relleno de la
Laguna Arguello, ubicada sobre la calle Patron entre Saavedra y Av. Paraguay, Villa
Don Rafael para la construccion de un complejo habitacional. EI mismo se encuadra
dentro del Curso de Posgrado “Metodologia de la Investigacion™ que fue desarrollado
en la Facultad de Ingenieria dependiente de la Universidad Nacional del Nordeste, de la
ciudad de Resistencia, provincia del Chaco, Argentina.

Para la realizacion del trabajo se realizaron actividades de busqueda de informacion,
relevamiento de datos, relevamientos fotograficos y recorridos por los sectores del Area
de la Laguna Arguello donde se vislumbra la problemética analizada.

El 4rea Metropolitana del Gran Resistencia se encuentra emplazada en la planicie de
inundacion del rio Paranad. A este contexto geomorfoldgico se le suman una serie de
lagunas semilunares — antiguos meandros - que completan el sistema fluvio — lacustre,
directamente regulado por las fluctuaciones del Parand, afectados en la actualidad por el
proceso intenso de urbanizacién. En general estos terrenos son anegadizos y con escasa
pendiente.

La ciudad de Resistencia fundada oficialmente en 1878, comienza a crecer
aproximadamente desde 1920 y en 1947 rebasa los limites propuestos para la primera
colonia y se realizan los primeros rellenos de lagunas con el consecuente impacto sobre
el entorno natural. Antiguamente se pensaba que las lagunas se podian y debian ser
rellenadas ya que eran espacios inservibles, y no se tuvo en cuenta el valor Gtil y
paisajistico de las mismas, de las masas boscosas que la circundaban y de la fauna
existente. Como resultado hoy solo quedan 28 lagunas dentro del sistema de defensa
interno que resguarda de las crecidas del Rio Negro, de las 70 que existian en el area
Metropolitana.



Por falta de planificacion las lagunas no se integraron a la trama urbana, y quedaron
como vacios en areas centrales o semicentrales. Entre la década del 60 y fines de los 70
grandes sectores marginales se han asentado a los bordes de la lagunas, arrojando
basuras y todo tipo de desperdicios a fin de obtener mayor espacio para su uso
residencial, sin condiciones minimas de habitabilidad colaborando a la vulnerabilidad
ambiental de nuestro sistema hidrico.

Uno de los problemas ambientales del Gran Resistencia es la diversidad de uso del
suelo y la velocidad con el que este se da, aumentando las incidencias del mismo. Cada
uso genera un impacto negativo o proceso degradante particular en el paisaje y en sus
recursos (agua, suelo, aire, bosque, etc.) por la mala planificacién del manejo de éstos.

El crecimiento descontrolado del uso del suelo dio como resultado la ocupacion y
relleno indiscriminado de lagunas que tenian la funcion de actuar como receptoras de
los excesos pluviales, por lo que la ciudad se ve vulnerable ante las copiosas y
frecuentes precipitaciones (aun cuando no superan los 50 mm).
La urbanizacion genera una impermeabilizacion de los terrenos, lo que produce un
impacto negativo en el proceso de absorcion del agua de lluvia.

La Laguna Arglello a mediados de la década del 30 cubria una superficie de 30
hectéreas, en la actualidad solo alcanza a cubrir 9,5 hectareas, rodeada de viviendas
precarias, con condiciones de insalubridad permanente.

Esto ocurrid debido al sostenido crecimiento demogréfico, la creciente edificacion y la
especulacion inmobiliaria, ya que estas tierras adquieren mayor cotizacion por su
proximidad al casco céntrico de Resistencia — a menos de 1,5 km- fomentando una
ocupacion (previo relleno) de los espejos de agua.

13 :" - 0. o.}. -',-

AREA DE ESTUDIO

Se ha escogido como area de estudio a un sector de villa Don Rafael, ubicada sobre la
calle Patron entre Saavedra y Av. Paraguay.
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Esta laguna esta rodeada de viviendas precarias de mamposteria, cuentan con
conexiones de agua y energia eléctrica, no tiene sistema de cloacas, con condiciones de

insalubridad permanente.

VISTA POSTERIOR (paralela a calle Patrén)

La incipiente construccion de viviendas ha sido acompafiada por una fuerte
transformacion del paisaje. Estas viviendas fueron construidas sobre relleno, lo que
determiné la limitacion del escurrimiento e endicamiento del excedente hidrico
resultantes de las precipitaciones, inundando terrenos que no sufrian estas limitaciones.



VIVIENDAS UBICADAS SOBRE CALLE PATRON
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El descontrolado crecimiento urbano del Area Metropolitana de Resistencia ha
producido otras muchas consecuencias negativas, el sostenido avance anarquico del uso
del suelo y, la ocupacion indiscriminada de las riberas de las lagunas del AMGR, la
escasez de espacios verdes adecuados para recreacién y esparcimiento de la poblacion y
el deterioro ambiental creciente (materializada por rellenos incontrolables de las lagunas



para el asentamiento de viviendas precarias), nos estan dando la pauta de lo que hemos
estado haciendo mal.

Es por ello que nos planteamos si un terreno de relleno soportaria un complejo
habitacional de tres niveles con una fundacion del tipo Pilote Perforado. Siendo nuestro
objetivo aprovechar al maximo el relleno ya existente sobre la Laguna Arguello
evitando asi continuar con estas practicas antinaturales.

Por todo lo expresado, consideramos se hace necesaria una ocupacion planificada del
suelo, a través de un trazado urbano digno para la poblacidn, con la simultanea
revalorizacion del sistema fluvial lacustre, y mejorando asi la calidad de vida tanto en lo
social, como en la salud y la educacion. El saneamiento legal de una vivienda propia
con condiciones dignas de habitabilidad, con infraestructuras, equipamientos adecuados
y una efectiva planificacion territorial. Como asi también debera centrarse en
alternativas de zonificacion, que determinen y delimiten areas de reserva de espacios
verdes con el fin de contribuir al bienestar social.

Lol




2. DESARROLLO

La Planta General Tipo del Complejo Habitacional se detalla en la siguiente
figura.
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Iméagenes de Obras en Construccién

La eleccion de los distintos tipos de fundaciones que se conocen, surgen de la
interaccion de:

- las propiedades mecanicas del suelo,

- el tipo de cargas,

- laintensidad de cargas,

- las deformaciones producidas por la interaccion de suelo-cimiento-carga
estructural.



La fundacion que se adopt6 para transmitir las cargas del complejo habitacional
hacia el suelo de relleno analizado es Pilotes Perforado. Se eligio este tipo en base a
criterios técnicos conocidos.

Se cuenta con un Analisis de Estudio de Suelo, proximo al area estudiada, el

mismo proporciona las caracteristicas de Tension admisible del Suelo, valor que define
el tipo de fundacion para las cargas actuantes.

3. Procedimiento de Calculo:

En funcion de la Planta tipo adoptada se plantea el siguiente Esquema Estructural:

Planta Techo
i
Y 2° Piso
i
Y 1° Piso
i
= L 3.00 i 3.20 _
N [
¥ Planta Baja
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4. CONCLUSIONES

Del resultado obtenido, concluimos que sobre el terreno de relleno analizado, se puede
materializar el Complejo Habitacional de tres plantas, cuyas caracteristicas técnicas se
describieron en el presente informe, utilizando el sistema de fundacion de Pilotes
Perforados.

Proponemos este tipo de Cimentacion ya que tiene varias ventajas como ser:
- Economia si el numero de pilotes es reducido.
- Posibilidad de alcanzar grandes profundidades (hasta 40 m)
- Se adaptan bien a las reparaciones bajos obras y el refuerzo de cimentacion.
- Engeneral el Pilote Perforado tiene la ventaja de ejecutarse rapidamente.

Esto permitira:

- aprovechar al maximo el relleno ya existente sobre la Laguna Arguello evitando asi
continuar con la ocupacion indiscriminada de las riberas de las lagunas del AMGR.

- revertir las consecuencias negativas del sostenido avance anarquico del uso del suelo,
principalmente la escasez de espacios verdes adecuados para recreacion y esparcimiento
de la poblacion y el deterioro ambiental creciente (materializada por rellenos
incontrolables de las lagunas para el asentamiento de viviendas precarias

- realizar un trazado urbano digno para la poblacién, lo cual beneficiara la
revalorizacion del sistema fluvial lacustre, y mejorara los estandares de vida tanto en lo
social, como en la salud y la educacion, eliminandose éareas de conflictos en maltiples
aspectos

Debemos dejar aclarado, que nuestro fin con este trabajo de investigacion es
materializar el Complejo Habitacional solo en las lagunas que han sido rellenadas y no
pueden ser recuperadas.

No queremos que se considere con este trabajo que las lagunas deben ser rellenadas para
proporcionar una solucion habitacional.

Consideramos que la influencia del ecosistema a la hora de proyectar la urbanizacion
debe ser un factor preponderante.
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EL VIENTO A TRAVES DE LA MITOLOGIA
Y LA REALIDAD COTIDIANA

Mario Bruno Natalini *

* Instituto de Estabilidad, Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional del Nordeste

RESUMEN

El viento, ese fendmeno de la naturaleza que muchas veces nos brinda una suave brisa y
otras revolucionan el habitat produciendo dafios materiales, siempre ha sido objeto de
interés por parte del ser humano. Generalmente se lo endiosaba y aqui se describe su
inclusion en las distintas mitologias .Pero hoy se destaca méas por los dafios que
ocasiona y es bueno conocer su peligrosidad y se dan algunos ejemplos de su accionar.

I. INTRODUCCION

Desde los origenes de la civilizacion, el viento ocupd un lugar preponderante en las
mitologias de los pueblos. Llama la atencion que en Grecia se lo considerara como un
elemento peligroso, que era utilizado por los dioses para producir dafio, mientras que en
los demas paises se lo tenia en cuenta como un Dios e inspiraba respeto. Es posible que
se trataba de alagarlo para que no fuera demasiado violento y siempre el ser humano
necesitd un Dios fuerte a quien adorar.

Hoy, el viento ha dejado de ser un ente divino, pero igualmente se lo recuerda en la
poesia y en la musica (Pablo Neruda:” El viento en la isla”, Doménico Modugno :”La
distancia es como el viento” ,Giuseppe Verdi en la Opera Rigoletto: “La donna ¢ mobile
qual piuma al vento...”)

Actualmente se lo considera, junto al sismo, como una amenaza latente contra la vida
del ser humano y su entorno. Lamentablemente, es dificil predecir cuando actuara.
Segun Walter [1] “se tiene que los dafios atribuibles a fendmenos relacionados a vientos
fuertes son similares 0 mayores a los que se producen por accion sismica. Por ejemplo,
de acuerdo a la base de datos EM-DAT [2], tomando el periodo 1900-2010, en América
el 21% de las pérdidas econdmicas se deben a terremotos, y el 71% a tormentas.”



Il. DE LAS MITOLOGIAS

1.- Mitologia griega

En la antigua Grecia, Zeus le dio el poder a EOLO, hijo de Hipotes ,(Fig. 1 y 2) para
que controlara los vientos , prisioneros en un sétano Solamente podian ser liberados
cuando Eolo lo decidiera. Controlaba las tempestades e incluso ayudaba a diversos
personajes incluidos en la Eneida, a cumplir sus misiones.
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Fig.1.- Represntaciéﬁ de Eolo sdplando contra un arbol [R(;f.3]




“Fig.3.- Torre de los vientos [Ref.3]

En el 4gora romana de Atenas, Andrdnico de Cirro construyo la Ilamada Torre de los
vientos (50 a.c.) (Fig.3).

Era de planta octogonal y cada cara representaba un viento, orientado a los ocho puntos
cardinales: Boreas (N), Kaikias (NE), Euro (E), Apeliotas (SE), Noto (S), Lips (SO),
Céfiro (O), y Skiron (NO)

Media 12 m de alto por 8 m de didmetro y fué construida en marmol . Funcionaba como
reloj de sol, reloj de agua y poseia en el tejado una veleta que marcaba la direccion del
viento

Fig.4.- Reloj de agua [Ref.3]
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ce, Francia [Ref 3]
(El cartel dice “siempre es la hora de no hacer nada”)

2. Mitologia china
En China no existia una verdadera mitologia pero si diversos dioses, uno de los cuales

era Feng Bo (J&\{H), en su forma humana, porque tenia también una forma animal
Ilamada Fei Lian (fig. 6) Era el dios del “buen viento” y se lo denominaba también “rey
del viento” o “Tio viento” Yy se decia que llevaba el viento envuelto en una piel de

cabra,

Fig.6.- Fei Lian (500 a.c.) [Ref.3]



3. Mitologia egipcia
También Egipto adoraba el viento. AMON, (fig 8), era el “Padre de todos los vientos” .

Fig. 8.- AMON [Ref.3]

Esta deidad originaria de Tebas, conocida como "El rey de los Dioses", alcanzd gran
importancia bajo la XII dinastia. Su nombre significa "El secretisimo” o "EIl misterioso".
Era conocido como "Padre de todos los vientos”, "alma del viento" y en muchas
embarcaciones se grababa su nombre en el timon.

4. Mitologia hindu

El hinduismo le daba especial importancia al viento, en realidad al aire, por cuanto entre
los 5 elementos fundamentales figura el mismo. En la version china, los 5 elementos
eran: hierro, madera, agua, metal y fuego).Pero en la version hindu son los siguientes:

e Prithui o bhumi: tierra
e Apaovyala: agua

e Agni o teyas: fuego

e Vail: aire

o Akasha: éter



El concepto Vaiu es fundamental como Mukhia Vaia (‘viento principal’) o Mukhia
Prana (‘aire vital principal’), formado por un grupo de cinco divinidades, conocidas
como Prana, Apana, Viana, Udana y Samana que controlan la vida, el aliento vital, el
viento, el tacto, la digestion y la excrecion (Fig.9).

Fig. 9.- Representacion de VAIU [Ref.3]

5. Mitologia japonesa
En el Japon también existia un dios dedicado al viento, denominado Shina Tsu-
Hiko*“Shinatsuhiko-no-kami (ZBREBLL L %8 en el Kojiki) o Shinatsuhiko-no-mikoto

(#RFRSEE % en el Nihonshoki) es el kami del viento, dentro de la mitologia japonesa.

Segun el Kojiki, es hijo directo de Izanagi e I1zanami; en cambio en el Nihonshoki relata
que nacid del soplido de la niebla matutina por Izanami, y surgié junto con Shinatobe,
considerada su hermana.Esta deidad se le rinde tributo, junto con Shinatobe, en el
santuario Kaza-hi-no-miya, en el complejo de Naikii del Santuario de Ise; y en el
santuario Kaza-no-miya, en el complejo de Gekii del Santuario de Ise.”(Fig.10)


http://es.wikipedia.org/wiki/Ayuda:Idioma_japon%C3%A9s
http://es.wikipedia.org/wiki/Ayuda:Idioma_japon%C3%A9s

Fig.10 Santuario Kaza-hi-o-iya, en el Santuario de Ise, dedicado a Shinatsuhiko
[Ref.3].

I11. EL VIENTO COMO ENEMIGO

Pero la realidad cotidiana nos indica que huracanes, tornados, vientos fuertes, etc.
azotan la superficie terrestre produciendo caos y destruccion, con el agravante de ser un
fendmeno aleatorio que da poco margen a su prediccion.

El viento es el movimiento de una masa de aire en la atmosfera. Es "la compensacion
de las diferencias de presion atmosférica entre dos puntos” Las dos causas principales
de la circulacion atmosférica a gran escala son el calentamiento diferencial de la
superficie terrestre segun la latitud, y la inercia y fuerza centrifuga producidas por la
rotacion del planeta.” [3]Cuando su velocidad es baja, puede ser agradable y
refrescante. Pero si la velocidad aumenta, comienza a convertirse en un fendmeno que
puede provocar dafios importantes. Es conocida la Escala de Beaufort, modificada, (la
original Escala, preparada por el almirante Beaufort solamente se referia a dafios en el
mar). (TablaI)



Tabla |

Escala de BEAUFORT

Grado Velocidad del Descripcion del Viento Efectos del Viento
Viento
(m/seq)
Km/hora
0 0-05 calma nulos
0-1,8
1 05-17 aires suaves el humo sube
1,8- 4,42 verticalmente
2 1,7-33 brisa suave el viento acaricia el rostro
4,42-11,88
3 3,3-5.2 brisa apacible las hojas se mueven
11,88- 18,72
4 52-74 brisa moderada pequefias ramas se
18,72- 26,64 mueven flamean las
banderas
5 7,4-98 brisa fresca se mueven las ramas
26,64- 35,28 grandes
6 98-124 brisa fuerte se mueven los renuevos
35,28- 44,64
7 12,4 -15,2 ventarron debil ramas gruesas se
44,64- 54,72 encorvan. se siente el
viento en edificios
8 15,2 - 18,2 ventarron moderado Problemas con peatones.
54,72- 65,52 Se rompen ramas
pequefias. Oscilan troncos
de arboles
9 18,2-215 ventarron robusto El viento desplaza objetos
65,52- 77,44 livianos. Se rompen ramas
gruesas y renuevos
10 (215-251 ventarrdn fuerte Arboles desarraigados. Se
77,44- 90,36 rompen postes de luz
11 25,1 -29 ventarron destructivo Dafios severos
90,36-109,4
12 29 0 mas huracanes Desastres
109,4 0 mas tornados

Los vientos de grado 12 son los mas destructivos por las velocidades que alcanza. .El
Huracan, no esté presente en el hemisferio sur de América, dado que se forma cuando la
temperatura del mar alcanza los 28° C ,cosa que no sucede Las velocidades pueden
llegar a 250 Km/h. Ejemplo es el Huracan Goes 12 que se formo en el Caribe el 20 de
octubre de 2005 (Fig.11)
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Fig. 11.- Foto obtenida por el esZ alas 14 utc( i.40 hora argentina), del Jueves-
20-de octubre de 2005 en el Caribe [Ref 3]

El otro viento de grado 12 que si se forma en el hemisferio sur es el Tornado, aunque
con mucho menos frecuencia que en el hemisferio Norte.(fig 12.) En este caso, las
velocidades pueden llegar a 500 Km/h de velocidad tangencial y 300 Km/h de velocidad
de ascenso.

Fig. 12. Aspecto de un tornado, [Ref. 3]



Pero aun a baja velocidad, el viento puede producir efectos desagradables en los
peatones:

a — La obstruccion del flujo de aire cuando existe un edificio alto rodeado por otros
bajos puede producir corrientes descendentes fuertes hacia el nivel de la calle

b - Entre los edificios altos puede provocarse un efecto Venturi con aceleracion brusca
del viento.

¢ - Pueden producirse remolinos en las esquinas de los edificios y cuando hay efecto de
vecindad se crean vortices a nivel del suelo

Veamos algunos accidentes ocurridos en obras importantes producidos por vientos
fuertes.

1. Anfiteatro Transito Cocomarola — (Corrientes)
Era un reticulado estéreo construido con barras de hierro redondo ,cubierto por placas

de hormigon con forma de conoide abierto en el frente y cerrado atras, que colapso el
28 de abril de 1992.-(Fig. 13,14,15)
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Fig.13.- Esquema del anfiteatro [Ref. 4]

Un viento fuerte, pero que no superaba el valor de calculo, ingresé en forma directa por
la parte abierta, quedando embolsado y creando presiones internas importantes que se
sumaron a las succiones exteriores. En un instante literalmente explotd la estructura,
derribandose.

Fig. 14 — Escenario del anfiteatro. Vista de la estructura desde el sector de bancos
antes que ocurriera el fendmeno meteoroldgico [Ref.4].



destruida por el temporal. [Ref.4]

Fig.15 Estructura metélic
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Fig. 16 — Sector de la estructura vista desde el acceso al anfiteatro — Placas de
hormigon que formaban la cubierta. diseminadas sobre el terreno circundante [Ref.4].

2. Polideportivo Regional Provincial Jaime Zapata - Resistencia-Chaco

En Fig.17 se observa el corte transversal de la tribuna techada, construida a fines del
afio 2002 y colapsada el 22 de diciembre de 2003.

En la Fig.18 se ve la tribuna con el techo girado hacia atras y las chapas plegadas por la
accion de un viento sudeste de aproximadamente 120 km/hora menor al considerado en
el célculo
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Fig. 17. Corte transversal de la tribuna del Polideportivo Ref. [5]

Fig.18. Vista de la tribuna con el techo de chapa plegado [Ref. 5]



3. Torres de enfriamiento de Ferribridge - Yorkshire -Inglaterra

Su forma geométrica es un hiperboloide de revolucion, construidas en hormigén
armado [Fig.19]. En una hora de vientos fuertes fueron, dafiadas gravemente 3 torres
con derrumbe de sectores y las demas sufrieron dafios (Nov. 1965) con deformaciones
en el anillo extremo (Fig.20)
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Fig. 20 .Torres de Eﬁriainﬁi después'delqi:olépéd[Ref. 5]



4. Usina Termoeléctrica Presidente Medici y Quinta.- Brasil

Fig.21.- Colapso de la torre [Ref.6]

Blessmann [5] cita el caso del colapso de las torres No. 36 a 40 en la linea de
transmision entre la Usina Termoeléctrica Presidente Médici y Quinta (Fig.21). "La
primera torre a entrar en colapso debe haber sido la del medio, alcanzada por una rafaga
de viento excepcionalmente violento. Esta torre fue arrancada, llevando consigo parte
de las dos fundaciones de hormigon armado del lado de barlovento. Las bases de estas
dos patas de la torre fueron dislocadas transversalmente a la linea, a una distancia de
9,10 m. El esfuerzo lateral causado en las cuatro torres vecinas (dos de cada lado) por el
desplazamiento de los cables, con el derrumbe y desplazamiento transversal de la torre
central, junto a los esfuerzos originados por las altas velocidades del viento sobre los
cables y las torres vecinas, provoco el colapso por flexion de las otras cuatro torres” La
velocidad estimada fue de 130 Km/h, menor que el limite reglamentario.



5. Letrero del Hilton Hotel - USA

El letrero de propaganda del Hotel Hilton en las Vegas USA (Fig.22) era un reticulado
metélico espacial de 109 m. de altura. Construida en septiembre de 1993 a un costo de
US$S 5.000.000, llevaba en su frente 77.000 ldmparas incandescentes y 6.000
fluorescentes. Se calculé numéricamente (no se hizo ensayo en tunel de viento) para un
viento maximo de 220 km/h

En Julio 18 de 1994 se produjo el colapso de la mitad superior, que se plegd bajo un
viento de 145 km/h (Fig.23)
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Fig.23- Estructura después d




6. Tacoma Narrow Bridge (Washington- USA)

En Fig. 24 se observan las dimensiones del puente colgante, donde el ancho del tablero
mide B = 11,90 m y la luz m&xima L= 853 m. Fue finalizado el 1 de julio de 1940 y ya
se producian oscilaciones verticales del tablero con vientos leves, por lo cual la gente lo
llamé “Galloping Gertie”
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Fig. 24- Detalles del puente sobre el Rio Tacoma .USA [Ref. 8]

El 7 de noviembre de 1940, con una velocidad de 19 m/seg (68 km/h) se produjeron
violentas oscilaciones del tablero que duraron 70 minutos, donde el tablero llegd a
adquirir un angulo de 35° hasta colapsar (Fig. 25y 26).

Numerosas interpretaciones se dieron al fendbmeno y en el Laboratorio de Von
Karman en California se hicieron estudios en tunel de viento, concluyéndose que se
debi6 a vibraciones autoexcitadas con formacion de vortices. A. Larsen [6], analizé a
fondo el problema en base a nuevas experiencias y concluyé que se produjo un
problema de “flutter”, con una frecuencia de torsion f; 0,20 Hz y una frecuencia de
flexion fr = 0,13 Hz.



Fig. 26. Colapso del Tacoma Bridge [Ref. 10]

Posteriormente se modifico el proyecto original del puente, efectuandose perforaciones
en los costados del tablero, con lo cual se evitd la inestabilidad, se reconstruydé y no
hubo més movimientos.



I V. CONCLUSIONES

El viento es uno de los pocos fendmenos de la naturaleza que el ser humano no puede
dominar y como él, nace, se desarrolla ,muere y se reproduce cuando quiere y como
quiere, razon por la cual debe ser respetado. En cierto sentido, podemos decir que tiene
cierta aureola divina que lo hace casi todopoderoso. A veces es amable y nos recrea con
una suave brisa y otras veces nos castiga destruyendo vidas y viviendas.
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