Ing. C. Abel Azcona

SISTEMAS CON POLEAS Y APAREJOS

La ménsula de la figura es utilizada para sostener en la posicion indicada al bloque cuyo peso W

es de 280 kg.

Se pide determinar el sistema fuerza-par
equivalente actuando sobre el punto A. Dicha
comprobacion debe realizarse considerando
un diametro variable de la polea, suponiendo
que la inclinaciéon del cable permanece en el
orden de los 45°.

Si el diametro de la polea fuese determinado, de
tal forma que la distancia de la linea de accion de
W al punto A fuese conocida, la solucién del
problema seria inmediata, llamando R al valor de
la fuerza resultante y MAR al momento estatico
resultante del sistema de fuerzas activo con
respecto al punto A, resultaria:

R=W y MAR =W . L, lo que equivaldria
considerar al conjunto mecanico como una sola
pieza.

Pero como es condicion del problema la
indeterminacion de dicha magnitud, sera
necesario considerar las acciones de la fuerza
sobre el DCL de la ménsula, procediendo al
despiece del sistema.

La accion que se ejerce sobre el punto C se
determina facilmente observando el diagrama
del c. libre de la polea. Si tenemos un cuerpo
cualquiera sobre el cual actia un sistema de
fuerzas y queremos saber la accién que dicho
sistema ejerce sobre un punto del mismo, lo que
debemos hacer es hallar el sistema fuerza - par
equivalente tomando como centro de reduccion
a dicho punto.

En el caso particular de una polea como la de la
figura, la reduccion del sistema de fuerzas activas
con respecto al centro de la misma es un proceso
inmediato, pues ambas fuerzas pueden
trasladarse sin mas tramite a dicho punto. Esto es
asi porque ambas tienen la misma magnitud (no
olvidar que la tensién en un cable en equilibrio es
constante en toda su longitud) y sus rectas de
accion, tangentes al perimetro de la polea,
guardan la misma distancia al punto C, de manera
que los momentos de traslacién son iguales y de
sentido contrario, por lo cual se anulan.

Producido el traslado, entonces, de ambas fuerzas
al punto C, nos convendra determinar la accion
conjunta de ambas considerando sus proyecciones
sobre los ejes de coordenadas.

Estas seran:

FCX =W .cos45° =280.0.707 = 198 kg.

FCY=W.(1+sen45°)=280.1,707 =478 kg.

Con lo cual ya podemos construir el diagrama de fuerzas activas
que actuan sobre la ménsula, y proceder a su reduccion tomando
como referencia al punto A. Para ello tendremos que determinar

la fuerza y el par que actuan sobre ese punto.

RX=Wsen45°-FCX=280.0.707 - 198 =0

4.50

45°

0.80

L (indeterminado)

2.00

4.50

RY =FCY - W sen 45° =478 - 280 . 0707 = 280 kg.

El valor del momento sera:

0.80
-
FCX

N

y FCY
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>MO =W .sen45°. 2.50 + FCY . 1.70 -FCX . 3.70 = 575 kgm.

El aparejo que se ve en la figura es utilizado para levantar una tapa embutida de peso W. Los
anillos colocados en B y en C estan fijos en el cable mediante nudos . Se pide determinar el
rendimiento del sistema ( la fuerza vertical Q a aplicar en B para levantar el peso W) en funcion de
la geometria del mismo, dada por los angulos a y B que forman los tramos extremos del cable con
la horizontal.

La solucidon del problema consiste en considerar el equilibrio de los anillos B y C y mediante las
correspondientes condiciones de nulidad de las proyecciones sobre los ejes horizontal y vertical establecer
la relacion entre la fuerza Q y el tirbn ascendente que la aplicacién de la misma produce en el anillo C. A
efectos de una visualizacion general del problema dibujamos un DCL general :

Tsc

Del equilibrio del nudo B tenemos:
2Fy =0
2> Tassena=Q > Tap= Q/sena

YFx=0-> Tgc=Tapcosa 2> Tgc=Q.ctg a

Pasando ahora al equilibrio del nudo C

SFx=0>Tep. cosB=Tgc 2 Tep =Q.Ctga/cos B TW=Q. tgp
Tg a

SFy=0>Tw= TepsenB > Tw= Q.ctga.tgp obien

Puede advertirse que el impulso hacia arriba debido a la fuerza vertical aplicada en B , que podria ser
por ejemplo el peso de un operario , es proporcional al cociente entre los angulos By a .



Ing. C. Abel Azcona

Para el sistema de la figura se pide determinar el angulo @ y la magnitud del contrapeso W si se
desea mantener la polea B en la posicion indicada sabiendo que el peso P es de 500 kg.

El primer paso, como en todo problema que contenga sistemas de poleas o aparejos como este, es poner
de manifiesto las tensiones que se transmiten a través de los cables, recordando que la tensién de los
mismos es constante para todo su largo, cuyo valor para este problema que nos ocupa es W. De esta
manera podemos hacer el DCL de las poleas AB y C.

Para la obtencion de los valores de @ y W sélo necesitamos trabajar con la polea central. Para estudiar el
equilibrio de la misma y dado que no existen momentos exteriores aplicados sobre ella, consideramos a
todas las fuerzas aplicadas sobre el centro o eje de la polea.

Teniendo en cuenta el radio R de la polea
menor A, el angulo B puede calcularse
mediante la relacion

tgp=(h+R)/b

Planteando las ecuaciones de equilibrio tenemos que:
YFx=W sen@-2Wcosp=0
YFy=2WsenB+Wcos@-P=0

deelloseextraeque sen@=2.cosfP yque W =P/(2senfp+cos @)



Ing. C. Abel Azcona

Las poleas A y B estan vinculadas a tierra y a distinta altura. La polea C sostiene un peso W y
pende de un cable en cuyos extremos actian dos contrapesos de igual magnitud W. EIl problema
pide determinar la posiciéon de la polea C, en funciéon de las coordenadas X e Y indicadas, a
efectos del equilibrio.

Es evidente que el cable desarrollara una tension igual a W en toda su longitud, también esta claro que el
angulo @ que describa el mismo con la horizontal es la variable que determina la geometria del sistema.
Si analizamos la polea C vemos que sobre ella actia un sistema de fuerzas concurrentes de magnitudes
conocidas donde las incognitas son la posicion de las equilibrantes respecto de la carga vertical.

El equilibrio de la polea C exige que se cumpla
XFx=0 y x=0 vy XFy=0

Si llamamos @1y @2 a los angulos que forman cada
rama del cable con la horizontal tenemos:

Y Fx=-Wcos @1+ cos @2=0;conlocual evidentemente @1 = @2

yde XFx=Wsen @31 +Wsen@2-W=0 > 2send =1 resulta d=30°

Va
Ahora analizaremos el equilibrio en A, que sera simétrico al B Ha /I\
< w

de  Fx =0 resulta Ha = W cos 30°
de X Fy =0 resulta Va=W (1 + sen 30°)

W

El diagrama del cuerpo libre general quedaria :

—> Hb
v

Tomando XM=0 con respecto
al punto A, tendriamos:

v

Ma=W.x +W.b-W(1+sen30°b +Wcos30°h=0 <
de donde, operando llegamos a que:

x=b sen 30 - hcos 30° yfinalmente y=xtg 30°
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En el esquema de la figura se muestra un cuerpo de peso W. sostenido de la forma que se indica.
Se debe calcular las tensiones en los cables para la posicién dada.

El cable en AB es continuo, y por lo tanto desarrolla una tension constante en toda su longitud.
Considerandolo como un sistema ideal, esto es admitiendo que no existe friccién entre ninguna de las
piezas, podemos adoptar la hipétesis simplificativa de que se trata de un sistema de fuerzas concurrentes,
cuyo esquema de equilibrio es el de la figura:

YFx=Tcos30°-Tcos45°-H=0 T
T Fy =T sen 45° + T sen 30°- W =0 T

De aqui obtenemos que H “ /

T (sen45°+sen30°)=W

Porlocual T=W /(sen45°+sen30°) ) W

Asimismo operando con la primera ecuacion ( Despejando H y reemplazando a T por su valor ) tenemos
que:

H=W (cos 30° -cos 45°)/( sen 45° + sen 30°)

Observemos este resultado: Si ambos angulos hubiesen sido iguales, el valor de H seria nulo, es decir
que la cuerda horizontal seria innecesaria para el equilibrio. Por otra parte, si ambos fueran de 90° (
ambas ramas serian verticales ) la tension del cable seria T = W /2. Y finalmente, si todo el cable fuera
horizontal, su tensién tenderia a ser infinita.
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El mecanismo de la figura permite desplazar el brazo AB , de longitud a, girando sobre el eje AC
subiendo o bajando el cilindro de peso P. Se desea conocer el par MAy que se debe desarrollar
en A, actuando en el plano horizontal, para la posicion que se indica en funcion del angulo de
giro @.

La tensién del cable se transmite, como
se ve, alo

largo del cable hasta el punto B y por
efecto de la rotacion del brazo AB la
direccidon de la fuerza P aplicada sobre
dicho punto desarrollara una componente
sobre ese plano de giro, que llamaremos
Ps y que producira un momento

MAy = Ps. acos 20 [1]

Para la determinaciéon del valor de Ps en

funciéon  del angulo ¥ observamos la

figura inferior de la cual se puede ver
que, llamando s a la cuerda del arco que
describe el brazo al girar, resulta

Ps/s=P/BD [2]

donde s =2 asen V20
y BD=vVh?+s’

dela[2] resulta Ps =P .s/BD (7]
osea Ps= P.s /Vh?+s?

y reemplazandoenla[1]

MAy = P.2.a%. sen %@ .cos %@
Vh? +¢°

como 2sen %@ .cos ¥ =send

finalmente

May=P. __a’. sen®@
v (h?+ 4 a%. sen? .0)
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Dado el dispositivo de la figura se pide determinar la posicion de la carga tal que se verifique el
equilibrio, averiguar ademas si existe relaciéon entre la longitud del cable y la tensién que se
desarrolla.

<+ >

El equilibrio de la polea en C es el punto
clave para solucionar el problema que se nos
presenta,

Se puede advertir, efectivamente que el equilibrio del punto C nos permite inferir, sin mas trdmite y dado
que las tensiones en ambos extremos del cable necesariamente son idénticas, que los angulos a y 3
deben ser iguales.

En efecto: >Fx=Tcosa-TcosB =0dedonde > cosa=cosBR> a=8

Para la tension en el cable recurrimos a la proyeccion vertical del sistema de fuerzas:

JFy=Tsena+TsenR-W=0 > 2Tsena=W a

dedonde T=W/2sena [1] b

En cuanto a la ubicacién de la polea, estara definida L1 B
por su distancia horizontal de los apoyos y por el a

angulo a que forma el cable con dicha horizontal.
Como vemos en el esquema de la figura: L2

xtga-(a-x)tga=b >tga(2x-a)=b
y finalmente despejando se tieneque x=b/2tga+al/2 [2]

Relacion entre la tension y la longitud del cable :

Suponiendo que la ubicacion de los puntos A y B son datos del problema, la longitud del cable
estara dada por el valor del angulo que forme el mismo con la horizontal : cuando mayor sea ese angulo
mas largo tendra que ser el cable, asimismo, de la expresion [ 1 ] se puede advertir que la tension
disminuye con el aumento del angulo o, de modo que puede inferirse que la longitud del cable y el
esfuerzo al que es sometido guardan una relacién inversa.

Si queremos hallar una relacion matematica entre la tension T y la longitud L del cable, podemos
plantear:

L1cosa+l2cosa=a > cosa.L=a porlocual cosa=al/L [3] ylogicamente

sena=v1-(al/L)?

de la expresion [ 1] tenemos que sen o =W /2T

igualando ambas expresiones encontramos una relacién entre la tension y la longitud del cable:

W/2T=+V1-(alL)?
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Veamos otro ejercicio )
similar, pero con la variante de - >
que el extremo derecho del cable : :
se conecta a través de una polea
al contrapeso P y estd a mayor
altura que el punto fijo en A. En
este caso la tension del cable esta

directamente definida por el peso
P.

Desde el punto de Vvista
matematico el problema se resuelve del
mismo modo que el caso anterior y f
podemos utilizar las férmulas halladas
en él. En realidad, desde ese punto de
vista, se trata del mismo problema, pero
nos permite quizas verlo desde otra °
Optica o plantearnos otras cuestiones. W
Por ejemplo si tomamos como datos a
los pesos de ambos bloques, lo que
queda por definir es la configuracion del
equilibrio, es decir la flecha f y la
distancia x en que se debera ubicar la
polea movil a efectos del equilibrio.

Como dijimos, podemos utilizar las formulas encontradas en el ejercicio anterior, reemplazando
T por el valor del peso del bloque P

sena=W/2P [1] ( como en el caso anterior por supuesto o =3 )

También como en el caso anterior es posible ver
R que
K L=al/cosa [2]

Asimismo
xtga-(@a-x)tga=-b

oc/
f tga(2x-a)=-b > x=al2 -b/(2tga)[3]

Loégicamente obtenido el valor de x se determina inmediatamente el valor de la flecha f=xtga {4]

En estos casos lo habitual es tener como datos, aparte de la carga, la luz o distancia entre
apoyos asi como también la ubicacidon de estos, sus alturas, etc. , siendo valores a determinar las
reacciones y la tensién en el cable y su longitud o la flecha del mismo, valores estos que pueden estar
determinados o condicionados por cuestiones de disefio o bien por la capacidad portante del cable..

Otra relacién util para el calculo puede ser la siguiente, si en lugar de trabajar como antes con xtga lo
hacemos con la flecha f podemos escribir que

f-atga+f=-b> 2f+b=atga[5]

lo que nos permite relacionar todas las dimensiones.

Veamos un ejemplo numérico: W= 1300 kgs., a =10 mts., b =1 m y suponemos tener que adoptar una
flecha f = 2 mts. por razones constructivas o de disefio

De la férmula [ 5 ] se puede extraer directamente el angulo o y luego el resto de los valores.
Tga=(2f+b)/a=(2.2m+1m)10m=0,5> a=26°40 X=4m; P=1453 kg..
Si en cambio optamos por una flecha f= 4m

Tga=09;0=42° x=444m y P=971,65 kg.
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El cilindro de peso Q puede deslizarse libremente por la barra

vertical y es capaz de sostener en la posicion que se indica a

la carga P a través del sistema de cable y polea que

muestra la figura. Se pide determinar la diferencia de alturas yy
h que debe existir entre el eje de la polea en B y el punto A
de fijacion del cable para que el sistema este en equilibrio. Se
suponen conocidas las magnitudes de P y Q, como también v
la distancia b entre los ejes de la barra vertical y la polea . Se

considera despreciable el diametro de la polea en relacién a

las otras medidas.

Como puede verse el papel de la polea en este caso se b
reduce simplemente a modificar la recta de accién de P, por >
lo que en principio puede omitirse el analisis de su equilibrio.

El DCL del cilindro nos permite plantear las siguientes W = W
: 3

ecuaciones de equilibrio:

e

SFX=P.cos@-H=0 [1] P

SFY=P.sen@-Q=0 [2] ]

Donde el valor a determinar es . Puede verse con facilidad
que operando con la ultima ecuacién se llega a que: Q

sen@=Q/P [3]

Y luego se puede determinar el valor del esfuerzo horizontal H.

El valor de la altura h, dado que se considerd despreciable el diametro de la polea sera:
h=b.tg@ [4]

De la ecuacion [3] puede observarse que la fuerza P debe ser mayor que el peso Q

Si queremos obtener la reaccion RO en el eje de la polea ella resulta , ROV/
de la observacion del DCL :

ROH =P cos @

ROV=P+Psend =P (1+sen@)
y LUEGO RO =+ ROH> + ROV?>

Llamando a al angulo que forma RO con la horizontal puede
verse que

tga=ROV/ROH > tga=(1+send)/cosd
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Veamos ahora un problema formalmente
similar al anterior, pero con modificaciones que
presentan una problematica con caracteristicas
propias. Ahora el cilindro Q esta sujeto por
sendos cables a los puntos A y B, siendo
mantenido en la posicién que indica la figura por
el contrapeso P que actua a través de la polea en
C.

Se pide hallar el entorno de valores de P
que mantenga al cilindro en la posicién indicada.
Si suponemos conocido el peso del
cilindro y consideramos que la geometria del
sistema es un dato del problema, puede verse
que estamos ante un caso de indeterminacién
estatica, pues nos enfrentamos a la necesidad de
descomponer una fuerza, el peso del cilindro, en
las tres direcciones de los cables, lo que como se
sabe tiene infinitas soluciones. Pero el enunciado
del problema nos propone encontrar el entorno B P
de valores de P no sdélo necesarios para el f
equilibrio, sino para mantener la configuracion
geométrica indicada: D
Como puede apreciarse (fig. 1) para cada valor TA a %
de P existira una resultante R1 entre ella y el
peso Q, la cual debera ser equilibrada por las
tensiones TA
y TB. Como los cables son elementos que sélo
pueden desarrollar esfuerzos de traccion, resulta
evidente que para que ello ocurra la recta de Vo
accion de la resultante R1 debe estar situada
entre las rectas definidas por ambos cables.
Se advertira que el aumento de P producira un
giro hacia arriba de R1 alrededor del punto de
aplicacion D,. por el contrario una disminucion de

su valor hara disminuir el angulo que ésta forma P P

con la vertical. Cuando R1 ocupe la posicion

horizontal, tendra que ser equilibrada solo por el

cable AD, mientras que la tensién en BD sera g R )

nula. Un aumento del valor de P comenzaria a —

exigir esfuerzos de compresion al cable BD. Primer Caso: a

. . . R1 horizontal R1

Para que R1 sea horizontal debera cumplirse orizonta Q

que: Q

P sen @ = Q de donde gjg;g::acasgn
o

P=Q/sen @ la horizontal

( Valor maximo que puede tomar P)

Ademas R1=P cos @ =Q/tg @

Para el segundo caso, es decir para que R1 esté alineada con BD, las expresiones tendran esta forma:
P cos @ =R1cos a

Q-Psen@=R1sena

Esto nos da un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, cuya resolucion arroja el resultado:

P= Q cosa y ademas R1= Q cos @
sen (@ + a) sen (0 +a)

Teniendo en cuenta que a= 35 ° y que & = 45°; tendremos que P oscila entre los valores

-10-
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Pmax=1,414Qy Pmin=0,72Q

Si quisiéramos poner las acciones ejercidas
sobre los cables en funcion del valor de P, B
tendriamos: P

s FX=TA+TBcosoa-Pcosd=0 WG
sFY =TBsena+Psen@-Q=0 TA a 1]

Ecuaciones cuya resolucion arroja los siguientes
resultados:

TA=[Psen (o +@)-Qcosa]
sen a

TB=Q-Psend
sen @

Hemos visto que los valores extremos que puede tomar P son aquellos que hagan nulas las tensiones en
uno de los cables, siendo el entorno de validez aquel para el cual ambos valores se mantengan positivos.
Si se anulan las expresiones obtenidas para TA y TB se obtendran sendos valores de P que constituiran
precisamente los extremos (maximo y minimo) del entorno de valores de P que satisfagan las condiciones
del problema.

Obsérvese que la naturaleza del problema encierra una clara indeterminacién pues se trata de un
sistema plano de fuerzas concurrentes para cuya condicion de equilibrio solo disponemos de dos
ecuaciones. Esta indeterminacion resulta salvada al imponerse condiciones en los extremos de los
posibles valores de una de las variables (Condiciones de borde).
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