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Tipos de fuerzas

Son varias las caracteristicas con las que podemos diferenciar las fuerzas:

Fuerzas gravitatorias: el peso de los cuerpos ( W = m.g)

Fuerzas de contacto: las que se producen por la interaccion de dos cuerpos

Fuerzas de cuerpo: actian sobre el volumen del cuerpo ( las fuerzas gravitatorias)

Fuerzas de superficie: las que se producen entre dos superficies en contacto. (la presion de un
liquido, la sobrecarga de una losa)

A las de superficie por simplificaciones que a veces permiten la geometria del cuerpo y la
simetria de las cargas, las podemos considerar:

Lineales ( desarrolladas sobre una linea) por ej. peso propio mas la sobrecarga accidental de
una viga de seccidn simétrica.

Puntuales ( aplicadas en un punto) una superficie pequefia por €j. una columna.

i .

P

Seccion viga

Fuerzas externas: aquellas que son ejercidas por otro cuerpo.
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Fuerzas internas: las que se producen entre dos partes de un mismo cuerpo.

Fuerzas activas: las que recibe el cuerpo por su peso y debidas a la accidon de otros cuerpos.
Fuerzas reactivas: las que se producen en los apoyos de conexion de un cuerpo.
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Componentes ortogonales
de una fuerza

Referida a un sistema de
gjes ortogonales , una
fuerza queda definida

por sus tres
componentes seguin
dichos ejes

Datos : ( F, a, 8)

Fx=Fcos asen f3
Fy=Fsen o
Fz=Fcosacos 3

Datos: ( F, @x, Oy, ©z)

Fx=F cos @©x
Fy=F cos @y
Fz=F cos @z

“» Fl= YF<+ F§ + FZ



Vectorialmente, una
fuerza se puede
expresar:

F=Fx +Fy +Fz

K
Z O, empleando la notacién de J. Willard Gibbs
F=Fxi+Fyj+Fzk

F=Fcos®xi+ Fcos®xj+ Fcos®xk

Descomposicion de una Fuerza en tres Componentes

1 Método de las Proyecciones

T » .
£y oL La relacion entre una fuerza F = F( Fx, Fy, Fz)
Y tres componentes cualesquiera definidas por sus direcciones:

T

Fx
. X T2(a2x, a2y, 02z)

!

Tl(alx, aly, alz)

________________ , T3(a3x, a3y, a3z)

Son las siguientes:

Fx=TIlx +T2x + T3x
Fy=Tly + T2y + T3y
Fz=Tlz+ T2z + T3z

Fx =TI cos{lx + T2 cos{2x +T3 cos(3x
Fy =T1 cosaly + T2 cosa3y +T3 cosa3y
Fz =TI cosalz + T2 cosa2z +T3 cosa3z

Son Tres ecuaciones con Tres incognitas:

Los datos pueden ser las direcciones (necesitamos s6lo dos angulos para cada una) o las
magnitudes de las fuerzas.

Proyeccion vectorial de una fuerza sobre un eje n que la corta

Sea un eje n( Bx, By, Pz), y una fuerza F( F, Ox, @y, Oz ), tal
que se corten en un punto cualquiera N (x°, y°, z°)
Fn=F.n=F .n.cosy (producto escalar)
F=F (icos ®x, jcos Dy, kcos Dz)
n=1.(icosPBx, jcos Py, kcosPz)
Su producto escalar sera
Fn=F.n=F.1.cosy= F (cos ®x cos x, cos Dy cos Py, cos Dz
cos Bz ) cos y = ( cos dx cos Bx , cos Dy cos Py, cos Dz cos Bz )




Descomposicion de una Fuerza en tres Componentes

Meétodo Vectorial

————————

Tl=F.t=F.cosy1 =
F ( cos®x cosolx
+ cos@y coscly

L. I
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Frif K + cosdz cosalz)
L et
» T2=F.t=F. cosy2= I3=F.1=F cosy:=
F ( cos®x cosa2x F ( cos®x coso3x

+ cos@y cosu3y

+ cos@y cosc2
Y ’ + cos®z coswiz)

+ cos®z cosa2z)

Momento estatico de una fuerza respecto a un punto ( MF /o)

O cs ¢l centro de momentos, d es el brazo de palanca o de
momentos y r es el vector posicion del punto de aplicacion de la
fuerza

El valor del Momento de una fuerza F respecto de un punto “O” es por definicion el
producto de la fuerza F por la menor distancia “d” desde el punto “O” a la fuerza F.

Fp=Fseno

Expresion matemadtica
| MF/O|=|F|.d o también:
IMF/O| = | Fp| . | ¥ | En ambos casos
[IMF/O| = [F| .| r|sen a

El significado geométrico

‘N[F/OZF.I'.SCI‘ICI:F.d ‘

La representacion grafica de r y de F en escala de longitudes y de fuerzas respectivamente
permite ver que el valor de MF/o es igual al doble del area del tridngulo AOB, que tiene al segmento
representativo de la fuerza como base y al centro de momentos como vértice opuesto



Momento de una fuerza respecto a un punto

El significado fisico: produce giro, es la importancia de una fuerza para producir un giro
alrededor de un punto.

El signo del momento es convencional, dependiendo del sentido del giro que tiende a producir
dicha fuerza.

Unidades: Estan expresadas en unidades de fuerza multiplicadas por unidades de longitud ( kg-
m, Tn-m , kg-cm, N-m, KN-m, etc.)

Diferencias con el concepto de Trabajo:
Ambos son el producto de magnitudes de fuerza por longitudes, pero

Momento es el producto del valor de la fuerza por el de una distancia perpendicular a la
direccion de la fuerza

Trabajo es el producto del valor de la fuerza por el de una distancia en la direccion de la
fuerza

El Momento es una magnitud Vectorial y su significado fisico es la tendencia a la
produccion de un giro por parte de una fuerza respecto a un punto

Trabajo es una magnitud escalar y su significado fisico esta vinculado al desplazamiento
del punto de aplicacion de una Fuerza

Momento estatico de una fuerza respecto a un punto ( MF /o)

Representacion Vectorial

El momento estatico de una fuerza con respecto a un punto es el resultado del producto vectorial
entre el vector posicion r que define a un punto de aplicacion de la fuerza en relacion al centro de
momentos y el vector F, representativo de la misma.

Su representacion es un vector aplicado al centro de momentos con recta de accion
perpendicular al plano que contiene a la recta de accion de la fuerza y a dicho punto, también llamado
plano de momentos.

El sentido o signo del vector es convencional y depende de la orientacion del giro que la fuerza
tiende a provocar. El sentido del vector ilustrado en la figura responde a la convencion llamada “de la
mano derecha”.

Momento estatico de una fuerza respecto a un punto ( MF /o)

Si los vectores r y F estan 4 .
dados por sus componentes rectangulares \

r=(rx,ry,1z) r=(irx+jry+krz)

F=(Fx,Fy,Fz) F=(iFx+jFy+kFz) 4 x

El producto vectorial rx F queda
definido por la expresion:
MF/o=i(Fzry—Fyrz)+j(Fxrz-Fzrx)+ k (Fy rx —-Fx ry)



Si los vectores r y F estan 4

F
dados por sus componentes rectangulares
r=(rx,1y, 12) r=(irx+jry+krz)
F = (Fx, Fy, Fz) F=(iFx+jFy+kFz)

O expresado en la forma del determinante

— o, i j Kk
MF/o=7xF= X 1y 1z
Fx Fy Fz

Teorema de Varignon

El momento de la resultante de dos fuerzas concurrentes respecto a un punto cualquiera es igual
a la suma de los momentos de las componentes respecto al mismo punto.

D MR/o = MF1/o0 +MF2/o
rxR=rx Fl+rxF2=rx(FI+F2)

Fgara n Flﬂzas: MR/io=rxFl+rxF2+.+rxFi+..+rxFn
R =rx (F1tF2+ 4Fit. +Fm)=rxR
0O MR/o= ZN]FUD

Fn

Momento de una fuerza respecto a un eje “t”

I
ml’;o VMJ{T
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!

MF/o = Momento de F respecto al
centro de reduccion O
MF/t = Proyeccion de MF/o sobre t

MF/o =2. Area OAB

MF/t = MF/o . t = MF/o. cos Y
MF’/0’ = 2. Area O’A’B’
[0’A’B’] =[ OAB]. cos ¥
MEF/t = MF/o. cos y = MF’/o’

De donde...

Se define que el Momento estatico de la fuerza F con respecto al eje ¢ es igual al momento de
la proyeccion de F sobre un plano normal al eje, con respecto al punto en que el eje corta al plano de

proyeccion. {
oy S T
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-
N
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Extension del T. de Varignon. Fuerzas conc. respecto a un €je n

Si tenemos un sistema de fuerzas concurrentes Fi cuya resultante es R y lo proyectamos sobre
un plano & la proyeccion R’ de la resultante sera la resultante del sistema de las Fi’(proyecciones de las
Fi sobre el mismo plano) por lo tanto seguird cumpliendo que: MR’/N =) MFi’/N

R’.dr=XFi.di; es decir: MR/n=XMFi/n

Momento de una fuerza respecto a un eje “n” (casos particulares)

La fuerza F1 es paralela al eje y su proyeccion sobre el plano es un punto. La proyeccion de la
fuerza F2 sobre el plano corta al eje n.

Una fuerza no produce momento respecto a un eje cuando su direccion lo corta o es paralela al
mismo.

Significado fisico: El MF/n es la importancia de la fuerza para producir un giro alrededor del
eje.

Momentos de una fuerza respecto a un sist de ejes (x, V., z)

£y

I Dada F (Fx, Fy, Fz) y su punto de aplicacion  A(AXx,
A Ay, Az)

£y

Los momentos de la misma con respecto a cada eje

== r
X se€ran

MF/x =Fz. Ay — Fy. Az
MF/y =Fx .Az—-Fz . Ax



MF/z=Fy . Ax —Fx. Ay

Relacion entre el momento de una fuerza respecto a un punto v el momento de la misma
fuerza respecto a un sist. de ejes con origen en dicho punto.

Yo MF/x = MF/O cos 6x
A vy MF/y = MF/O cos \y
: - 0 ME/z =M F/O cos \z
- by Elevando al cuadrado y sumando:
Z
et e La suma de los cuadrados de los cos directores es 1
X
ME" MF/x* + MF/y* + MF/z*> = MF/O?
Z MF/O? = \ MF/x* + MF/y* +MF/z?

Pares o Cuplas - Definicion

Llamamos Par o Cupla a un conjunto de dos fuerzas paralelas, no colineales, iguales en valor y
de sentido contrario.

Vemos en el ejemplo empleado para la def. del momento estatico la estrecha relacion que hay
entre el par y el momento.

Pares o Cuplas. Elementos

El momento de la cupla Mc sera:
Mc=RIxFI-R2xF2=(RI-R2)x F
o Como R2+ Ro=RI
Mc=(R2+Ro—R2)xF= RoxF
Porloque Mc=Ro.F.sen¢=F.d

Observamos que cualquiera sea el punto O del plano que elijamos como centro de momentos el
momento de la cupla sera constante e iguala Mc=rx F= F.d

Las dos fuerzas de la cupla forman un plano que llamamos plano de la cupla ( ) y el vector
representativo es normal a ese plano.

El sentido de Mc se determina con la regla del tirabuzon,



El efecto externo de la cupla sobre un cuerpo es independiente del punto de aplicacion por ello

Mc es un vector libre.
Una cupla queda perfectamente definida por el valor de su momento y por la direccion y

sentido de su vector representativo.

Propiedades de las cuplas en el plano

Enunciaremos las propiedades sin demostrarlas:

1. El efecto externo de una cupla sobre un cuerpo no varia si esta es rotada en su plano.

2. El efecto externo de una cupla sobre un cuerpo no varia si es trasladada en su plano.

3. El efecto externo de una cupla no cambia si modificamos el valor de sus fuerzas y de su
brazo de palanca manteniendo fijo el valor de su momento Mc.

4. La suma de “n” cuplas en el plano se obtiene haciendo la suma algebraica de los valores de
sus momentos y estard en equilibrio si esta suma es nula.

5. Las cuplas pueden ser trasladadas a planos paralelos sin que su efecto externo sobre el cuerpo
cambie.

6. Las cuplas ubicadas sobre planos que se cortan pueden componerse mediante la suma
geométrica de sus vectores sin variar el efecto externo sobre el cuerpo.

Composicion de un sistema de “n” cuplas en el espacio — Método de las proyecciones

Mci(Pxi, dyi, bz Mcix = Mci cos Oxi
Mcyi = Mci cos Oyi

o Mciz = Mci cos ®zi
Mcl(Px1,Pyl,Pz1)

i

i=n

MRx = 2 Mcxi
¥ MR MRy = % Mcyi
xn, dyn, dzn) MRz = Z Mczi

MR ="/MRx * MRy * MRz’
2" Cos ®rx=MRx /MR
Cos Ory = MRy / MR
Cos Orz=MRz/ MR

Traslacion de una fuerza. Sistema fuerza — par equivalente

Supongamos la fuerza P aplicada en A y un punto O que no pertenece a su recta
de accion, agregamos en O el sistema en equilibrio (P, P”) no cambia el sistema original,
ahora actiia en O la fuerza Py el par M =P3r=P. d lo que permite expresar:

La traslacion de una fuerza cualquiera P desde un punto A a otro
cualquiera del espacio “O” genera un par M obteniéndose en O un sistema de una
fuerza y un par (P, M) llamado sistema fuerza-par equivalente que no cambia el
efecto externo sobre el cuerpo

Sistemas de fuerzas v momentos ( v / 6 Pares) El caso general




Ml {, Que es un sistema?

Es un conjunto de
elementos unidos por
una particularidad
comun de todos ellos.

par —»-

fuerza —»
Fi

Llamamos asi a un conjunto de fuerzas y momentos ( 6 pares) que actian sobre un cuerpo
o sistema de cuerpos interconectados.

Llamamos caso general al conjunto que abarca a todos los subconjuntos que podamos
confeccionar.

Clasificacion de los Sistemas de fuerzas v momentos

Clasificamos los sistemas desde lo general a lo particular, de acuerdo a si su desarrollo es

espacial o en el plano y segun sea su punto de concurrencia o disposicion de las fuerzas, obtenemos la
siguiente clasificacion:

4 ESPACIO PLANO
Caso gral.
_ | de F v Mtos.
Sgt G {Caso gral. } Eslg;cm. ! F.C?nci. }
¥ N en el plano
Mtos -< deFy Mtos. (solo F) {solo lI)7)
F paralelas F paralelas
—| espaciales en el plano
(pr Mtos (F v Mtos )
\

Esto lo podemos representar graficamente como

CASO GENERAL: FUERZAS EN EL

ESPACIO
CASO GENERAL DE
o FUERZAS
CONCURRENTES EN EL PLANO
EN EL ESPACIO
FUERZAS
FUERZAS CONCURRENTES

PARALEEA EN EL PLANG

EN EL
ESPACIO

FUERZAS
vy prano || FUERAS
COLINEALES

Estudio de los sistemas de fuerzas y momentos

{, Que nos interesa conocer de los sistemas de fuerzas y momentos? Nos interesan tres aspectos:

1. La clasificacion del sistema: saber determinar si pertenece al conjunto gral. o en que
subconjunto se encuadra el sistema

2. La maxima reduccion del Sistema (los Casos de reduccion ): para los casos en que el
sistema no esta en equilibrio cual es su expresion fisica mas reducida. (permitird prever el efecto del

10



sistema activo sobre el cuerpo, ayudando a disefiar sus conexiones o también a determinar el efecto
interno sobre una seccion del cuerpo de todo el sistema externo).

3. Las condiciones de equilibrio: las condiciones que se deben cumplir para asegurar que el
sistema esta en equilibrio.

Caso gral. de fuerzas v momentos. Reduccidn a un sistema fuerza par equivalente.

Adoptado un centro de reduccion “O”, siempre se puede
reducir un sistema de fuerzas y mtos. a un sistema fuerza-par
equivalente aplicado en el centro de reduccion.

Método de las proyecciones

Se adopta un sistema de ejes coordenados con origen en el
centro de reduccion.

Los elementos del sistema son datos conocidos, el método
consiste en descomponer los elementos (F y Mtos) en las
direcciones de los ejes adoptados y sumarlos como sistemas
colineales segiin su magnitud componiéndolos luego por Pitagoras

Caso General de Fuerzas v Mtos. en el Espacio
Reduccidn a un sistema Fuerza - Par equivalente. Método de las proyecciones

Datos:
Fi (dix, $iy, @iz)

Al (Aix, Ay, Aiz)
Mj ( Bix, Biy, Biz)

Fix =Fi cos Qix; Mjx =Mj cosfjx
Fiy =Fi cos diy; Mjy =Mj cos jy
Fiz=TFi cos @iz, Mjz=Mj cos Bjz

Rx = E Fix;
Ry = I Fiy;
Rz=ZXFiz;
R=VRXx+ Ry + RZ
Cos @rx=Rx/R |
Cos @ry =Rv/R ;
Cos @rz=RzR ;

11



Mx=IMjx +Z(Fz. Ay —Fy. Az)
My =EMjy +Z(Fx. Az—Fz. Ax)
=IMjz+ Z{Fy. Ax—Fx. Ay)

Mn MR -\MRx* MRy % MRz >

Cos = Mx/Mr
Cos pry= My/Mr
Cos prz= Mz/Mr

Extension del teorema de Varignon, caso gral de F. v Mtos

Si tenemos un sistema de fuerzas y momentos [Fi, Mj]
actuando sobre un solido

R y MR° son el sistema fuerza-par equivalente con respecto
al centro de reduccion O, donde:

M[ FiMjl° =2 Mj+2rix Fi =MR°

Si llamamos ¢ al vector unitario que define la direccion de un
eje n, y d a un vector posicion que refiere el centro O a un punto
cualquiera de dicho eje,

M[ R, MR®)/n=(dxR).t+MR°.t

=(dxXFi). t+(M-+XrixFi).t

=dxFi.t+2XrixFi .t+2X M.t

2d+ri)xFi.t+>X M.t

MR/n + MR'=XMFi'/ oT + ZMj’

Caso General de Fuerzas v Mtos. en el Espacio
Condiciones de Equilibrio. Ecuaciones Fundamentales de la Estatica

En la reduccion anterior la fuerza resultante es la suma vectorial
de todas las fuerzas y el momento resultante es la suma vectorial de los
momentos de la traslacion de las fuerzas al punto O mas las de los pares
externos aplicados en el cuerpo

Si ambas sumas vectoriales son nulas el sistema estara en
Equilibrio, siendo entonces las condiciones de equilibrio: R=0; Mr =0

Las sumatorias de fuerzas y mtos son las Ecuaciones Fundamentales de la Estatica: (3 Fix =
0; Y'Fiy = 0; Y Fiz = 0) SUMAS DE FUERZAS y ( }Mix = 0; > Miy = 0; > Miz = 0) SUMAS DE
MOMENTOS.

12



Invariante vectorial

Dado un sistema de cualquiera de fuerzas y momentos,
independientemente del punto elegido como Centro de reduccion la
resultante es la suma vectorial de las fuerzas del sistema que es constante..

Llamamos Invariante Vectorial de un sistema de fuerzas y
mtos. a la fuerza resultante “R” obtenida de la suma vectorial de
todas la fuerzas del sistema.

Invariante Escalar

Supongamos que tenemos un sistema fuerza par R y Mr en “O”,
proyectamos Mr sobre la direccion de R y una normal a R obteniendo Mt y
Ma, trasladamos el sistema al centro de reduc. Ol la fuerza R no cambia
(inv.vect.) pero al trasladarla genera el momento R. d con la direccion de Ma y
sera Mal=Ma + R.d.

Cambia Mr a Mr1. En cuanto a Mt sea cual fuere el c. de reduc. elegido
no cambiara por que al trasladarse la F no produce momento en esa direccion es el Invariante Escalar.
: Es la proyec. del Mr sobre la direccion de R.

CUPLA O PAR

W TRASLACION

Obtencion del Invariante escalar

Datos: R (¢x, @y, 9z, ). Mr (px, By, pz)
Proyectamos Mr sobre el eje t direccion de R para lo que

hacemos el producto escalar (Mr . t), de ahi el nombre del
invariante.
Mt=Mr.t=|Mr|.|t]|cosy=|Mr]|cosy=Ie(inv. esc.) le =
Mr (cos ¢x . cos Px + cos @y . cos Py + cos @z . cos fz) cos y =
€os QX . cos Bx + cos @y . cos By + cos ¢z . cos Pz

Mt no varia con el lugar geométrico del centro de reduccion

La otra componente del Mr, (Ma) Momento asociado perp. a Mt

Conocido el cos ©, la componente del Mr normal a Mt y que

llamamos Ma sera:
Ma=|Mr | cos ©

Podemos hacer el siguiente razonamiento: si la componente Mt no
varia con la ubicacion del C. de reduccion y el Mr si cambia de valor
y direccion con la eleccion del C. de reduccion, es solo la
componente Ma la que produce esa variacion y también podemos
inferir que existiran puntos que como C. de reduccién anularan la componente Ma coincidiendo
entonces Mt (Ie) y Mr.

13



El eje central (t)

En la deduccion anterior establecimos que existiran
centros de reducciéon como* Ot ” que anulan la componente
Ma donde: Mt = Mr = Ie y el conjunto original (R, Mr) se
reduce a (R, Mt) 6 ( Iv, Ie).

Observamos ahora en el origen Ot, que los C de
reduccion que no pertenezcan a “t” y no pasen por “ Ot ”
produciran una componente Ma # 0 por lo tanto: El eje central
es el lugar geométrico de los centros de reduccion que se
encuentran sobre un eje paralelo a Ry en los que se cumple que Mr = Ie

La ubicacion del eje central (t)

Condic.:
Ma=0

Ma pertenece al plano( R Mr) sus proyecciones son: Max = Ma cos ) ; ¥ M/x=0; Max — Rz Oty=0;
Oty =Max/Rz May = Ma cos ¢y ; >, M/y=0; May — Rx Otz=0; Otz =May/Rx Maz = Ma cos ¢z ;
> M/z=0; Maz — Ry Otx=0; Otx =Maz/Ry Ot ( Otx, Oty, Otz ) ; t ( ¢X, @y, ¢z )

Sist. general de fuerzas v mtos. en el espacio, Casos de reduccion

Este conjunto incluye a todos los subconjuntos de la clasificacion de los Sistemas de Fuerzas y
Momentos.

Llamamos Casos de Reduccion a las distintas formas Fisicas a que se puede reducir en su
minima expresion un sistema de fuerzas y momentos, que variaran en funcién de sus componentes.

Conocidas las componentes del sistema, utilizaremos su reduccidon a un sistema fuerza —par
equivalente a un Centro de Reduccion apropiado y los conceptos de Invariante Vectorial e Invariante
Escalar para identificar el caso a que puede reducirse cada sistema en particular y también con que
ecuaciones calcularemos las componentes de reduccion.-

Identificacidn de los Casos de Reduccion ler. Caso Equilibrio

Son cuatro casos de reduccion - ler. Caso: Equilibrio :

Ya identificamos este caso, si el sistema esta en equilibrio cualquiera sea el Centro de
Reduccion elegido en el sist. Fuerza —Par serdn, R = Iv(inv. Vect) =0 y el par Mr = 0 también sera
nulo por lo tanto el Mt=1Ie =0 con cualquiera de los dos conjuntos (Mr=0;R=0)06(Iv=0;1Ie=
0) se puede definir el caso, son las Condiciones de Equilibrio; en nuestro curso utilizaremos los
invariantes para definir los casos por que con el conjunto ( R, Mr ) no podemos identificar todos los
casos que se pueden presentar.-

Ecuaciones del equilibrio
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Las ecuaciones para hallar las componentes del conjunto ( R Mr) igualadas a cero se
corresponden con las condicione de Equilibrio y las denominamos : )
ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA ESTATICA

E FUERZAS DE MOMENTOS
% Fix =0 L Mix = 0

R < EFiy=0 Mr ZMiy = 0
. Fiz =0 Z Miz = 0

Para los otros tres casos de reduccion el sistema ya no estara en equilibrio

2do. Caso de reduccion — Conjunto torsor o Fzas. Alabeadas

El conjunto ( R, Mr ) es distinto de cero, aqui debemos aclarar que siendo Mr # 0 puede
ocurrir que Ie y Ma sean distintos de cero; que sea el Ie = 0 serd entonces Mr =Ma y que Ma = O
coincidiran Mr e Ie sera le=Mr=Mt#0

Las Condiciones para este caso: (es el caso mas general ) (Iv#0;Ie#0)

M1 \Fl

Fi

Conjunto torsor o fuerzas alabeadas - Ecuaciones

DE FUERZAS DE MOMENTOS

X Fix#0 Z Mix # 0

R=Iv| © Fiy£0 Mr ¥ Miv £ 0
. L Fiz£ 0 . X Miz £ 0

Iw=VRx+Ry+Rz;  Mr=VMx+My+ Mz

Cos ¢x =) Fix /R; Cos @y= ) Fiy /R; Cos ¢z=) Fiz /R
Cos Bx =) Mix /Mr; Cos px=> Miy /Mr; Cos > Miz /Mr
Ie =Mr(cos ¢x . cos px+cos @y . cos Py+cos ¢z . cos fz)=0
Si componemos una de la fuerzas del Ie con R se obtienen dos fuerzas alabeadas

3er Caso de reduccion. Fuerza Resultante

En este caso en el conjunto ( R,Mr ) la resultante es distinta de cero, y el Mr es distinto de cero
si el centro de reduccidon no esta sobre el eje central es decir Mr = Ma y Mr es nulo si el C. de
reduccion pertenece al eje central

Las condiciones para este caso: (Iv£0;Ie=0)
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Fuerza resultante - Ecuaciones

DE FUERZAS DE MOMENTOS
X Fix 7 0 X Mix 7 0
X Fiy 70 Mr % Miy 0
% Fiz 7 0 CEMiz~0

Iv = R¥+ Ry + Rz?; Mr = /Mx + My+ Mz*

Cos ¢ox =) Fix /R; Cos ¢y= ) Fiy /R; Cos ¢z={Fiz /R
Cos Bx =) Mix /Mr; Cos px=) Miy /Mr; Cos ) Miz /Mr
Ie =Mr(cos ¢x . cos fx+cos @y . cos By+cos ¢z . cos fz) =0
El sistema se puede reducir a una fuerza resultante para centros de reduccion sobre el eje central

4to. Caso de reduccion. Momento resultante

En este caso en el conjunto ( R; Mr ) R es siempre nulo y el momento Mr es distinto de cero y
como la resultante es nula su valor es el Ile = Mr. El sistema se reduce a un par cuyo valor es el Mr
para cualquier centro de reduccion.

Condiciones para este caso: (Iv=0; le#0)

M1 b\Fl

Momento resultante - Ecuaciones

DE FUERZAS DE MOMENTOS

Y Fix=0 ¥ Mix 0

R=Iv4 ZFiv=0 Te=Mr=< I Miyv+0
EFiz=0 LEMiz#O

Mr =\/Mx'+ My’+ Mz

Cos px =) Mix /Mr; Cos Bx=) Miy /Mr; Cos Y Miz /Mr
Ie=Mr#0
El sistema se reduce a un par cuyo valor es independiente del centro de reduccion. Aqui
termina el C. Gral todos los subconjuntos estan incluidos en este.

Resumen de las condiciones de reduccion del Sist. general de fuerzas v momentos en el
espacio
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Invariante Invariante g
vectorial(Tv) escalar (Te)
ler Caso Iv=20 Ie=0
Eauilibrio
2do C. Conj. Iv=0 le=0
Torsor
3er C. Fza. Iv=0 Ie=0
Resultante
4to C. Mto. Iv=20 Ie=0
v Resultante R 4

Sist. de Fuerzas concurrentes en el espacio

Todas las fuerzas concurren a “Oc” por lo tanto el subconjunto no
admite momentos. Puede ser reducido a un sistema fuerza par (R, Mr) en un
centro distinto de Oc. Ambos elementos pueden iguales o distintos a cero. En
el conjunto de invariantes el escalar siempre sera nulo (Ie = 0) para cualquier
centro de reduccion y el invariante vectorial si es nulo determina que el

e sistema esta en equilibrio y si no lo es determina que el sistema se podra
reducir a una fuerza resultante

Sist. de Fuerzas concurrentes en el espacio ler: Caso Equilibrio

F3 i
Fl Datos: ( Oc, Fi)
CONDICIONES Del sistema fuerza par ( R= 0; Mr = 0 Del conj. de

invariantes ( Iv=0; Ie= 0)
n

ECUACIONES
DE FUERZAS DE MOMENTOS
ZFix=0 ¥ Mix =0
R=Iv=0~< X Fiy=0 Ie=Mr=0 <X Miy=0
ZFiz=0 X Miz=10

Sist. de Fuerzas concurrentes en el espacio, 2do. C. Fuerza resultante

y Datos: ( Oc; Fi,)

CONDICIONES Del sistema fuerza par ( R# 0; Mr # 0 ) Mr # 0 para
centros de reduccion # Oc y que no pertenecen a la direccion de R Del conj. de
invariantes (Iv#0;Ie=0)

0 X

ECUACIONES

17



Cos ©x =Z%ZFix /R; Cos ®y=ZFiy/R; Cos ®z=EFiz /R

Sist. general de fuerzas paralelas en el espacio

par equivalente .

Sist. general de fuerzas paralelas en el espacio,ler Caso Equilibrio

Datos: ( Fi, Ai, Mi)

ECUACIONES
DE FUERZAS DE MOMENTOS
{ TMFi/x+ X Mix = 0
EIMFi/z+ X Miz = 0
Ie=Mr=20

R=Iv=10 {E Fiy =0

Sist. general de fzas. paralelas en el espacio, 2do.C. Fza. resultante

Datos: ( Fi, Ai, Mi)
CONDICIONES (Iv= R#0;Ile=Mr=0)

ECUACIONES
DE FUERZAS DE MOMENTOS
R=Iv=EZFi#0 Ie=Mr =0 EMFi/xr+ X Mixr =0
EMFi/zr+ ¥ Mizr = 0
Ubicacién del punto de aplicaién Ar:
EMFi/x+ Mix /R = Arz YMFi/z+ Miz / R = Arx

Sist. general de fzas. paralelas en el espacio, 3er.C. Mto. resultante

CONDICIONES  Del sistema fuerza par: (R=0;Mr=0)
Del conjunto de invariantes: (Iv=0;1e=0)

Datos: ( Fi, Ai, Mi)
CONDICIONES (lv=R=0;Ie=Mr=0)

Las fuerzas de cualquier sentido tienen direcciones paralelas y
podra contener pares Mi cuyas fuerzas sean paralelas a la del sistema.
Puede ser reducido a un sistema fuerza par (R. Mr) SiR=0y Mr=10
el sistema esta en equilibrio y si Mr # 0 el sistema se reducira a un par
de valor constante y cuyo vector es normal a la direccion de las
fuerzas y serda Mr =le. Si Iv =R # 0 y Mr = 0 el sistema se reduce a
una fuerza resultante aplicada en Ary si Mr # 0 es un sistema fuerza
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ECUACIONES
DE FUERZAS DE MOMENTOS
R=Iv= Y Fi=0 Mx = Y MFi /x+ ) Mix
Mz = Y MFi /z+ [0 Miz
Mr= Mx+ Mz
Cos px =Mx /Mr ; Cos pz=Mz / Mr

Sist. general de fuerzas y momentos en el plano

En el espacio de dos dimensiones, desaparece la coordenada “z”, todo se
desarrolla en el plano “n”, las fuerzas y los pares son coplanares, los vectores
momentos son normales a Ty por lo tanto paralelos. Siempre se pueden reducir
a un sistema fuerza Par(R,Mr), si R # 0, Mr # 0; Ie es nulo (Mr L R) yel
sistema se podra reducir a una fuerza resultante; si R = 0, Mr # 0; entonces Mr =
Ie # 0 el sistema se reduce a un Mr y si R = 0, Mr = O el sistema esta en
equilibrio. También se lo llama sistema gral. de fuerzas no concurrentes.

Sist. gral de fuerzas v mtos. en el plano ler caso — Equilibrio

Para identificar los casos de reduccion en el plano podemos utilizar el
conjunto fuerza par equivalente (R,Mr) o el conjunto de los Invariantes (Iv; Ie);
Utilizaremos el ( R; Mr)

Condiciones de Equilibrio (R =0, Mr=0)6 (Iv=0;Ie =0)
Ecuaciones Fundamentales de la Estatica en el plano

DE FUERZAS DE MOMENTOS
Y Fix=10 Mr=XMFi/O+EZMi=0
By=e |
iy =

Sist. general de fzas. v mtos. en el plano 2do C. Fuerza resultante
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Mn vl CONDICIONES Datos: (O1, Fi; Mi )
ﬁ i En el conj. Fuerza - par (R 0; Mﬁ 0)
v *F1 Mr =0 para los puntos quepertencen a
R70.w 1adireccion der y pasan por O1 vy el
de los invariantes ( Iv=0; Ie=0)
ECUACIONES
MrF#0 FUERZAS MOMENTOS
¥ Fix= Rx; Mr=IMFVO+ZMi
X Fiv=Ry R—\[ﬁle—Ry
Cos ®x=Rx/R
Ubicacion del L. de reducciéon Ot
EMFG/O+EMI /O / Rx = Otyl
%1 TMFyi/O+EMi /O /Ry = Otx1
p Mr=R.d d=Mr/R

Sist oral de fuerzas v momentos en el plano, 3er C. Mto. resultante

Mn Datos: ( Fi, Mi)
/* /F' CONDICIONES: El conjunto fuerza. Par ( R = 0; Mr # 0). El conj. de
b/ F1 invariantes (Iv=0; Ile#0)
ECUACIONES

FUERZAS MOMENTOS
2 Fix = 0; Ile=Mr=XMFi/O+XMi # 0
X Fiy=0
El momento resultante es independiente de la ubicacion del centro de reduccion elegido y es
constante e igual al invariante escalar: Mr = Ie

Resumen de las condiciones en el S. gral de F.y M. en el plano

R Mr Iv le

Equilibrio | R =0 | Mr =0 | Iv =0 le =0

Fza R =0 Mr =0 Iv =0 Ile =0
Resul.
Mto. R =0 Mr =0 Iv =0 Ile =0
Resul.

Sist. de fuerzas concurrentes en el plano, ler caso Equilibrio

Sistema de fuerzas coplanares, siempre es factible reducirlo a un sistema
fuerza par equivalente en un centro de reduccion distinto de Oc.
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Datos: ( Fi, Oc)

CONDICIONES (Iv=R=0;le=Mr=0)
ECUACIONES X Fix=0; Z Fiy=0;

Sist. de fuerzas concurrentes en el plano, 2do.C. Fza. resultante

Datos: ( Fi, Oc)
CONDICIONES
(R#0,Mr+#0) Mr =0 para centros de reduccion sobre R y que pasa por

Oc (Iv#0; Ie=0)

ECUACIONES
FUERZAS MOMENTOS
Z Fix= Rx; Mr=YXMFi/O+EMi
XFiv=Ry R= Rx+Ry Cos ®x=Rx/R

Ubicacion del C. de reduccion Ot
IMFxi/O+EXMi /O /Rx=0tyl; EMFv/O+XMi /O/f Ry=0tx1
Mr=R.d d=Mr/R

Sist. de fuerzas paralelas en el plano, ler.Caso Equilibrio

R=0 Datos: ( Fi, Mi )
1 I Ai CONDICIONES: El conjunto fuerza. Par (R = 0; Mr = 0)
AL El conj. de invariantes (Iv=0; le=0)
R AfI JrM ECUACIONES
FUERZAS MOMENTOS
Z Fiy=0; le=Mr=:XMFi/O+EMI/O = 0

Sist. de fuerzas paralelas en el plano, 2do. C. Fuerza resultante

Datos: ( Fi, Mi )
CONDICIONES
El conjunto fuerza. Par (R # 0; Mr= 0)
El conj. de invariantes ( [v0; Ie=0)

ECUACIONES
FUERZAS MOMENTOS

Y Fiy=R; le=Mr=:MFVOr+XMi= 0
Ubicacion del punto de aplicacion de R:
EIMFVO+ZIMI/O /R = Orx

Sist. de fuerzas paralelas en el plano, 3er. Caso Mto. resultante

Y meBR | 1 Datos: ( Fi, Mi )
I Ai CONDICIONES EI conjunto fuerza. Par ( R = 0; Mr = 0) El conj. de
. Or & invariantes (Iv=0; Ie=0)
o e ln ECUACIONES
X
FUERZAS MOMENTOS
R=1Iv=X Fiy =0; Ie=Mr=XMFi/O+ZMi

21



Mét. de los momentos para el equilibrio de fzas v mtos espaciales
Mr=0 Miz0

Teniendo como datos las fuerzas y momentos del sistema y tomando
momentos respecto a un sist. de ejes con origen en Ol y obtenemos:
_ > M/x1=Y M/y1=YM/z1 = 0 significa que Ie = 0 pero puede ocurrir que Iv =
Ol zl 2 %? R pase por Ol y no sea nula, si tomamos momento respecto un eje con otro

origen O2 Ej.: >M/x2=0 pude ocurrir que ambos origenes (O1,02) estén
sobre la direccion de R, si tomamos momento respecto a un eje con un tercer
origen O3 no alineado Ej.: Y M/y3 =0 el Iv = R = 0, Podemos decir que 6 ecuaciones de momentos
respecto a ejes de tres origenes dif. No alineados son ecuaciones de equilibrio del sistema.

Mét. de los momentos para el equilibrio de fzas v mtos en el plano

Mr=0yp, M50 Con el mismo razonamiento anterior si tomo momentos respecto a dos
puntos (01,02) y [IM/O1 =YM/O2 = 0 el sistema no tiene Mr pero ( 01,02 )
pueden estar sobre la direccion de R = 0. Si tomamos momento respecto a un
tercer punto no alineado O3y >M/O3=0 Iv=R=0.

Tres sumatorias de momentos respecto a tres puntos no alineados
en el plano son ecuaciones de equilibrio de un sistema de fzas. y momentos

El Equilibrio

Una particula, un cuerpo o un sistema de cuerpos bajo la accion de cargas,

l I l l estara en equilibrio cuando el sistema de fuerzas y momentos que actia sobre
_ ellos cumple con las condiciones de equilibrio que le corresponden .
/ 7 & ‘," Este razonamiento no depende de la vinculacion del cuerpo y las cargas a
B

\ que hacemos referencia es el total del sistema externo de fuerzas y momentos
que actua sobre el elemento considerado.
Una vez que el sistema externo de fuerzas esta en equilibrio, también estard en equilibrio
cualquier sector o particula (Pi) del sistema de cuerpos o cuerpo en estudio.

Equilibrio de una particula

Y4 Mgy Cuando un cuerpo estd bajo la accion de cargas provoca que sus
| f particulas interactuen entre si. Extrayendo una particula (Pi) del interior del
%{z é,ﬂny cuerpo estara sometida a un sistema general de fuerzas y momentos como el
ey & ; indicado en la figura que debera cumplir con las condiciones de equilibrio
- ‘_—-—s — — r sz .y .
. ’1\?’ ¥ (Iv=0; Ie = 0) y sé cumpliran también las ecuaciones fundamentales de la
‘Z/ Rgiz xz R Estatica.
FUERZAS R+ Ry +Ryz+ Rz =0
MOMENTOS M+ My + Myz+ Mz= 0

Equilibrio de un cuerpo

En realidad ya lo estudiamos como el ler caso de
reduccion del sist. Gral de F. y M. Espaciales
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El sistema total externo del cuerpo de F.y M, cualquiera sea deberda cumplir con las
condiciones de equilibrio (Iv= 0; Ie= 0)

DE FUERZAS DE MOMENTOS
& Fix=0 ¥ Mix=0
Iv=R~ iX Fiy=0 Te=Mr if{:hl\fliy =0

X, Fiz = 0 T Miz = 0

Equilibrio de un sistema de cuerpos

gL.C Si tenemos un sistema formado por varios cuerpos el equilibrio del

conjunto deberd analizarse con el sistema total externo de fuerzas del

B D / conjunto de cuerpos es decir no intervienen las fuerzas en las conexiones

- . - entre cuerpos que son iguales y de sentido contrario, una vez definido el

L D.C.L el sistema de F. y M. que resulta debe cumplir las condiciones de

Kx’%ﬁﬁm equilibrio con las ecuaciones que corresponden a ese sistema, vemos
RA TAy aqui la importancia de saber clasificar el sistema de fuerzas.

Sistema Mecanico Estaticamente Determinado

Sistema Mecanico ideal
Llamamos asi a cualquier conjunto de cuerpos que interactuan entre si y estan bajo la accion de
fuerzas y es ideal por las simplificaciones que hacemos.

Sistema Determinado

Decimos que un sistema es Estatico.0 Determinado cuando las incognitas se pueden resolver
con las ecuaciones de la estatica

Diferencia entre Isostatico y Determinado

Un sistema puede ser Hipostatico y ser determinado (al no tener acciones en la direccion de sus
libertades o que el sistema actuante esté en equilibrio) 6 Hiperest. (no tiene acciones en esa direccion)
y ser determinado, los Isostaticos son siempre determinados

La Problematica de las fuerzas externas

Dijimos ya en un parrafo anterior que la problematica es infinita pero podemos diferenciar
caracteristicas de la misma que nos van a ayudar a resolver los problemas: Sistemas de fuerzas en
equilibrio: las incognitas seran

1 Fuerzas activas o reactivas del sistema externo
2 Configuraciones geométricas de equilibrio
3 Combinaciones de ambos
Sistemas de fuerzas que no estan en equilibrio:
La reduccion del sistema ( resultantes, sistemas equiv.)
Componentes del sist. en funcion de cond. de R y Mr
3 Combinaciones de ambos

N —

La resolucidn de los problemas
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Los problemas de equilibrio se resuelven con las ecuaciones de equilibrio, lo que nos permite
determinar hasta seis incognitas en el espacio y tres en el plano, condiciones impuestas en el enunciado
pueden permitir resolver alguna incognita mas.

Lo que debemos saber manejar:

1 Interpretacion del enunciado y las cond. que contenga

2 La construccion del D.C.L. y la elecc. del sist. de refer.

3 La clasificacion del sistema de fuerzas que se estudia.

4 El planteo de las ecuaciones adecuadas(indep. de incog)

5 Verificacion de los resultados

La resolucidn de los problemas

Determinar la fuerzas en los apoyos 'y P ( Ay B radiales
tY B/ con axial en A).Problema de equilibrio ; Clasif. del sistema de
A é\vx externo de fuerzas: C. Gral, de F y mtos. en el espacio

=% Planteo o estrategia

. Eleccion de ecuaciones : tratamos de independizar las

incognitas

M/izZ=f(P)=0— P; 2Fz={f(Az)=0—*Az
M/ X =f(Ay)=0 —Ay; ZM/x’=f(By)=0 —By
ZM/yv=f{Ax)=0—Ax; ZM/vy’=f(Bx)=0—Bx

b ¥

se plantearon , una ecuacion de fuerzas y cinco de momentos respecto a ejes de tres origenes
diferentes. Si bien las ecuaciones que se pueden plantear son infinitas, superado el N° de seis las que
siguen son combinaciones lineales de las ya planteadas

La verificacion de los resultados

En la estatica todos los resultados son factibles de ser
verificados y deben ser verificados. Primero prediciéndolos
con el andlisis fisico del D,C.L y luego planteando otras
ecuaciones diferentes a las empleadas en el célculo de las
incognitas y en las que intervengan todas ellas comprobando
asi el equilibrio. Por ej.:el MP / z’debe ser de sentido opuesto
a MW/z’ por lo tanto el sentido indicado de P es el correcto.
Ay y By por la ubicacion de P y W deben tener sentido hacia arriba, Ax y Ay deben generar un
momento anti horario por que Px genera uno horario Az debe ser igual y de sentido contrario a Pz Las
ecuaciones para corroborar el equilibrio pueden ser: Y M/ y = 0 verif.( Az,Ax,Bx) y > Fy = 0 verif. (Ay,
By, P).-
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