Estabilidad IV-a Capitulo 1: Tensiones

Capitulo 1
TENSJIONES

1-1:INTRODUCCION

En el curso desarrollaremos la Teoria de la Elasticidad, y para ello nada mejor que
encuadrarla en el campo de la Fisica Mecanica a la cual pertenece:

- Mecanica de los puntos materiales
- Mecénica de los Cuerpos Rigidos
(- Resistencia de Materiales (comportamiento
bajo hipotesis simplificativas)
- Teoria de la Elasticidad (Comportamiento

Mecénica ~ . felastlco)
- Mecénica de , ..
- - Teoria de la plasticidad
solido
- Mecénica del - Teoria de la visco-elasticidad y visco-
continuo plasticidad

- Mecénica de
[Jos fluidos

De alguna manera en Ingenieria, en sus distintas especialidades y asignaturas, se
recorre todo el campo de la Mecénica, ya sea en forma tedrica como practica. Respecto a la
Mecénica del Solido es innecesario referirnos a los temas de Resistencia de Materiales, ya
tratados en los cursos de Estabilidad II y III. La Geotecnia y Mecéanica de Suelos necesitan
conocimientos de FElasticidad, Plasticidad y Viscosidad en solidos, asi como también el
estudio de construcciones o elementos donde intervengan acero, hormigon, materiales
plasticos, asfaltos, etc.

En el curso nos referiremos a la elasticidad lineal y consideraremos al s6lido como un
Medio Continuo, aunque en realidad sabemos que esta formado por moléculas, con espacios
entre ellas, si lo consideramos desde el punto de vista microscopico.

En la Ingenieria Civil y desde una perspectiva macroscopica, podemos considerar que
el Material o Solido cumple con las siguientes Hipotesis simplificativas, que pueden ser, de
acuerdo a la experiencia, asumidas como propiedades del solido en el tratamiento de
diferentes problemas:

a) HOMOGENEIDAD: Esto implica que el material que constituye el cuerpo tiene
las mismas caracteristicas fisicas y mecanicas en cualquier punto del medio. Si
bien esto no es exactamente cierto, si consideramos la estructura molecular, es
aceptable considerar que macroscopicamente los materiales se comportan como
homogéneos. Aun el hormigoén simple puede ser considerado asi, aunque es
evidente que no tiene las mismas propiedades en un punto coincidente con el
agregado grueso que en otro que esté sobre el mortero aglomerante.

b) ISOTROPIA: Esta propiedad considera igualdad de caracteristicas elasticas
cualquiera sea la direccion estudiada. Un ejemplo cldsico de falta de isotropia
(anisotropia) es la madera, en la cual las caracteristicas fisico-mecanicas dependen
de la direccion que se considere respecto a las fibras. Ciertos procesos, como el
laminado de metales, pueden producir anisotropia.

c) CONTINUIDAD: El solido se comporta como un continuo, aunque no lo sea en
su estructura microscopica. Esta hipotesis nos permite plantear ecuaciones de
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equilibrio y deformaciones, planteando soluciones de funciones continuas a las
cuales es aplicable el célculo diferencial.

d) ELASTICIDAD: Implica que al aplicar una carga los cuerpos sufren una
deformacion que desaparece totalmente al retirarse las cargas. Con referencia a la
Elasticidad Lineal, o sea cuando los efectos son linealmente proporcionales a las
cargas, sera aplicable el Principio de superposicion.

1-1.1:CONCEPTO DE TENSION

t=df/dQ

X=X,

nomenclatura: x—>x; y—X;

Al solo efecto de refrescar algunos
conocimientos recordemos que entendemos por
tension en un medio continuo.

Para ello supongamos un sélido como el
de la figura, cargado con fuerzas en equilibrio al
cual mediante una seccion a-a dividimos en dos
sectores A 'y B.

Aislado el sector A, existiran sobre el las
fuerzas P exteriores y una distribucion continua
de cargas sobre la secciéon a-a y que en su
conjunto deben equilibrar al cuerpo.

Estas cargas o fuerzas distribuidas sobre
la seccion a-a no son mas que la acciéon del sector
B sobre el A actuando en la seccion dQ2 una fuerza df.

Definimos como tension en el punto O sobre
una superficie definida por el versor n.

t" = dr = lim Al

dQ) 200 AQ
siendo su dimensién Fuerza/longitud®.
Sea n el versor normal a la superficie dQ,
podemos descomponer el vector tension en un punto en
sus componentes en las direcciones coincidente y normal a
n.

Tension normal: o' (paralelo a n)
Tensién tangencial 1" (normal a n)

Sus caracteristicas y manejo son conocidas a través
de problemas de Estabilidad II y Estabilidad III, entre otras
asignaturas de la carrera.

Debemos mencionar que las tensiones no se
comportan exactamente como vectores fuerza, aunque
tienen alguna de sus caracteristicas, ya que en realidad las

tensiones tienen caracter tensorial (de 2° orden) y son
representadas por tensores.

Explicitemos también el sistema de ejes coordenados

que utilizaremos, que si bien supone un cambio respecto a los
ejes X, y, z, tiene la ventaja de permitir, para aquellos que asi lo
deseen, la aplicacion de la notacion indicial. Por esto
utilizaremos los ejes X;, X, X3, equivaliendo con esta

7Z—>X3
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1-2: ECUACIONES DE EQUILIBRIO:

Estudiemos el equilibrio de un hexaedro diferencial extraido de un solido en equilibrio

dx,

X

para ver como varian las tensiones internas. Sobre dicho hexaedro actuardn las tensiones

X, internas T; (que luego veremos componen
una matriz T) y que estdn en la figura
acompanadas de las componentes
incrementadas. Ademas actian las fuerzas de
masa por unidad de volumen X; = (X, Xy,
X3) que se sefialan en la figura siguiente por

:A3 S simplicidad, y donde el diferencial de
£ >X,.dv volumen es:
_,L,,,,X,J:,‘,iy ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, % dv = dx;.dx,.dx3

Veamos ahora de plantear las condiciones
de equilibrio del elemento

/ iM"* =0 iF"* =0
X, i=1 i=1

1-2.1:RECIPROCIDAD DE TENSIONES TANGENCIALES:

Conocido como Teorema de Cauchy, solo deseamos recordar un conocimiento ya
adquirido que se obtiene planteando equilibrio de momento respecto a ejes paralelos a los
coordenados. Se debe cumplir que:

> MM =0 > M* =0 D M® =0
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Planteemos el equilibrio de momento respecto a un eje paralelo a x3 y dibujemos solo las
tensiones que producen momentos.

e

T
a

Tt

R}

— <

d
—1,,.(dx, dx, ) 21, (dx, dx; ). —* Xl

ot

— (7, +5‘X—21dx2 )-(dx, dx;

2

dx,

+(t,, + a&xlz dx, ).(dx, dx, 5 —1=0

-7, dx, dx, dx; — —

1

1 Oty

dx, dx, dx, dx,

X

+ 1,, dx, dx, dx;, +;dx1.dx2.dx3.dx1 =0

Despreciando el 2° y 4° término por ser infinitésimos de orden superior obtenemos:

T12 = T21

Analogamente podemos expresar:

123 = 132
T13 = 131

o en forma indicial:
Tij = Tji

que es la expresion del Teorema de Cauchy o Ley de reciprocidad de la Tensiones

Tangenciales.

Esta ley indica que la matriz del Tensor de Tensiones es simétrica respecto de su diagonal

principal.

1-2.2:ECUACIONES DIFERENCIALES DEL EQUILIBRIO:

Si ahora planteamos el equilibrio de fuerzas seguin los ejes X; (nosotros lo plantearemos

X,

%21
- )(1 Ta x
o /
ot
Tt dx,
aX LTN
R s

X,

/\ X,

respecto a x; y en la figura colocaremos
solo las fuerzas que tienen esa
direccion), vemos que estas
componentes no pueden ser arbitrarias,
debiendo cumplir ciertas condiciones, en
todos y cada uno de los puntos del
solido continuo.
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Del equilibrio ZFX‘ =0

(T, +%dxl).dxz.dx3 —1,,.dx,.dx; + (1, +%dx2).dxl.dx3 —1,,.dx,.dx; +
1 2

+ (15, +%dx3).dxl.dx2 —15,.dx,.dx, + X, .dx,.dx,.dx; =0
0X,
Sumando y simplificando términos obtenemos la 1ra. de las tres siguientes ecuaciones
diferenciales, obteniéndose las otras dos en forma analoga:
ot N ot,, N oty

+X,.=0
0x, O0x, OX,
ot,, N 0T, N ot LY. 20
ox, 0x, 0X, ?
0ty N 015, N oty £X,.=0
0x, O0x, O0X,

Que son las “Ecuaciones Diferenciales de Equilibrio” que deben ser en general integradas
o resueltas cumpliendo ademas con las “Condiciones de Borde o de Contorno” y asociadas a
“Ecuaciones de Compatibilidad de Deformaciones”.

Con notacién indicial las mismas se expresan:

arij )
P +X;=0 o0 bien: Ty +X;.=0
X .

1

Podemos ademés decir que las componentes 1;; del Tensor de Tensiones (simétrico) deben
cumplir las tres ecuaciones o condiciones diferenciales que son consecuencia de la
continuidad de las distintas tensiones internas a que estd sometido el solido, o sea las 1 son
funciones continuas de las coordenadas x; = (x, X2, X3).

1-3:ESTADO DE TENSIONES EN UN PUNTO - MATRIZ DE TENSIONES

Supongamos un so6lido sometido a un sistema de fuerzas en equilibrio, el cual produce un
estado de tensiones internas que
estara asociado a la geometria del
cuerpo, a las caracteristicas elasticas
y al estado de cargas entre otras
Ccosas.

X,
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En cada punto del cuerpo definido por sus coordenadas X, X,, X3 tendremos un estado de
tensiones y estudiaremos que pasa en un punto genérico O(X;, X,, X3) en el cual aplico un
sistema local de ejes (x;; Xz; x3). Aislo alrededor del punto O una porcién infinitesimal de
materia formada por un tetraedro OABC aplicando sobre cada una de las caras la tension
correspondiente a que esta sometida:

t (sobre plano normal a x)
t? (sobre plano normal a x;)
£ (sobre plano normal a x3)
t" (sobre plano ABC, normal al versor n)

El versor n tiene angulos (o, o, a3) y cosenos
directores (nj,ny,n3) respecto de los ejes coordenados
X
P (X1,X2,X3)

AL n, coso, =1,

/ n=(n;,nz,n3) = | n, | con qcosa, =n,
X, n, cosol; =1,

Si descomponemos las tensiones segun los tres ejes coordenados (x;,X2,X3) se obtendra el
siguiente estado de tensiones cuya representacion y significado se indica en las figuras
siguientes:

n

T o T3y t

1_ 2 _ 3_ n__ n
t=1,| tV=]1, =115 t =1t
n

T3 Ty T3 ts

Donde podemos apreciar que la t; es una tension normal equivalente en otra nomenclatura
a oj, y las 1;j con 1#] representan tensiones tangenciales.
Con las nueve t;; actuando sobre los planos coordenados se forma la Matriz de Tensiones.

T T T
T=()=|1, Tn Ty
Ts T Ts
que como hemos visto en 1-2.1 por ser 1; = t; una matriz simétrica y por lo tanto T = T'

Denominando con:
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dQ = superficie ABC

dQ; = superficie OBC dQ;=n;.dQ2 dQ,/dQ =n,
dQ, = superficie OAC dQ,; =n,.dQ dQ,/dQ=n,
dQ; = superficic OAB dQs;=n3.dQ2 dQ;/dQ =n;

Planteando equilibrio de fuerzas segun los 3 ejes coordenados:
D Fx, =0=1] .dQ=1,,dQ, + 1, dQ, +1,,.dQ;

D Fx, =0=1t5.dQ=1,,dQ, +1,,dQ, +15,.dQ,

D Fx;=0=t3.dQ=1;.dQ, + 1, dQ, + 1,,.dQ,
De donde reemplazando d€;/ dQ2 por n; :

t; =T, 0, +7T,.0, +7T;.0,

ty =T,.0, +T,.0, +T,,.0,

ty =T;3.0, + Ty, + Tyy.01y

en Notacion Indicial;
n —_— —
t, =T;N; =7T;.0;
en Notacion Matricial:
t"=T"n=Tn

También podemos sefialar:
c'=t"n=t".cosQ

" =t"-c" =t".seno

Lo cual nos indica que dadas las nueve componentes t;; de la matriz T (Tensiones normales
y tangenciales sobre los 3 planos coordenados) queda perfectamente definido el vector tension
en un punto t" para cualquier direccion genérica n del plano dQ (que no es mas que la tercera
ley de Newton o segundo postulado de Cauchy).

La matriz T que define el estado de tensiones en el punto estudiado, también representa al
denominado “tensor de Tensiones” ya que sus componentes cumplen con las condiciones que
definen al tensor cartesiano de 2do. orden.

A modo de utilizar algunas ventajas operativas del célculo matricial y como ejemplo de su
aplicacion demostremos que las componentes de T cumplen con las condiciones de ser un
tensor de 2do orden, por lo cual bajo una rotacion definida por la matriz A se deberd cumplir
que:

T'=A.T.AT t’ij = Qjh.Ajk.thk
Veamoslo:
t'=T.n t"=T".n’ n’=An n=A"n’ pues: ATA™!
" =At"=ATn=ATA ' =Trn
LT =ATAT

que es lo que debiamos demostrar, con lo cual podemos afirmar que el Estado de Tensiones
tiene caracter Tensorial (Ver 0-5.1.7).
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1-3.1:CONDICIONES DE BORDE EN TENSIONES:

Hemos mencionado que el estado de tensiones debe cumplir con las condiciones o
Ecuaciones de Equilibrio pero que en los bordes deben también cumplir con ciertas
condiciones (nuevamente, la tercer ley de Newton, o sea, accion y reaccion).

Una de las cuales es que las particulas de la superficie también deben estar en equilibrio.

Xi

Como en la superficie exterior actiian cargas por unidad de superficie, actuard t =| X |sobre

X3

la superficie diferencial dQ de la figura, pues pertenece
a la superficie exterior o borde del cuerpo.

Sobre los planos coordenados estan actuando las tj;,
componentes del Tensor de Tensiones T.

Del equilibrio planteado en forma similar a (1-2.2),
donde en lugar de la tension interna t" actda la carga
externa t , obtenemos:

Xi=1,n, +7,.0, + 7,0,
X2 =1, M, +7T, 0, +7Ty, .0,
X3 =150, +7T5, 0, + Ty,
Estas son las Condiciones de Borde y deben ser
cumplidas necesariamente por las tjj en los bordes de

aquellas soluciones que se obtengan de las Ecuaciones
Diferenciales del Equilibrio.

X,

Definiremos como Direcciones Principales a las
direcciones tales que la tension t" coincide con el versor

n', y por lo tanto con la tension normal c!,y por lo
tanto 1! =0.
Es posible demostrar que para las direcciones

principales las tensiones normales " pasan por los
valores maximos o minimos, denominandose a dichas
tensiones con el nombre de Tensiones Principales.

Sea un estado de tensiones representado por
T T T

_ T
T=|1, 1y 1s|=T

Donde tenemos una direccidn principal n' para la cual t" = o .

Sera entonces t"= o .n'

Y ademas t"=T.n'

o, = escalar
t"=T"n'
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De donde T.n'=c! n'

Donde recordando la Matriz Unidad
1 0O o0
b,]=1=|0 1 o0
0O O 1
se puede escribir: (T-c!.)n' =0

que desarrollada es:

(t,,—6!)n +1,.n5 +1,,.n, =0
T, +(T,, —ol)nb + 1,05 =0
T30 + 1,50} + (T, —or)n, =0
n;

Si tomamos como incognita la direccion principal n'= n) |, este es un sistema de 3 ecua-
n;

ciones homogéneas donde la solucién trivial es n} =n} =n} =0 que es una solucién extrafia
ya que por ser cosenos directores (n})* +(n} )> +(n})* =1.

Para que exista otra solucion se debe cumplir con la condicién de que el determinante
de los coeficientes sea nulo (Roche-Frobenius).

(t,—o7) T T3
T2 (1, — o7 T3 =0
Tis T2 (155 —07)
Determinante que desarrollado es una ecuacion de tercer grado en la tension principal o'
que se denomina “Ecuacion Caracteristica o Secular” con o' las raices de dicha ecuacion:
(Gin)3 - Il-(ain)2 + I2-(O'in) -1=0
Donde al ser constante el coeficiente que multiplica a (o ) y siendo el valor de las

tensiones principales o] independientes del sistema de ejes adoptados, seran también
constantes los coeficientes I;, I, Is denominandose “Invariantes”.

|, =7, +7,, +75 =7 invariante lineal o de ler. Grado
[ = 2 2 > [Tn T Tn Ty Tis Tz |
2 T Ty Ty Ty 13321y =Ty — Ty — Ty = + + =
T Tp To3 T3 T3 Ti
1 . . ”
=5 (T Ty =TT invariante cuadratico de 2do. grado
Tn T T

I, = \T‘ =T, Ty Ty =det(ty) invariante de 3er, grado

T3 Tas T33
La ecuacidn secular tiene 3 raices en general o (i=1, 2, 3) que se puede demostrar que

son reales y que representan los valores de las tensiones principales (Tensiones normales en
planos con tensiones tangenciales nulas).
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A dichas tensiones principales las denominaremos con: o', o, , 03 , 0 tq), t2), t3)

n

Reemplazada o en el sistema (T-o!'I)n'=0 al cual si se le adiciona
(n})* +(n})* +(n})* =1 obtendremos la direccién principal
n,
1 _ 1 _ 1 1 1
n =|n,|=(n,n,,n;)
n;
. no_ 2 no_ 3
Lo mismo para ¢, =>n", y para ¢; =>n
Es posible demostrar que las tres direcciones n' son normales entre si, y por lo tanto se
cumplira:
C D Isii=]
n,.nj+n,.n; +n;n; =98; =9
Osii#]
En general, y a fin de dar un orden a las tensiones principales, las mismas se ordenaran:
n n n
o, 2 0, = O,
cumpliéndose, salvo casos especiales, que:
G,> G, > O}

1-4.1:EL TENSOR DE TENSIONES REFERIDO A EJES PRINCIPALES:

Referenciemos la Matriz de Tensiones respecto de ejes x;; Xp; X3 coincidentes con las
direcciones principales. Denominaremos también a estos ejes con X1); X(2); X(3)
La matriz de Tensiones referida a los ejes principales sera:

t) o, N, to,-n,
X,=X n __ _ n | _ n —
»he tt=Tn=|t, |=|0,n, |=|t,mn,
n n
ts o, .1, (30,
c"=t"n
X=Xy
n_ __n__2 n_ 2 n_.2 _ 2 2 2
y G =0,.n; +0,0n; +0;.0; =t,.n; +1t,.0; +t;.n;

2 n?2 2 n2 2 n2_2 .2 _2 2 2 2 .2
t, =0, .n; +0, n;, +0; ny=t;.n; +t,.n; +1t;.n;3
Mientras los invariantes valdran:
___n n n __
I, =0/ +0, +0; =ty +to tts

__n n n n n n _
[, =600 + 03,03 + 03,00 =t b Hio)te TGt

__n n n
I,=0,.0,.0;

Por ultimo calcularemos el valor de ", o (t")?, referido a ejes principales xg
n 2 n?2 2 2 2 2 2 2 2 2 252
T =t =" = (4] 0]+t nd ] nd) = (tyn] +t,nd +tyn?)
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Donde:
(r ) =(t{,n; +thn3 +t5.n3)—(t7,n +tn; +t5nT +
+ 2.t .t N5 + 2, t i nong + 2.8t n3ng)
(") = (2 =3 % =2t .ty 2 07 + (1, =t} 0% =28t n2)n2 +

+(th) —th) N3 =246t n7)n;

Como: n; +n; +n; =1
Sera (1-nj)=n3+n; ; (I-n3)=n;+n; ; (I-n3)=n{+n3
2 2 2 2 27,2 2 2 2 27,2
(1:“) =[ty,-(n; +n3) = 2.t .t 05 ]ny +[t,).(n3 +n7) = 2.8, .t .n5]n; +

2 2
+[t(3) (n; +n}) - 2t5)t, 07 ]n;

2 2 2.2 2 2.2 2
(") =(ty, = te)?nind +(ty —ty)> 020 +(tg —ty,)>nln:
2 2 2 2 2 2 2 2 2
" =x/(t(1> —ty) npn; +(t, —ts) nyng +(ts —t,) .n5n;

que nos da la tension tangencial para un plano de direccién (n, ny, n3) cuando los ejes de
referencia son principales.

1-4.2:TENSIONES TANGENCIALES MAXIMAS Y MINIMAS:

En las tensiones tangenciales en general el signo no tiene un significado fisico especial,
sino que surge de una convencion, por lo cual nos interesaran los valores absolutos Maximos
y Minimos. Sabiendo entonces que seran Maximos y/o Minimos los valores absolutos de t"
cuando también lo sea (t")°. Estudiaremos esta tltima partiendo de

2 2 2 2 2 252
(")’ = (1) n; +t(2) N, +tong —(tg,ny +t,n; +t,.n3)
donde teniendo en cuenta que: n: =1-n/ —n;
sera:
2 2 2 2 2 2 2 212
(")’ = (1) ny 4+t n; +ty . (I-ny —ny)—[t,n; +t,n; +t,.(1-n; —nj)]

2 2 2
(t")* =n] (t(l) (3))+n (t(z) (3))+t(3) [(tgy —te)ny +(to) —te)n; +ts)]

Donde para que sea Maximo o Minimo (t")* se debe cumplir:

a(Tn)Z o 8(Tn)2 o
on, on,
y asumiendo que t(1)> to)> t3), con tg)# t3) y te) # t3), sera:
o(x")’* 2 2
on =2, (5, —tG) = 2.[(ty —te)n] +(t, —ts)ns +t5120.(t, —t5)=0
1

0 (tg + ) = 2.ty —te)n] —2.(t,, —ts)n; —2.t;1=0
1
(a) n, [(tg —te)ny +(t, —ts)n; — Aty —t3)]1=0

a(rn)Z

n,

Analogamente para =0:

1
(b) n2'[(t(1) (3))11 +(t(2) _t(3))-n§ _E (t o = (3))] 0

Par de ecuaciones en n; y n, que al adicionarle:
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() nj=I-nj-nj

nos permite calcular la direccion del plano (n;, ny, n3) sobre el cual actian los (t") Maximos o
Minimos en valor absoluto.
Analicemos las distintas soluciones:

1™ Solucioén:

X0)
De(a)y() n; =0 n,=0
de (¢) n; = *£1
0
o = o = 90° o = 90° oz = 0°

X

Direccion coincidente con el eje X3y coordenado (o con -X(3)) y por lo tanto en el plano
coordenado “x(j) X(2)” principal y por lo tanto (t") = 0 (Minimo).
Esto puede verificarse en la expresion:
n 2 .2 2 2 2 2 2 2 2
T =ix/(t(l) —ty) mpn; +(t, —ts) nyng +(ts —t,) .n5n;

al reemplazar: n;=0,n,=0,n3 =1
2% Soluciédn:

- En (a) n; =0 o =90°

3)
En (b) n; # 0

1
J(Qa—tm)ni—g(qn—tm):o

n, ==+

5 == o = +45°; a, = £135°

/
-

2

!
3 / De(c) n;=t—~=  =>o03==245% a3 =+135°
(t<2) _t<3>)

T (") = J—rf (Maximo)
3™ Solucidn:
¥ En (b) n=0 o, = 90°
K En (a) n =0

1
(ty, —1:(3)).1112 —5.(1:(1) —t3)=0

=> o =45°% a; =%x135°

n1=ié

// / 1
/e De (¢) n, =t == +45°; 03 = £135°
(to) —tg) .
: ' (t")=+—2 D (Maximo)
N / 2
)
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Estabilidad IV-a Capitulo 1: Tensiones

Variando las soluciones con + o — se van dando los otros planos normales.

Con planteos similares pero partiendode : ni=1-n; -n; ode: n;=1-n;-n’
obtendriamos otras soluciones que se podrian analizar como ejercitacion y donde en definitiva
apareceran: (t") = 0 Minimo sobre los planos principales, y a 45° de los ejes (") Maximos.

-4 o )
(== 5

oy (o) —tg)
(t")== 5

oy ey =)
(t")=4% 5

1-5: FORMA BILINEAL DEL TENSOR DE TENSIONES Y CUADRICA INDICA-
TRIZ (DE CAUCHY).

Con anterioridad sobre la superficie d{ habiamos
hallado t"=T.n

Donde sera:  c" =t".cos@

™ =t"senp=-/(t")’ —(c")’

Si trabajamos en forma vectorial:
c'=t"n=t'n +t)n, +t;.n,

X que desarrollada nos da:
n_ 2 2 2
6" =1,,n; +1,,.0; + 75,05 +2.1,.n,.n, +2.1,,.n,.n, +2.7,,.n,.0,

expresion denominada “forma bilineal del Tensor de Tensiones”. Es inmediato que el valor de
la tension normal ¢" de esta expresion puede ser expresada matricialmente por:

o"=t" n=n"T n=n".Tn

Debemos hacer notar que tanto ¢", 1" y t" varian al variar n que define la direccion del
plano dQ), pero que una vez fijada en el espacio la direccion del plano n, los referidos valores
no varian al variar los ejes coordenados que se toman como base.

Volviendo a la expresion:
" =1,n; +1,,05 + 1,0 +2.1,.0,.0, +2.T,,.0,.0, +2.7,,.0,.0,
que en notacion indicial se escribe:
c" =1;.n,0;

Trataremos de representar de alguna manera la variacion del valor de ¢" al variar la
direccion del plano n.

Fijemos los ejes coordenados x; X; X3 y definamos sobre la direccion n un punto Q tal que
se cumpla:

Facultad de Ingenieria - UN.N.E. 13



Estabilidad IV-a Capitulo 1: Tensiones

k ..
OQ=r= k = constante positiva
Gn
Las coordenadas de Q, extremo de r, seran:
nl
n=|n, X, =r.n X, =r.n, Xy =Tr.n,
X
n3
X X3 X3
Q(Xlaxzaxz) 1/11 = n2 = n3 =
r r r
8&
2
X k
i y como rl=—— ‘0“ r’ =k’
0 ; ‘G“
ds X X,
X S
? c"r? =+k’
Xl

Reemplazando nj, ny, n3 en la forma bilineal y simplificando:
2 2 2 . 2
T X] F Ty X, +T53.X5 +2.7, XX, +2.T,.X,.X; +2.7;,.X3.X, =%k

Expresion cuadratica, lugar geométrico de los extremos Q(xi,X2,X3) que representa una
“Cuadrica” en el espacio referido a los
ejes X; Xp X3 que no es mas que una
superficie de 2° grado, asi como en el
espacio de dos dimensiones (x; X2) 0 sea
en el plano, la expresion cuadratica
representa una conica.

Si referimos esto a las direcciones
principales la ecuacion de la cuédrica
estaria dada por:

2 2 2 1.2
X 1, X5 X5 =1k

X7 X

A =
//’// X,=X) t m

< donde t;) son las tensiones principales.

Se cumplird que: O_Q =r=

cuadrica N
(&)
X=X,

es inversamente proporcional a la raiz cuadrada del valor absoluto de 6" y ademas como r es
normal al plano d€, la direccion de 6" coincide con la de r.

Es también posible demostrar que el t" coincide con la direccién que define al plano
tangente en Q (plano 7) y por lo tanto sera:

t" L

Aclaremos que el plano m (n;) define la direccién conjugada de n para la cuadrica
caracteristica y que la misma tendrda direcciones principales que coincidiran con las
direcciones principales de tensiones.

La bibliografia de la especialidad muestra el tipo de cuadrica que se da para los distintos
casos de tensiones, sefialando aqui que pueden ser elipsoides e hiperboloides de revolucion o
no, esferas, etc.
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Estabilidad IV-a Capitulo 1: Tensiones

1-6:ELIPSOIDE DE TENSIONES (O DE LAME)

Referimos a ejes ordinarios:

t] =1,,.0, + 7,0, + Ty,
t"=Tn=4t) =1,n,+1Tp,.N, +T5,.0; ycon n;+nj+n;=1
t3 = T30, + T,3.0, + Ty5.05
Se puede construir una grafica que, luego de bastante algebra sera:
Serd: A(l)(t?)2 + A(z)(trzl)2 + A(3)(t§)2 +AGL +AGL +
+ A(6)t‘31 + Amt?t{‘ + A(g)t;‘t{’ + A(g)tgtg +A, =0
Que en el espacio de tensiones: X, =t} X, =t X, =t}
A(1)X12 + A(z)X22 + A(3)X32 +A X+ A5X, +

donde, A
+A X F AKX+ A Xy X T A XX, + A =0

i~ A(i) (T)

X;

Propiedades:
OP=|t,|

Los ejes principales del elipsoide son las
direcciones principales.

X X

Referido a los ejes principales:

/2 sii=1,2,3
L)

Las constantes antes vistas se transforman: A =4 0sii=4,..9
—1sii=0
Pero, podemos deducir todo de cero:
n —
\X(s) tl = t(l) .Ill
N Ly t"=Tn= t;:t(z).n2
', 0 .
t) =ty .,
¢ Ny £ t "
@ S R n, = n,=—> n,=— y con
" t
0 4 Lo Lo 6)
X

lyk{dde Ingenﬁh:oia -UN.N.E. 15
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Estabilidad IV-a

Capitulo 1: Tensiones

CORCY MG
(t0) (o) (i)

Sera:

n

Que en el espacio de tensiones: x, =t; X, =t,
2 2 2

X X X
12 + 22 + 32 :1

t t t

() (2) (3)

X, =t

Representa un Elipsoide de Tensiones o de Lame cuyos ejes principales son

X5

1-7: TENSOR ESFERICO Y DESVIADOR

Analicemos un estado de tensiones definido por:

T T Ts
T=|1y 1, 1y
Ty T Ta

Y el valor de

1 1
Top = g-(fn + Ty +T33) = g-(t(l) +to) tta)= 3 =

to| |t

o
Siendo:

OP =

tﬂ

= P x4k = (1) (10)7 + (1)

El Elipsoide de Tensiones nos da el
valor absoluto de ‘t"‘ y su direccion.

I, 1

Dadas las propiedades de los tensores y de las matrices que los representan, es posible
pensar a T como la suma de dos tensores que denominaremos:

a) Tensor esférico o hidrostatico de tensiones:
7, 0 0

To=191=7106; = 0 15 O
0 0 r
b) Tensor desviador de tensiones:
Sii Sz Si3 (T11 = 7o) Ti2 T13
Ty =[Sil=[1j—0;T0]=|Sx1 Sy Sy |= Ta1 (22 = 7o) T3
S31 Sz Sy T3 T3 (T33 = 7o)
Es inmediato que se cumple:

T:T0+Td

Facultad de Ingenieria - U.N.N.E.
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Estabilidad IV-a Capitulo 1: Tensiones
El tensor esférico tiene una tension constante sobre las direcciones principales y representa
a un estado con una tension normal uniforme en todas sus direcciones no existiendo tensiones
tangenciales en ninguna direccion.
La cuédrica de Cauchy asociada es una esfera donde cualquier direccién es principal.
Sus invariantes son:

I, =3.1,=71,, +7T, + 75

2

1
I, =31, = E(‘E” + Ty +Ty)°

3 1 3
I T, = — (1, + Ty +Ts)
03 0 11 22 33
27
El tensor desviador [S;;] tiene sus direcciones principales coinciden con las de T = [t;].
Para las direcciones principales se cumplira que las tensiones principales seran:

Sy = ta — To

siendo sus invariantes:

Ly = (1 = 1)+ (1 —T9) + (155 —75) =0 = (ta) —T,)+ (t(z) —Ty)+ (t(3) - 1)
quedando definida sus tensiones y direcciones principales por:

Sty + 1Sy — Iy =0

Ly =88, +8, 85 +853.8 - (Slzz + 5232 + S312) =

= (1), = T)(Ty = To) + (T = T)(T33 = Tg) + (T35 = T9)-(T), —Ty) — (1:122 + 7232 + T312) =
= é[(zrn — Ty =Ty )(2Ty =Ty =T )+ (275 =Ty =1 )(2T55 — Ty —Tp) +

2 2 2
+ (275 =T =T ) (2T, =Ty = T3) — (T + Ty +7T47)] =

1 2 2 2 2 2 2
= 5[—31:11 =315, =375 +37,,. Ty, 37,75 +37,5.7, ] (T, T+ Ty 0) =
_ 2 2 2 2 2 N
= _E[Tn F Ty + T — T Ty — Ty Ty — Ty Ty )= (T  + Ty +157) =
_ 2 2 2 2 2 2 2 2 2
= _g[rn F T =27 Ty F Ty F T35 = 2T Ty + Ty + Ty — 27437, ] = (T, + Ty +73,7)

1 2 2 2 2 2 2
Ly, :_g[(Tn — Ty ) F (T = Ty) + (T —1) ] (T, + Ty +71357)

Ly = (1 = T)(Ty = T0) (T3 —To) +2.7,.T55.T5 —

2 2 2
= (T, = T) Ty = (T —Tg) Ty —(Ty —Tp)Ty

Referido a direcciones principales:
I,,=0
1

2 2 2
I, = _g[(tm o)+ (o) —te) " + (g — )]

L = (7 = 10) (75 —T0) (T35 — Ty)

Respecto de las Cuadricas de Cauchy que analizamos referida a los ejes principales
podemos decir:

a) Tensor esférico:
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Estabilidad IV-a Capitulo 1: Tensiones

7,(Xx; + X5 +x;)==*k” que representa una esfera.

b) Tensor desviador:
Siendo

L, = (t(l) —Ty)+ (t(z) —Ty)+ (t(z) —Ty) = Siy+S, +55, =0
Los 3 S no son del mismo signo pues su suma es igual a cero, lo cual nos indica una
cuddrica
2 2 2 2
Sy X + 8 X; +84,.x5 =1k

en la cual se cumple que al no ser los tres S del mismo signo representa un hiperboloide
cuyos ejes principales coinciden con los del tensor original T.

1-8: TENSOR OCTAEDRICO:
Analicemos un plano n; referido a sus ejes principales con:

[ = s/ =[ns

Xo Xo

X3

1
n 2 2 2
Gy =ty N+t N, +1t5.0; :§(t(1) +t, +t(3)):r0

2.2 2 _.2 2 .2
T, = \/(t(l) —t,))n;n; +(t, —ts)nyn; +(ts —ty)n;.n;

n 1 2 2 2
Ty = ig\/(ta) _t(z)) + (t(z) _t(z)) +(t(3) _t(l))

Las ocho caras del octaedro tienen iguales valores absolutos de las tensiones octaédricas.
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Estabilidad IV-a Capitulo 1: Tensiones

Practico TENSIONES:
Problemas resueltos

Problema 1: z

Dado el tensor de tensiones en el punto P. n=?
14 7 -7 4

T=7 21 O
~7 0 35 , b6 ’

Calcular la tension sobre el plano de la figura:

Resolucion:
La ecuacion del plano es C; x; + C; xp + C3 x3 =1 , usando los puntos por los que pasa el
plano sale que para el plano de la figura:
6X1+2X2+3X3:12
Para el calculo de fi, usando 2 vectores cualesquiera del plano

VectorE—B:ﬁ:OE—6g+4g

Vector GB=v = —25;+Oe—2>+4e_3>

Aplicando producto vectorial, obtendremos un vector normal al plano formado por ambos
vectores pertenecientes al plano en estudio.

€ & €
uxv=n'" = n'=/0 -6 4|=-24¢ —-8e,—12¢, ‘n":28
-2 0 4
. a' -~ 2 .
Haciéndolo versor:n = % = —éel -Ze, _263
‘n.‘ 7 777

Obteniendo de esta manera el versor que representa al plano EGB, pudiendo ahora obtener el
vector tension actuante sobre dicho plano:

14 7 -7 -6 |-11
t"=Tn=7 21 0 x-2/7=-12 t" =—1le, —12¢, — e,
~7 0 35 -3/7 |-9

Problema 2:
Determinar las componentes de la tension tangencial sobre el plano del ejercicio
anterior.

a) Tension normal ¢" =n *T*1 = 17

Facultad de Ingenieria - UN.N.E. 19



Estabilidad IV-a Capitulo 1: Tensiones

b) o =V o =346 (1 I%T =8.16

Problema 3:
3 -10 0
Dado el tensor de tensiones: T=-10 0 30
0 30 -27
Calcular:

a) Tensor esférico y desviador.
b) Tensiones principales del tensor desviador.
c) Direcciones principales del tensor desviador, sabiendo que para este sistema de
ecuaciones no lineales, las incdgnitas nj, n, y n3 se obtienen:
i Ai i Bi i Ci
n =% ; n, == ; n, == , con

D, D, D,

1

A
B, :(Tu —G?) (133 —0?)—1123 o : Tension principal
G :(Tll _G?) (Tzz _G?)_lez
D, =A, +B, +C,
Resolucién de a): 71, =1, §; +S; To —%“: 3t 03_ 27 =-8
-8 Ir -10 0
T= -8 +/-10 8 30

Resolucidn de b): aplicamos sistemas de Laplace: Id; = 0; Id, =-1273; Id; =-9672
Rta: S1=31;S,=8;S;=-39

-0,394 0,912 —-0,11
Resolucion de c):n' =| 0,788 |; n* =1(0,274(; n’ =|— 0,551
0,473 0,304 0,827

Problema 4:

En un medio de continuo, el campo de tensiones esta dado por el tensor:
X12X2 (l—xzz)x1 0

T(1 —xzz)xl (x; —3x2)/3 0

0 0 2%,
Determinar:
a) La distribucion de fuerzas masicas si a través de todo el campo se satisfacen las
ecuaciones de equilibrio.

b) Las tensiones principales en el punto P(a, 0,2/a )

¢) El corte maximo en P.

d) Las tensiones desviadoras principales en P.

Facultad de Ingenieria - UN.N.E. 20



Estabilidad IV-a Capitulo 1: Tensiones

T..
a) Las ecuaciones del equilibrio: 5 L +pb, =0
X .
]
siendo: p : densidad
b, : fuerza por unidad de masa

2X,X, +(2x,x,)+0 +pb,=0 = pb, =0
1-x,)+(x,"=1) +0 +pb,=0 = pb,=0

0 +0 +4x, +pb; =0 = pb3=—ix3
p
0 a 0 c,=a
b) T=la 0| = o,=-a
0 8a c, =8
c) Corte maximo: T = 8a—2(—a) =4,5a
d) A partir de las tensiones ya obtenidas: T, = 2 a
S, =a-— % a= —% a
S, =—a—%a :—l%a
S, :8a—%a :—l%a
Problema 5:
Dada la cuadrica en ejes principales (de traccion)
a=3,0
5 b=4,5
c=5,0
nl
c con fi=n,
b y n,
. En un punto P cualquiera, c=15,r=4,0

a) Determinar el tensor de tensiones del punto
en el que estd definido la cuadrica.

b) Si n,=0,5;calcular n, y ny;(t] ,t5,t; componentes del vector tension total sobre el

plano definido por i.)

Resolucién punto a)
k2

como r’ = ‘—n y conociendo los valores de ‘G“‘ y 1° para el punto P, obtenemos
o"
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‘G“ r’ =k’

15.16=240 => k=15.49

La ecuacion de la cuadrica serd, por estar en ejes principales:
G,.X; +0,.X) +0,X; =+k’

G,X; +G,X; +0,.X; =+240

para obtener los valores de las componentes del tensor de tensiones, estudiamos los valores de
la cuadrica sobre los ejes coordenados.
sobre el eje x|

c,a’ =+240 = o, =2;420=@=26.66
a 9

sobre el eje x»

c,b’ =4240 = c, = 2420 =ﬂ=11.85
b 20.25

sobre el eje x3

o,.c’ =1240 => G, = 2420 =@=9.6
c 25

quedando por lo tanto el tensor de tensiones:

s, 0 0] [2666 0 0
T=0 o, 0= 0 1185 0
0 0 o | 0 0 96

Resolucién punto b)
Para conocer los valores de los cosenos directores faltantes (teniendo en cuenta que
conocemos uno de ellos, los valores de la matriz de tensiones y el valor de la tension normal

en la direccion estudiada) podemos aplicar el siguiente sistema de ecuaciones

2 2 2
6" =0,n, +0,1n, +G,.0;

2 2 2
n; +n; +nj =1

15=26.66*0.5> +11.85*n; +9.6*n;

0.5 +n; +nj =1

Resolviendo este sistema de dos ecuaciones con dos incognitas obtenemos:
n, =0497 ; n, =0.709

Problema 6:

Usando la ecuacion de balance, deducir la ecuacion diferencial del equilibrio.
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Resolucion
La ecuacion general de balance en su forma integral, establece que para una propiedad
¢ cualquiera por unidad de masa:

[ ppdv = [ pk,dv - vndQ - [ j,.ndQ
atjquﬂ .[vp A .[avp(p ovla
\—ﬁ/__J
; : Generacion de esa Flujo convectivo saliente (+) Flujo no convectivo saliente (+)
S: Eﬂdv%[{u(iieli pdrg E;ﬁ?gl(p propiedaden V. de la propiedad a traves de la de la propiedad a traves dela
superficie que rodea V. superficie que rodea V.

Donde el flujo convectivo involucra a la velocidad v (hay transporte de masa) y el no

€C_ %

convectivo no la involucra. “n” es normal a la superficie cuyo sentido positivo (+) es hacia
fuera. Para deducir lo que buscamos recordemos que la masa se mueve con velocidad “v”, que
el “flujo” no convectivo es constituido por las tensiones (por accidon y reaccion), (debemos
tomar:

¢ = v (velocidad)
k, =b (cargas por unidad de masa)

J, =-T (Tensor de tensiones)

Tensor!!!

Aplicando el teorema de Gauss; IX *ndQ) = IVV *vdV , queda:

opv ., . :
jvﬁdv = jv pbdV — jv div (pv®v)dV + jv div(T)dV
Ademas div (pv® v) = v (v grad(p) + p div(v))+ p v grad(v) = v div(pv) + p v grad(v) y
sumado a la ecuacion de conservacion de masa (ecuacion 40 de Balloffet, M., G.)

% +div (pv) =0, aplicando esto a la ecuacion de arriba:

o, 2V ==v([, (L div (V) [, pveradw)dV+ [ pbdV-+ [, div()av=

P jv (b —%)d\/ =p jv v grad(v) dV — jv div(T)dV (Ecuacién 57 de B., M., G.)

que es la conservacion de momento, Momentum o Momenta, que en definitiva encierra el
concepto de que la cantidad de movimiento es igual al impulso o, de otra forma, la derivada
con relacion al tiempo de la cantidad de movimiento es igual a la suma de fuerzas del sistema
(segunda ley de Newton).

CM.= jvv.dm = jv pV.dV ; % jv pV.dV=>F= jv pbdV+ LVT.n do
Como la ecuacién obtenida tiene en todos sus términos integrales en relacion al volumen, se
puede eliminar la integral (localizar) y queda, teniendo en cuenta que %=%+V.grad(v)
(ecuacion de la derivada material, hidraulica) se tiene:
div(T)+pb= p% = pa si a=0 (cuasiestatico) y pb=X , queda la ecuacion de equilibrio
deducida en el curso:

. oty  —
div(T)+pb=—2+X, =0
0Xj
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Problemas propuestos:

Problema 1:
Dado el tensor de tensiones en el punto P.

14 7 -7 h=2
T=7 21 0 4

-7 0 35 ‘

. 6 y
Calcular la tension sobre el plano de la figura 2
X

Problema 2:

Si los planos coordenados usados para el siguiente tensor de tensiones son ademas
principales, la matriz adopta la forma:

g 0 0
T=|0 o, O
0 0 o,

a) Determine la componente normal o, y la tangencial t, del vector tension total p sobre
un plano definido por el vector normal :
n=n,e +n,.e,+n,.e,
b) Determine las componentes del vector unitario perteneciente a la tension tangencial del
plano analizado, e, tal que: p=c,.n+t, e

Problema 3:
Muestre que la componente tangencial t,del vector tension sobre el plano octaédrico es igual

a
Ty = [2/3.(-13,)])"2

donde I,, segundo invariante del tensor desviador.

Problema 4:
Si dos raices de la ecuacion cubica de Laplace son iguales, por ejemplo, (A —,)(A —5,)> =0

con n” yn® son las correspondientes direcciones principales para las que A =, y A = G,
Calcular:

a) Muestre que n"

xn'® es una direccion principal con tension principal igual a o,

b) Muestre, basado en (a), que cualquier direccion perpendicular a n” es una direccion
principal con tension principal igual a o,

Problema 5:
Muestre que :

ol _
/afij =5

donde 1,, segundo invariante del tensor desviador, S; tensor desviadory t; tensor de

tensiones.

Facultad de Ingenieria - UN.N.E. 24



