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Resumen

En el presente trabajo se aborda el problema geomecánico del trans-
porte de poluentes inmiscibles en medios porosos parcialmente saturados
isotérmicos. Se brinda un marco teórico con el cual es posible modelar estos
problemas por medio del MEF, asumiendo que el medio poroso es un sis-
tema multifase, conformado por tres fases: sólida, ĺıquida y fase gaseosa,
mas la presencia de sustancias inmiscibles. El modelo numérico resultante
resuelve ecuaciones de cantidad de movimiento, de balance de enerǵıa
y de masa para el medio multifásico completo.

http://ing.unne.edu.ar/mecap
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1. Introduccion

La geomecánica ambiental cubre un vasto número de problemas donde se involucran
geomateriales usualmente acoplados con el flujo de determinados fluidos y con el
transporte de masa.

Dentro de los problemas que trata se encuentra el transporte de poluentes en
acúıferos y, particularmente, en zonas no saturadas donde la deformación de la
fase sólida del suelo puede ser importante debido a la naturaleza del suelo y a los
efectos de la tensión capilar. Otra área de singular importancia dentro de la
geomecánica ambiental es el estudio del confinamiento de residuos industriales,
nucleares, etc. donde el correcto diseño de los medios de contención son un factor
ambientalmente primordial.
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2. Volumen elemental representativo

La mecánica clásica asume una distribución continua de las part́ıculas (sólidas y
ĺıquidas), para las cuales están establecidas las leyes de balance y las relaciones
constitutivas. Los fenómenos aqúı estudiados ocurren en dominios ocupados por
varias fases.

Figure 1: Volumen elemental representativo

Para describir la configuración intergranular del medio multifasico hay
básicamente dos niveles posibles, el microscópico y el macroscópico. A nivel
microscópico se considera se considera la estructura real del medio poroso, la cual
no es homogénea (ver figura 1). A este nivel, las ecuaciones de gobierno se plantean
para cada componente por separado, lo que dificulta en gran medida la solución del
problema. Por otro lado, las propiedades microscópicas de los medios porosos son
de dif́ıcil obtención. Por estos motivos, se adopta una descripción macroscópica del
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medio. Como principal caracteŕıstica, esta descripción asume que en cada punto
material están presentes simultáneamente todas las fases en sus respectivas propor-
ciones.

En estos procesos una fracción de volumen ηγ puede componerse por los sigu-
ientes elementos:

• Fase sólida, ηs = 1− n, donde n = (dvw + dvg + dvπ) /dv

• Fase ĺıquida: ηw = nSw, donde Sw = dvw/ (dvw + dvg + dvπ)

• Fase gaseosa: ηg = nSg, donde Sg = dvg/ (dvw + dvg + dvπ)

• Fase de poluente: ηπ = nSπ, donde Sπ = dvπ/ (dvw + dvg + dvπ)

De las ecuaciones anteriores se desprende:

Sw + Sg + Sπ = 1 (1)

y la densidad del medio multifásico:

ρ = ρs + ρw + ρg + ρπ = (1− n) ρs + nSwρ
w + nSgρ

g + nSπρ
π (2)
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3. Ec. de balance microscópico

Para una propiedad termodinámica cualquiera, ψ, la ecuación general de conser-
vación dentro de la fase γ puede ser escrita como (Malvern, 1969; Oliver, 2000):

∂ρψ

∂t
+ div (ρψṙ)− div i− ρ b = ρG (3)

Para establecer ecuaciones de balance de una propiedad termodinámica definida
se cambian las variables de estado i, b y G. Aśı, por ejemplo, para la obtención de
la ecuación de balance de masa se tiene:

ψ = 1 ; i = 0 ; b = 0 ; G = 0 (4)

introduciendo estos valores en (3) la ecuación de balance microscópica de masa
resulta ser:

∂ρ

∂t
+ div (ρṙ) = 0 (5)
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4. Ec. de balance macroscópico

4.1. Fase sólida

Partiendo de (5) se obtiene la expresión del balance de masa para la fase sólida

∂ρs

∂t
+ ρsdiv vs = 0 (6)

y teniendo en cuenta (2) nos queda:

(1− n)

ρs

∂ρs

∂t
− ∂n

∂t
+ (1− n) div vs = 0 (7)

4.2. Fase ĺıquida

La ecuación microscópica de balance de masa para la fase liquida es similar a la
correspondiente a la fase sólida (3) siendo la igualdad distinta de cero (G 6= 0) dado
que el agua puede transformase en vapor y viceversa.

∂ρw

∂t
+ ρwdiv vw = −ṁ (8)

Teniendo ahora en cuenta (2) nos queda:

∂ (nSwρ
w)

∂t
+ nSwρ

wdiv vw = −ṁ (9)

Desarrollando esta expresión y trabajando algebraicamente, se llega a una
relación que sumada a (7) es:
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(1− n)

ρs

∂ρs

∂t
+ div vs +

n

ρw

∂ρw

∂t
+

n

Sw

∂Sw

∂t
+

1

Swρw
div (nSwρ

w · vws) = − ṁ

Swρw
(10)

4.3. Fase gaseosa

La fase gaseosa aqui considerada esta compuesta por dos componentes, aire seco
(ga) y vapor de agua (gw). Dado que ambos componentes son miscibles y se
comportan en forma similar pueden ser tratados como una sola fase.

La ecuación de balance microscópico de esta fase esta dada nuevamente por (5)
en el caso de despresiar la producción interna de masa de cada especie debido a las
reacciones quimicas entre ambas (Hassanizadeh, 1986a), con lo cual la ecuación de
balance de masa para la mezcla de aire seco y vapor de agua será:

∂ (nSgρ
g)

∂t
+ nSgρ

gdiv vg = ṁ (11)

Nuevamente trabajando algebraicamente con esta expresión se llega a una
relación que sumada a (7) es:

(1− n)

ρs

∂ρs

∂t
+ div vs +

n

Sg

∂Sg

∂t
+
n

ρg

∂ρg

∂t
+

1

Sgρg
div (nSgρ

g · vgs) =
ṁ

Sgρg
(12)
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4.4. Poluentes inmiscibles

Cuando en el medio poroso se presenta una sustancia que no tiene la propiedad
de mezclase con alguna de las fases no solidas claramente esta formando parte de
una nueva fase, π. Una manera de estudiar este fenoméno es considerar que el
comportamiento del poluente será similar a la fase liquida (Schrefler, 2001).

La ecuación de balance de masa para poluentes inmiscibles será por lo tanto
similar a (10) pero sin el término de generación interna, ṁ = 0.

(1− n)

ρs

∂ρs

∂t
+ div vs +

n

ρπ

∂ρπ

∂t
+

n

Sπ

∂Sπ

∂t
+

1

Sπρπ
div (nSπρ

π · vπs) = 0 (13)
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5. Relaciones constitutivas y de estado

Para completar la descripción del comportamiento mecánico se requiere definir las
relaciones constitutivas.

5.1. Tensor de tensiones en las fases flúıdas

Aplicando de segunda ley de la termodinánica el medio poroso multifasico (Has-
sanizadeh 1979b) el tensor de tensiones en las fases fúıdas puede ser escrito como

tγ = −ηγpγI (14)

5.2. Tensor de tensiones en la fase sólida

El tensor de tensiones en la fase sólida es

ts = (1− n) (ts
e − Ips) (15)

mientras que la presión en la fase sólida es

ps = Swp
w + Sgp

g + Sπp
π (16)

y el tensor de tensiones efectivo se define como

σ′ = (1− n) ts
e (17)

Introduciendo (16) en (15)

ts = (1− n) [ts
e − I (Swp

w + Sgp
g + Sπp

π)] (18)
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Con el objeto de obtener la tensión total, σ, se suma la expresión (18) con
(14) escrita para las fases ĺıquidas, gaseosas y de poluentes.

σ = ts + tw + tg + tπ =

(1− n) [ts
e − I (Swp

w + Sgp
g + Sπp

π)]− nSwp
wI − nSgp

gI − nSπp
πI =

(1− n) ts
e − I (Swp

w + Sgp
g + Sπp

π) (19)

o bien,

σ = σ′ + I (pwSw + pgSg + pπSπ) (20)

5.3. Densidad de la masa solida

Asumiendo que la densidad de la masa solida es una función de ps, de la temperatura
y del primer invariante del tensor de tensiones efectivo se tiene,

1

ρs

∂ρs

∂t
= − 1

Vs

∂Vs

∂t
=

1

Ks

∂ps

∂t
− βs

∂T

∂t
− 1

3 (n− 1)Ks

∂ (trσ′)

∂t
(21)

Teniendo en cuenta ahora la ecuación (21), la definición de la constante de Biot
y la relación constitutiva para el primer invariante del tensor de tensiones efectivo
(Malvern, 1969), se obtiene:

1

ρs

∂ρs

∂t
=

1

1− n

[
(α− n)

1

Ks

∂ps

∂t
− βs (α− n)

∂T

∂t
− (1− α) div vs

]
(22)

Para granos incompresibles 1/Ks = 0, α = 1, lo cual no implica que el esqueleto
sólido sea ŕıgido, dado que se reacomodan los espación vaćıos.
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5.4. Ecuación de estado para la fase liquida

La ecuación de estado para el agua ha sido desarrollada por Fernandez, 1972, y
viene dado por:

ρw = ρwoexp [−βwT + Cw (pw − pwo)] (23)

siendo su variación en el tiempo

1

ρwo

∂ρw

∂t
=

1

Kw

∂pw

∂t
− βw

∂T

∂t
(24)

5.5. Ecuación de estado para la fase gaseosa

La fase gaseosa puede ser considerada como una mezcla perfecta de gases ideales,
aire seco y vapor de agua. Aśı es posible usar las leyes de gases ideales al aire
seco(ga), vapor de agua (qw) y aire húmedo (g) (Fredlund, 1993)

pga = ρgaθR/Ma (25)

pgw = ρgwθR/Mw (26)

pg = pga + pgw (27)

Mg =

(
ρgw

ρg

1

Mw

+
ρga

ρg

1

Ma

)−1

(28)

donde Mγ es la masa molar del componente γ y R es la constante universal de los
gases.
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6. Ec. generales de campo

Las leyes de balance macroscópicos son ahora transformadas introduciendo las rela-
ciones constitutivas definidas en la sección 5

6.1. Fase sólida

El comportamiento de la fase sólida puede ser descripta con suficiente presición por
medio de la ecuación de balance de momento lineal, la cual se obtine a partir
de (3) estableciendo correctamente las variables de estado i, b y G (Lewis, 1998a).

LT σ + ρg = 0 (29)

6.2. Fase liquida

Derivando la relación entre los grados de saturación de las diferentes fases (1) con
respecto al tiempo y despejando ∂Sg/∂t se tiene

∂Sg

∂t
= −∂Sw

∂t
− ∂Sπ

∂t
(30)

Teniendo en cuenta la ecuación de estado de la fase ĺıquida, la definición de
presión en la fase sólida y la densidad de la fase sólida, en la ecuación de balance
macroscópico de la fase ĺıquida se tiene.



 

Universidad
Nacional del

Nordeste

Introduccion

Volumen elemental . . .

Ec. de balance . . .

Ec. de balance . . .

Relaciones . . .

Ec. generales de . . .

Modelo . . .

Ejemplos numéricos

Conclusiones

Anexo

JJ II

J I

Pagina 13 de 26

Full Screen

Cerrar

[
S2

w

(α− n)

Ks

+
nSw

Kw

]
∂pw

∂t
+

[
(α− n)

Ks

SwSg

]
∂pg

∂t
+

[
(α− n)

Ks

SwSπ

]
∂pπ

∂t

+α Swm
TL

∂u

∂t
+

[
(α− n)

Ks

Swp
w − (α− n)

Ks

Swp
g + n

]
∂Sw

∂t
+Sw

(α− n)

Ks

[pπ − pg]
∂Sπ

∂t

+
1

ρw
∇T

[
kkrw

µw
(−∇pw + ρwg)

]
= 0 (31)

Los términos ∂Sw/∂t y ∂Sπ/∂t pueden expresarse como:

n
∂Sw

∂t
= n

∂Sw

∂pgw

∂pgw

∂t
= Cw

∂pgw

∂t
= Cw

(
∂pg

∂t
− ∂pw

∂t

)
n
∂Sπ

∂t
= n

∂Sπ

∂pgπ

∂pgπ

∂t
= Cπ

∂pgπ

∂t
= Cπ

(
∂pg

∂t
− ∂pπ

∂t

) (32)

Donde Cw es la derivada de la curva caracteŕıstica (Sw − pgw) (Beneyto,2005) del
suelo estudiado. Dado que la fase π se comporta como un fluido es factible re-
alizar un análisis similar al caso anterior implementando una nueva curva Sπ − pgπ

(Pao,2002). Una de las formas de variación adoptada es mediante una función
hiperbólica (Bolzon,1996). Ordenando (31)

α22
∂pw

∂t
+ α23

∂pg

∂t
+ α24

∂pπ

∂t
+ α21L

∂u

∂t
+

1

ρw
∇T

[
kkrw

µw
(−∇pw + ρwg)

]
= 0 (33)

con
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α21 = α Swm
T

α22 =
(α− n)

Ks

Sw

(
Sw − pwCw

n
+ pgCw

n

)
+
nSw

Kw

− Cw

α23 =
(α− n)

Ks

Sw

(
Sg + pwCw

n
− pgCw

n
+ (pπ − pg)

Cπ

n

)
+ Cw

α24 =
(α− n)

Ks

Sw

(
Sπ − (pπ − pg)

Cπ

n

)
(34)

6.3. Fase gaseosa

Partiendo de la ecuación de balance de masa de la fase gaseosa, teniendo en cuenta
la ecuación de estado de dicha fase y la densidad de la fase sólida, se tiene

[
(α− n)

Ks

Sg

(
Sw −

Cw

n
(pw − pg)

)
+ Cw

]
∂pw

∂t

+

[
(α− n)

Ks

Sg

(
Sg +

Cw

n
(pw − pg) +

Cπ

n
(pπ − pg)

)
− Cw − Cπ +

nSgMg

ρgθR

]
∂pg

∂t

+

[
(α− n)

Ks

Sg

(
Sπ −

Cπ

n
(pπ − pg)

)
+ Cπ

]
∂pπ

∂t

+ αSg m
TL

∂u

∂t
+

1

ρg
∇T

[
kkrg

µg
(−∇pg + ρgg)

]
= 0 (35)

la cual puede ser expresada de manera similar a (33)
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α32
∂pw

∂t
+ α33

∂pg

∂t
+ α34

∂pπ

∂t
+ α31L

∂u

∂t
+

1

ρg
∇T

[
kkrg

µg
(−∇pg + ρgg)

]
= 0 (36)

con

α31 = αSg m
T

α32 =
(α− n)

Ks

Sg

(
Sw +

Cw

n
(pg − pw)

)
+ Cw

α33 =
(α− n)

Ks

Sg

(
Sg −

Cw

n
(pg − pw)− Cπ

n
(pg − pπ)

)
− Cw − Cπ +

nSgMg

ρgθR

α34 =
(α− n)

Ks

Sg

(
Sπ +

Cπ

n
(pg − pπ)

)
+ Cπ

(37)

6.4. Fase de poluentes inmiscibles

Cuando el poluente no puede mezclase con la fase ĺıquida claramente esta formando
parte de una nueva fase, π, y el planteo de las ecuaciones de gobierno se lleva a
cabo en forma idéntica a caso de la fase ĺıquida.

Partiendo de la ecuación de balance de masa para poluentes inmiscibles para
procesos isotérmicos se tiene:
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[
(α− n)

Ks

Sπ

[
Sw − (pw − pg)

Cw

n
− (pπ − pg)

Cπ

n

]
+ Cπ

]
∂pw

∂t

+

[
(α− n)

Ks

Sπ

[
Sg + (pw − pg)

Cw

n
+ (pπ − pg)

Cπ

n

]
+ Cπ

]
∂pg

∂t

+

[
(α− n)

Ks

S2
π +

nSπ

Kπ

]
∂pπ

∂t
+ α Sπm

TL
∂u

∂t
+

1

ρπ
∇T

[
kkrπ

µπ
(−∇pπ + ρπg)

]
= 0

(38)

expresada de manera similar a (33) se tiene

α42
∂pw

∂t
+ α43

∂pg

∂t
+ α44

∂pπ

∂t
+ α41L

∂u

∂t
+

1

ρπ
∇T

[
kkrπ

µπ
(−∇pπ + ρπg)

]
= 0 (39)

con

α41 = α Sπm
T

α42 =
(α− n)

Ks

Sπ

[
Sw − (pw − pg)

Cw

n
− (pπ − pg)

Cπ

n

]
+ Cπ

α43 =
(α− n)

Ks

Sπ

[
Sg + (pw − pg)

Cw

n
+ (pπ − pg)

Cπ

n

]
+ Cπ

α44 =
(α− n)

Ks

S2
π +

nSπ

Kπ

(40)
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7. Modelo matemático discreto

Aplicando el método de Galerkin al sistema diferencial de ecuaciones formada por
(29), (33), (36) y (39), y empleando el método de los elementos finitos se obtiene
el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales.

KE
∂ū

∂t
+ Csw

∂p̄w

∂t
+ Csg

∂p̄g

∂t
+ Csπ

∂p̄π

∂t
=
∂fu

∂t
(41)

P ww
∂p̄w

∂t
+ Cwg

∂p̄g

∂t
+ Cwπ

∂p̄π

∂t
+ Cws

∂ū

∂t
+ Hwwp̄

w = fw (42)

Cgw
∂p̄w

∂t
+ P gg

∂p̄g

∂t
+ Cgπ

∂p̄π

∂t
+ Cgs

∂ū

∂t
+ Hggp̄

g = f g (43)

Cπw
∂p̄w

∂t
+ Cπg

∂p̄g

∂t
+ P ππ

∂p̄π

∂t
+ Cπs

∂ū

∂t
+ Hππp̄

π = fπ (44)

Ordenando términos y expresando en forma matricial se tiene,


KE Csw Csg Csπ

Cws P ww Cwg Cwπ

Cgs Cgw P gg Cgπ

Cπs Cπw Cπg P ππ

+


˙̄u
˙̄pw

˙̄pg

˙̄pπ

+


0 0 0 0
0 Hww 0 0
0 0 Hgg 0
0 0 0 Hππ




ū
p̄w

p̄g

p̄π

 =


ḟu

fw

f g

fπ


(45)

donde las matrices que forman el sistema están expuestas en el Anexo.
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8. Ejemplos numéricos

8.1. Columna de suelo unidimensional

El siguiente ejemplo fue propuesto con el fin de mostrar
el comportamiento del modelo matemático ante un caso
geométrico muy utilizado en la literatura (figura 2) es-
pecializada de mecánica de suelos. El problema consiste
en un estrato de suelo unidimensional que se encuentra
parcialmente saturado, coexistiendo en los vaćıos deja-
dos por la matriz sólida del suelo sustancias ĺıquidas,
gaseosas y una sustancia no soluble con ninguna de las
anteriores.
Los datos f́ısicos y geométricos del problema son los
siguientes: H = 1.00m; B = 0.10m; q = 10.0Kpa;
E = 1000.0Kpa; µ = 0.3; φ = 30◦ = 0, 5236rad;
c = 50.0Kpa; e0 = 2.0; ky = 0.00864m/dia; Sw = 0.50;
Sπ = 0.40.

Figure 2: Mallado y
condiciones de borde
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Figure 3: Columna de suelo unidimensional. Resultados numéricos: a) Desplaza-
miento vs. Tiempo ; b) Grado de Saturación de Poluente vs. Tiempo ; c) Presión
de Poro de Agua vs. Tiempo ; d) Presión de Poro de Poluente vs. Tiempo
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8.2. Pozo de bombeo

El siguiente ejemplo consiste en un pozo de extracción de agua subterranea donde
diferentes estratos de suelo fueron considerados, representando un perfil de suelo
caracteŕıstico de la región del noreste de la República Argentina (Manzolillo,2003).
El estrato superficial (Estrato 1 ) consiste en una arena de baja saturación, el estrato
siguiente (Estrato 2 ) se trata de una arcilla saturada con muy baja permeabilidad
y el último estrato (Estrato 3 ) consiste en una arena de alto grado de saturación
con presencia de un poluente inmiscible.

Los datos geométricos del problema son los siguientes (ver figura 4): altura
H = 2.00m; ancho B = 2.00m; diámetro de la cañeŕıa de extracción d = 0.20m; en
cuanto a las caracteŕısticas f́ısicas del perfil de suelo las mismas fueron ordenadas
en la tabla 1.

Propiedad de los materiales Estrato 1 Estrato 2 Estrato 3
Módulo de elasticidad, E[Kpa] 3000.0 1500.0 2500.0
Módulo de Poisson, µ 0.3 0.3 0.3
Peso espećıfico, γ[tn/m3] 2.0 2.0 2.5

Ángulo de fricción interna, φ[rad] 0,5236 0,5236 0,5236
Cohesión, c[Kpa] 0.0 50.0 50.0
Relación inicial de vaćıos, e0 1.0 2.0 1.0
Compresibilidad de los granos, Ks[Kpa] 1000000.0 1000000.0 1000000.0
Permeabilidad horizontal, kx[m/dia] 1.728 0.001728 0.01728
Permeabilidad vertical, ky[m/dia] 0.864 0.000864 0.00864
Grado de saturación inicial de agua, Sw 0.40 0.50 0.40
Grado de saturación inicial de , Sπ 0.00 0.50 0.50

Table 1: Propiedades f́ısicas de un perfil de suelo caracteŕıstico del NEA
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Figure 4: Mallado y condiciones de borde del problema de extracción de agua
subterránea en presencia de poluentes (286 elementos)
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Por último, en las figuras 6 y 5 se observan el estado tensional del poro de agua
y de poluente respectivamente, mostrando una importante similitud en cuanto a la
variación de espacial de las presiones.

Figure 5: Presión de poro de la agua a las 30 horas
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Figure 6: Presión de poro de la fase poluente a las 30 horas



 

Universidad
Nacional del

Nordeste

Introduccion

Volumen elemental . . .

Ec. de balance . . .

Ec. de balance . . .

Relaciones . . .

Ec. generales de . . .

Modelo . . .

Ejemplos numéricos

Conclusiones

Anexo

JJ II

J I

Pagina 24 de 26

Full Screen

Cerrar

9. Conclusiones

Se ha presentado un modelo matemático discreto por el método de los elementos
finitos capaz de simular la distribución de presiones y desplazamientos de un ma-
terial poroso constituido por una fase sólida y tres fases fluidas comportándose
en forma acoplada bajo un estado de temperatura isotérmico. Los resultados
numéricos describen la concordancia entre el comportamiento cualitativo de las
distintas fases.
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10. Anexo

KE =

∫
Ω

BT DEB dΩ B = LNu

Csw =

∫
Ω

BTα12N p dΩ Cws =

∫
Ω

NT
uα21B dΩ

Csg =

∫
Ω

BTα13N p dΩ Cgs =

∫
Ω

NT
uα31B dΩ

Csπ =

∫
Ω

BTα14N p dΩ Cπs =

∫
Ω

NT
uα41B dΩ

Cwg =

∫
Ω

NT
p α23N p dΩ Cgw =

∫
Ω

NT
p α32N p dΩ

Cwπ =

∫
Ω

NT
p α24N p dΩ Cπw =

∫
Ω

NT
p α42N p dΩ

Cgπ =

∫
Ω

NT
p α34N p dΩ Cπg =

∫
Ω

NT
p α43N p dΩ

P ww =

∫
Ω

NT
p α22N p dΩ P gg =

∫
Ω

NT
p α33N p dΩ

P ππ =

∫
Ω

NT
p α44N p dΩ
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Hww =
1

Swρw

∫
Ω

(∇N p)
T kkrw

µw
∇N p dΩ

Hgg =
1

Sgρg

∫
Ω

(∇N p)
T kkrg

µg
∇N p dΩ

Hππ =
1

Sπρπ

∫
Ω

(∇N p)
T kkrπ

µπ
∇N p dΩ

fu =

∫
Ω

NT
u ((1− n) ρs + nSwρ

w + nSgρ
g + nSπρ

π) g dΩ +

∫
Γq

u

NT
u t̄ dΓq

u

fw =
1

Swρw

∫
Ω

(∇N p)
T kkrw

µw
ρwg dΩ−

∫
Γq

w

NT
p

qw

ρw
dΓ

f g =
1

Sgρg

∫
Ω

(∇N p)
T kkrg

µg
ρgg dΩ−

∫
Γq

g

NT
p

qg

ρg
dΓ

fπ =
1

Sπρπ

∫
Ω

(∇N p)
T kkrπ

µπ
ρπg dΩ−

∫
Γq

π

NT
p

qπ

ρπ
dΓ
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