Centro de Métodos Numéricos y Computacionales en Ingenieria
Facultad de Ciencias Exactas & Tecnoldgicas
Universidad Nacional de Tucuman

MODELACION NUMERICO-COMPUTACIONAL DEL
COMPORTAMIENTO NO LOCAL DE MEDIOS POROSOS
PARCIALMENTE SATURADOS A ESCALAS MULTIPLES

por

Javier Luis Mroginski

Director: Prof. Dr. Ing. Guillermo Etse

Tesis presentada como requerimiento parcial
para acceder al grado de
Doctor en Ciencias Fxactas e Ingenieria

Febrero, 2013



Editado en KTEX
16 de agosto de 2013



Resumen

En el presente trabajo, se propone una teoria no local basada en gradientes ter-
modinamicamente consistente para simular numéricamente el complejo proceso de
degradacion de la resistencia mecanica en medios porosos cohesivos-friccionales parcial-
mente saturados. El modelo constitutivo incluye una ley de endurecimiento clésica o local
y una formulacién de ablandamiento con parametros de estado no locales basado en la
teoria de gradiente. La longitud interna caracteristica en régimen de ablandamiento deter-
mina la sensibilidad del ancho de banda de localizacién en los medios porosos parcialmente
saturados con respecto en funcion del estado tensional y de las condiciones hidraulicas
gobernantes. De esta manera, la ubicacién del punto de transicion entre el modo de falla
fragil y el ductil puede ser identificado en forma realista dependiendo de la presién de

confinamiento y nivel de saturacién del medio.

Por otra parte, el problema de localizaciéon de deformaciones plasticas es estudia-
do mediante el analisis espectral de la condicién de bifurcacién discontinua en medios
poroplasticos no locales basados en gradientes. Para evaluar la dependencia del punto de
transicion entre las formas de falla ductil y fragil en término de las condiciones hidraulicas
y el estado tensional, se deduce el tensor actstico de localizacion para ambas condiciones
de borde hidraulicas, drenada y no drenada, basado en la teoria de propagacion de la on-
das en medios continuos. Por otra parte, se deduce la expresion analitica para el médulo
de endurecimiento critico mediante el estudio de las propiedades espectrales de la tensor

acustico de localizacion en condiciones drenadas y no drenadas.

En el presente trabajo se emplean dos modelos materiales para describir el compor-
tamiento mecanico ineldstico del suelo arcilloso y del hormigén joven, en el marco de la
teoria de medios porosos. En primer lugar el modelo material empleado para describir
la evolucién plastica de medios porosos es el Cam Clay modificado, que ha sido amplia-

mente utilizado en la mecanica de suelos saturados y parcialmente saturados. Por otro



lado, se emplea criterio parabdlico de Drucker-Prager comuinmente utilizado en formula-
ciones constitutivas de materiales porosos cuasi-fragiles como el hormigén. En este sentido,
se presenta el andlisis de localizacién de cada uno de los modelos materiales adoptados
mostrando la influencia de la presion de poros y el grado de no asociatividad del modelo
de material en la determinacién del punto de transicién entre las formas de falla fragil y

ductil.

Al estudiar los medios porosos, el efecto no local restringido a las variables internas
introduce un nuevo concepto de la longitud interna caracteristica, ademéds se debe con-
siderar la influencia de la fase porosa en el comportamiento constitutivo no local a través
de una longitud interna caracteristica nueva con respecto a la fase porosa, l,,, es decir, se

presentan multiples longitudes internas.

A continuacién, con el fin de resolver el problema de valores de borde se propone una
nueva formulacién de elemento finito para simular numéricamente en forma objetiva el
comportamiento de falla difusa y localizada en medios poroplasticos no locales basados
en gradientes para, condiciones de saturacion total o parcial. El elemento finito propuesto
incluye funciones de interpolacién con continuidad de primer orden (Cj) para el campo
de las variables internas, mientras que para los campos cinematicos y de presién de poro
se emplean las funciones de interpolacion clasica de continuidad Cy. Esta formulacion de
elemento finito es compatible con la teoria de gradiente termodindmicamente consistente

para medios porosos propuesto por Mroginski, et al. (2011).

Para estudiar la eficiencia numérica de esta formulacion de elemento finito, se combina
la teoria constitutiva poroplastica no-local de gradiente propuesta con el modelo material
Cam Clay modificado para medios continuos parcialmente saturado. De este modo, la
deformacion volumétrica del esqueleto solido y la porosidad pléstica son las variables
internas que intervienen en la formulacién constitutiva. Los resultados numéricos de este
trabajo permiten demostrar la capacidad de esta formulacién de elemento finito para
capturar los modos de falla difusos y localizados, en funcion de la presion de confinamiento

y en el grado de saturacién del medio poroso.

Keyword Medios porosos; Consistencia termodinamica; Teoria de gradientes; Ele-
mento finito de continuidad C4; Bifurcacién discontinua; Ablandamiento.
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CAPITULO 1

Introduccion

La mecanica de medios porosos constituye una disciplina de gran relevancia en diversas
areas del conocimiento como ser la Geofisica, Biomecanica y Ciencias de los Materiales. Su
principal objetivo es la descripcion de la cinematica y la presion de poro del medio conti-
nuo poroso cuando es sometido a acciones mecénicas y/o fisica arbitrarias. Probablemente
la principal ventaja del empleo de la Mecanica de Medios Continuos en medios porosos
para describir o predecir la compleja respuesta del comportamiento macroscépico de mate-
riales cohesivos-friccionales basados en los aspectos fundamentales de su microestructura,
ademas de tener en cuenta las propiedades hidraulicas y su influencia en el mecanismo de
falla resultante fueron reconocidos por varios autores en la [10, 14 109, [56]. Como con-
secuencia, la tendencia a sustituir el marco tedrico de la mecanica de medios continuos
clasicos con la mecanica no-lineales porosos es bastante observada. En primer lugar, este
proceso se llevé a cabo en el caso de la mecénica de suelos, [31, 2], pero posteriormente
fue aplicado a medios cohesivos-friccionales como el hormigén [125] 94) [7T] y también para
el caso de biomateriales [80, 96].

1.1 Inestabilidad material

Los materiales cuasi-fragiles como el hormigén o el suelo tienen un comportamiento
mecanico muy complejo cuando las deformaciones inelasticas acumuladas son grandes.
Ademas, la prediccion de la forma falla y el punto de transicién entre los modos de falla
fragil y ductil se vuelve muy compleja de determinar debido a la diversidad de variables
que gobiernan el proceso de degradacién mecanica en estos materiales estructurales.

En el contexto de mecénica clésica de medios continuos no porosos el concepto de bi-
furcacion discontinua por medio del llamado indicador o condicién de localizacién |38, [57]
establece las bases matematicas para distinguir entre modos de falla difusa y localizada o
fragil. Existen numerosos modelos constitutivos basados en medios continuos no porosos
con fisuras distribuidas (smeared crack-based) que emplean el concepto de bifurcacién
discontinua para evaluar en forma consistente los modos de falla bajo diferentes esta-
dos tensionales, [92]. La situacién critica se presenta eventualmente cuando la condicién
de bifurcaciéon discontinua se cumple en régimen de endurecimiento previo al pico. Esta
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situacién puede ocurrir en materiales cohesivos-friccionales cuando son sometidos a es-
tados de carga monotonicas de compresion con bajos niveles de confinamiento debido al
procesos micromecanicos de dilatacién excesiva, lo cual puede conducir a la falla global
del material [39].

En cuanto a continuos no porosos, muchos autores realizaron estudios sobre el com-
portamiento de post pico y las condiciones bifurcacién discontinua a través de la determi-
nacién analitica del médulo de endurecimiento critico [140), [84], 104 105}, 03], considerando
en algunos casos comportamiento constitutivo anisotrépico [140], materiales reforzados
con fibra [34, O3] y formulaciones constitutivas enriquecidas mediante teorias no locales
[134].

La extensién del concepto de fisuras distribuidas (smeared-crack) a medios porosos
permite analizar la influencia del grado de saturacién (o la presién de poro) y la presién
de confinamiento en la determinacion del punto de transicién entre las formas de falla
fragil y ductil. Este analisis puede hacerse tanto en el espacio de la tension principales
como en el espacio de los invariantes, segiin sea mas conveniente para el estudio. Sin
embargo, la extension de la teoria de la bifurcacion discontinua a medios porosos no es
sencilla debido a las dificultades relacionadas con los campos adicionales, basicamente
gas y liquido, y sus eventuales saltos o discontinuidades. En este trabajo se siguieron
las contribuciones al respecto realizadas en [30), 109, 14, BT 127, 107, 49, 25, 83]. En
algunas de estas contribuciones [127], [107] la teoria de bifurcacién discontinua se uso para
diferenciar los modos de falla fragil y dictil en medios porosos, siguiendo trabajos similares
relacionados con formulaciones materiales basadas en el concepto de fisura distribuida en
medios no porosos.

Por lo tanto, en relaciéon a los medios porosos, debido a la diversidad de variables
envueltas el proceso de degradacion plastica, la condicion de bifurcacién discontinua fue
estudiada desde diferentes puntos de vista, considerando diferentes factores como la in-
fluencia del déngulo de Lode [142], el contenido de humedad o presién de fluido [69, 107],
la porosidad [141], la permeabilidad [138], las condiciones de borde hidraulicas [76], la
temperatura [I1§], etc.

Como es bien sabido, cuando la condicién de bifurcaciéon discontinua se cumple acon-
tece un inconveniente adicional en la solucién del problema de valores de borde clasico.
Dado que la singularidad del tensor actstico de localizacién conduce a la pérdida de
elipticidad de la solucién de elementos finitos numérico. En estos casos se requieren de
formulaciones constitutivas enriquesidas con el fin de evitar la dependencia patologica
de la solucién numérica con la discretizacién de los elementos finitos. En este sentido,
se deben incorporar en las formulaciones constitutivas campos cinematicos de segundo
orden [22, 23] 40, 2], o bien formulaciones de gradiente simplificadas donde las variables
internas son las unicas con caracteristicas no locales [120] 133, 35]. Sin embargo, al con-
siderar medios porosos, el efecto no local restringido a las variables internas introduce un
nuevo concepto sobre la longitud interna caracteristica [77, [75] y la influencia de la fase
porosa en el comportamiento constitutivo no local debe ser considerado a través de una
nueva longitud interna caracteristica relacionada a la fase porosa, [, es decir que se deben
considerar longitudes internas multiples [I10].

Ademas, en el andlisis de localizacion de medios porosos las condiciones de contorno
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hidraulicas desempenan un papel fundamental y deben ser considerados apropiadamente.
De ese modo, muchos autores estudiaron la condicién de bifurcacion discontinua con-
siderando condiciones de borde drenadas y no drenadas [138), 46| 14T, 139, [105].

1.2 Formulaciones no locales basadas en gradientes

Otros desarrollos de gran importancia en la mecanica de medios continuos clasicos fue
la ampliacion del marco tedrico termodinamicamente consistente a los medios continuos
no locales. El objetivo principal fue la regularizacién de comportamiento post pico de
la respuesta en cuanto al tamano y orientacién de la discretizacion espacial empleada
(malla) en caso de andlisis por elementos finitos, basado en los aspectos fundamentales de
la microestructura del material [120, [40} 36}, 2, 133].

Como es bien sabido, las formulaciones constitutivas basadas en gradientes de defor-
macién superior son muy usadas en el modelado mecanico de materiales que presentan
comportamiento post pico con ablandamiento. Desde uno de los trabajos pioneros de Var-
doulakis y Aifantis (1991) [126], la teoria material de gradientes de deformacién ha tenido
gran relevancia e interés en la comunidad cientifica internacional.

Entre otras propuestas, los trabajos realizados en [90] 17, 87, [115] 13T], 42] demuestran
tanto el amplio uso de la teoria de gradiente en los materiales sélidos como su eficacia
para limitar la dependencia de la solucién numérica con la malla de elementos finitos.

En los dltimos anos se realizaron avances y contribuciones significativas en las for-
mulaciones de gradiente no locales para materiales no porosos. Marcos termodindmicos
fueron considerados en las propuestas de [2, [3, 07, 08| 128, [47, 54, 133]. Algunos aspectos
fenomenolégicos fueron considerados a nivel microscopico en formulaciones no locales de
gradientes por [99, [0, 64]. Descripciones objetivas de la longitud interna de gradientes
basada en conceptos sobre plasticidad de cristal fueron estudiados por [8, 62, 63, 33], por
su parte, la influencia de la presién actual de confinamiento en caso de materiales cuasi-
fragiles como el hormigén fue estudiado por [133]. Finalmente, la influencia de la presién
de poro en la longitud interna caracteristica de los medios porosos fue analizada por [75].
La anisotropia material fue considerada en la formulacion de las leyes de evolucion de
las variables internas en caso de plasticidad gradiente por [4, 129]. Anélisis geométrico
de la condicién de bifurcacién en el caso de las formulaciones de gradiente no locales fue
estudiado por [I30} B7]. La formulacién de modelos de gradientes acoplados con dano y

considerando la implementacién numérica del método de elementos finitos fue estudia por
[120, 68, 27].

Desde el punto de vista de las capacidades predictivas, los modelos constitutivos basa-
dos en gradiente de deformacion conducen a modos de falla difusas, en general. Esto
es debido a las ecuaciones de gobierno que surgen de la teoria de gradientes estan bien
condicionadas intrinsecamente y son capaces de suprimir la pérdida de elipticidad que se
produce al cumplirse la condicién de bifurcacion discontinua en los modelos constitutivos
locales. Sin embargo, la propiedad de difusién que poseen las formulaciones de gradien-
tes en los modos de falla constituye una desventaja importante de esta teoria material
no local cuando se estudia el comportamiento de falla de materiales cohesivo-friccionales
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como piedras, hormigones y suelos parcialmente saturados, cuando son sometidos a es-
tados de carga de traccién o compresion con bajos niveles de confinamiento [106, [61].
En estos casos las deficiencias de los modelos constitutivos de gradiente para reproducir
los modos de falla localizadas de materiales cuasi-fragiles afecta fuertemente la precision
de la prediccién numérica a pesar de que dichas soluciones sean independientes de malla
empleada.

Recientemente, los conceptos de no localidad fueron ampliados para la formulaciéon de
modelos de materiales porosos [77, 65, 58|, [78]. Andlogamente, la consideracién de aspectos
microscopicos en la formulacién de las teorias constitutivas no-locales para materiales
porosos se deben a [143], 82, [137].

1.3 Problema de valores de borde

Desde el punto de vista de la soluciéon numérica por el método de elementos finitos, las
formulaciones constitutivas de gradientes de deformacién requieren cuidados especiales
comparados con los modelos de plasticidad clasica. En los modelos de elementos finitos
de gradientes se requiere la aproximacién del Laplaciano del multiplicador pléastico en
el dominio y en el contorno del elemento. Las primeras contribuciones sobre tecnologia
de elementos finitos relacionada con formulaciones de gradientes en medios no porosos
se deben a de Borst Miihlhaus (1992) [22] quienes propusieron un elemento finito de
continuidad C] para aproximar los campos de gradientes de deformacién no local, mientras
que Xikui y Cescotto (1996) [I36] quienes propusieron un elemento finito de cuatro nodos
con un punto de integracion para deformaciones finitas y gradientes de deformacion.
Algunas formulaciones de elementos finitos basadas en funciones de continuidad Cj para
plasticidad de gradientes en continuos sélidos fueron propuestos en |24} 100} 112 135] [122].
El trabajo de de Borst y Pamin (1996) [24] considera funciones de penalidad para evitar
iteraciones adicionales en el procedimiento de solucién para los campor de deformacion
no locales de gradientes. Este elemento finito incluye rotaciones como variables nodales
adicionales al campo cinematico clésico. Cabe senalar que el rendimiento numérico de
esta formulacion de elementos finitos no es muy eficiente, segin se detalla en [85]. En
otras formulaciones de elementos finitos basados en gradientes que emplean funciones de
forma de continuidad Cj propuestos en [121) I31], se consideran los efectos no locales
restringido a las variables internas, estas formulaciones conducen a soluciones numéricas
para las variables de campos que implica un esfuerzo numeérico adicional al introducir
un algoritmo iterativo global para obtener el laplaciano multiplicador plastico. Otras
propuestas relacionadas con elementos finitos de continuidad Cy para sélidos no locales
fueron presentados en [135, 122]. Por tltimo, la propuesta de [100] estéd relacionado con
metales porosos y requiere también un procedimiento iterativo adicional para resolver el
sistema de ecuaciones de gobierno.

En cuanto al problema de localizacién de deformaciones en suelos saturados
Stankiewicz y Pamin desarrollaron una formulaciéon de elementos finitos particulariza-
do para el modelo material Cam Clay modificado basado en la teoria de gradientes de
deformacién de orden superior propuesto en [22]. Considera, por un lado, un modelo de
una fase en condiciones hidraulicas totalmente drenadas y no drenadas [I17), [86] mientras
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que, por otro lado, proponen una formulacién bifasica que tiene en cuento la permeabili-
dad y, consecuentemente, el rol estabilizador de la fase fluida [I16]. A pesar de los buenos
resultados mostrados por este modelo, presenta una desventaja desde el punto de vista
numérico, dado que en esta formulacion de gradientes el campo cinemético completo posee
caracteristicas no locales se requiere de disposiciones especiales en el algoritmo de solu-
cién para tener el mismo nivel de precision y eficiencia que otros modelos de materiales
no locales.

Por lo tanto, a pesar de los considerables avances realizados en las formulaciones de
elementos finitos basados en gradientes para materiales cuasi-fragiles, todavia persiste
la necesidad de nuevas tecnologias eficientes de elementos finitos para medios porosos
parcialmente saturados, donde los campos cinematicos del esqueleto sélido interactian
con los campos hidrdulico y la presién de la fase porosa en forma acoplada.

1.4 Organizacion del trabajo

Este trabajo de tesis esta estructurado de la siguiente manera:

Capitulo 2 En este Capitulo, se introduce el marco tedrico general del trabajo de tesis,
considerando ademas elasticidad lineal y plasticidad clasica en medios porosos. Por
otro lado, se presentan dos puntos de vista diferentes para modelar el comportamien-
to constitutivo elastico de los medios porosos. La primera, esta basada en la Teoria
de Mezclas, es muy usada en formulaciones multifdsica de medios porosos [95, 67, [74]
a pesar de que su tratamiento elastoplastico no sea termodinamicamente consistente.
Por otra parte, el segundo marco tedrico presentado se basa en la Teoria Gener-
alizada de Medios Porosos [18] [30]. Se presentan las hipdtesis y postulados de la
Termodinamica relativas a los medios porosos. Asi mismo, se establecen también las
reglas béasicas de la teoria del flujo de poroplasticida asi como también el Principio
del Maximo Trabajo Plastico para continuos porosos.

Capitulo 3 En el Capitulo 3 se propone una nueva teoria constitutiva no local basada
en gradientes termodindmicamente consistente para medios porosos parcialmente
saturados [77]. El objetivo principal de este estudio tedrico es presentar un marco
general para las formulaciones de la plasticidad de gradiente basado en la Teoria
Generalizada de Medios Porosos [I§]. A través de un mecanismo selectivo del nivel
de no localidad de gradiente esta teoria material es capaz de reproducir los mod-
os de falla difusa y localizada en medios porosos parcialmente saturados. En esta
formulaciéon constitutiva enriquecida el efecto no local se limita a las variables inter-
nas, basdndose en trabajos anteriores sobre medios continuos sélidos (no porosos)
[119, 132]. Esta hipétesis fundamental introduce un nuevo concepto de la longitud
interna caracteristica [77, [75] dado que la contribucién no local de la fase porosa en
el comportamiento constitutivo del material debe ser considerado a través de una
longitud interna adicional correspondiente a la fase porosa, (.

Capitulo 4 Después de la introducciéon del marco tedrico en el capitulos anteriores, en
el Capitulo 4 se presenta la particularizaciéon de la teoria general a un modelo de
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material especifico. A tal efecto, dos modelos de materiales muy conocidos para
medios porosos seran considerados, el modelo de plasticidad Cam Clay modificado
empleado en la prediccién mecanica de medios porosos saturados y parcialmente sa-
turados, asi como también el modelo material de Drucker-Prager parabdlico usado
comunmente en las formulaciones constitutivas de hormigén. Ademaés, la definicion
matematica de las longitudes caracteristicas internas para esqueleto sélido y la fase
porosa son presenta, asi como las funciones potenciales plasticas termodinamica-
mente consistente.

Capitulo 5 En este Capitulo, la condicién de bifurcacion discontinua para medios
porosos parcialmente saturados, considerando ambas condiciones de contorno
hidraulicos drenadas y no drenadas, basados en la teoria de la propagacién de ondas
es presentada. Ademas, el modulo de endurecimiento critico se deduce también para
ambas condiciones de contorno hidraulicas drenadas y no drenadas. Los resultados
del andlisis de localizacion son presentados en el espacio de tensiones principales
con el fin de predecir el estado tensional que conduce a modos de falla localizada
en régimen de endurecimiento. La influencia del grado de saturacion o la presién de
los poros y el grado de no-asociatividad son estudiados a través del analisis de la
tensor actstico en los espacios (o”,det(A),p) y (0/,det(A),n), respectivamente [76].

Capitulo 6 En este Capitulo, se plantea la solucion del problema de valores de borde.
En este sentido se propone una nueva formulacion de elemento finito de continuidad
(' para plasticidad de gradiente en medios porosos saturados y parcialmente sa-
turados con la capacidad de reproducir los modos de falla tanto localizadas como
difusas, que caracterizan a los materiales cuasi-fragiles como el hormigén y el suelo
[75]. Un aspecto distinguido de esta formulacién de elemento finito es la inclusién
de funciones de interpolacién de continuidad de primer orden (C}) solamente para
el campo de las variables internas mientras que los campos cinematicos permanecen
las funciones de interpolacion clasicas de continuidad Cj. Similar a trabajos an-
teriores [121) 131], la presente formulacién de elementos finitos considera que el
efecto no local esta restringido a las variables internas tinicamente. Esto reduce la
complejidad del algoritmo de solucion de la formulacién de elemento finito. Esta
tecnologia de elemento finito es particularmente apropiado para ser utilizado con la
teoria gradiente termodindmicamente consistente propuesta en el Capitulo 3.

Capitulo 7 En este capitulo se presentan simulaciones numéricas de la formulacion de
elemento finito propuesto en el Capitulo 6 con el fin de probar el algoritmo de solu-
cién numérica y las capacidades prediccién de falla en medios porosos, considerando
la teoria constitutiva de gradiente presentado en el Capitulo 3 y el modelo material
no asociado Cam Clay modificado del Capitulo 4. La influencia de la longitud car-
acteristica de interna de gradiente en la ductilidad en régimen de post-pico también
es evaluado.

Capitulo 8 En este Capitulo, las principales conclusiones y los desarrollos futuros de
este trabajo de tesis son presentados.

Apéndices Finalmente, seis diferentes apéndices se incluyen con el fin de describir al-
gunos detalles fuera del cuerpo principal de la tesis.



CAPITULO 2

Marco teodrico

El principal objetivo de este Capitulo es presentar dos formas diferentes de modelar
el comportamiento elastico de medios porosos.

La primera esta basada en la conocida Teoria de Mezclas, la cual es muy usada en el
modelado de sistemas multifasicos y aplica las teorias generales de la mecanica del continuo
particularizada a medios con diferentes fases inmiscibles. La principal hipotesis de esta
teoria es que considera, en todo instante de tiempo, que todas las fases que componen el
sistema estan simultdneamente presentes, segiin su respectiva proporciéon, en cada punto
material. De esta forma se postulan las leyes basicas de cantidad de momento, continuidad,
energia, etc. Al igual que en otras formulaciones, la Teoria de Mezclas requiere que sean
definidas algunas relaciones constitutivas con el fin de disminuir el numero de incognitas
primarias y resolver el problema de valores de borde. Sin embargo, probablemente la
mayor desventaja de este tipo de modelos basadas en la Teoria de Mezclas es la falta de
consistencia termodinamica de las formulaciones constitutivas elastoplasticas.

La siguiente teoria que se presenta en este Capitulo es la que serda adoptada en la
mayor parte del resto de la tesis. Esta teoria es la Teoria de Medios Porosos. La hipotesis
principal de la misma es considerar al sistema multifasico como un sistema termodinami-
co abierto compuesto por diferentes fases continuas. En este concepto se asume que el
medio porosos esta formado por una superposicién de varios continuos cuya cinematica
es desconocida, al mismo tiempo se produce un intercambio masa y energia entre los
diferentes componentes del sistema termodinamico. Dado que las formulaciones constitu-
tivas de cualquier componente requiere que su deformacién sea referida a la configuracion
inicial, en segundo lugar se asume que el comportamiento de las fases fluidas puede ser
referenciado a del esqueleto sélido.

2.1 Teoria de mezclas aplicada al modelado de medios
porosos

La mecanica cldsica asume una distribucién continua de las particulas (sélidas y flu-
idas), para las cuales estén establecidas las leyes de balance y las relaciones constitutivas.
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Los fenémenos aqui estudiados ocurren en dominios ocupados por varias fases. La fase
que siempre esta presente es la fase sélida, o esqueleto solido, cuyos espacios vacios se
consideran llenos de fluidos (liquidos y gaseosos) los cuales se separan entre si por una
superficie llamada interfase. Aqui debe enfatizarse la diferencia que existe entre fases y
componentes. Las fases son porciones quimicamente homogéneas del sistema multifasico
cuyo comportamiento mecanico se considera uniforme. Por su parte, los componentes son
las partes individuales que conforman las fases y se comportan también en forma inde-
pendiente, un ejemplo de ésto es lo que ocurre en la fase gaseosa, la cual puede estar
compuesta por una mezcla de gases que son los componentes.

Fase Solida
Fase de Poluente

Fase Gaseosa

Fase Liquida

Figura 2.1: Medio poroso multifasico: elemento de volumen representativo

Para describir la configuracion intergranular del medio multifasico al menos se iden-
tifican tres posibles niveles de observacién de los medios multifasicos: el macroscépico,
mesoscopico y el microscépico. A nivel microscépico (y mesoscopico) se considera la es-
tructura real del medio poroso, la cual no es homogénea (ver Fig. . A este nivel, las
ecuaciones de gobierno se plantean para cada componente por separado, lo que dificulta en
gran medida la solucién del problema [73] [74]. Por otro lado, las propiedades microscépi-
cas de los medios porosos son de dificil obtencién. Por estos motivos, y atendiendo a
que los detalles microscopicos por lo general escapan a los intereses de la ingenieria, se
considera suficientemente preciso hacer una descripciéon macroscépica del medio. Como
principal caracteristica, esta descripcion asume que en cada punto material estan presentes
simultaneamente todas las fases en sus respectivas proporciones [67].

En estos procesos una fracciéon de volumen 77 = dv”/dv puede componerse por los
siguientes elementos:

» Fase sélida, n° = 1 —n, donde n = (dv® + dv? + dv™) /dv es la porosidad y dv’ es el
diferencial de volumen del elemento ¢ dentro del volumen representativo

» Fase liquida: n* = nS,, donde S,, = dv"/ (dv® + dv? + dv™) es el grado de satu-
racion de agua.

» Fase gaseosa: 9 = nS,, donde S, = dv?/ (dv" + dv? + dv™) es el grado de saturacion
del aire.

» Fase de poluente inmiscible: n™ = nS;, donde S, = dv™/ (dv* + dv? + dv™) es el
grado de saturacién del poluente.

De las ecuaciones anteriores se desprende que:
Sw+Sg+5=1 (2.1)
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y la densidad del medio multifasico:

p=ps+ pwtpg+pr=(1—n)p’+nSyup” +nSyp? +nS;p" (2.2)

Dentro de esta condicién, y dado que el medio esté constituido por diferentes fases,
el comportamiento mecanico de cualquiera de ellas puede ser referida al de otra fase
previamente definida, por ejemplo la fase sélida. De esta manera, las velocidades relativas
de los liquidos, gases y contaminantes pueden ser escritas de la siguiente manera:

v =v" -0 | v =v-v | v=0v" -0 (2.3)

2.1.1 Ecuaciones de gobierno

En esta seccién se tendran en cuenta ahora las ecuaciones de balance clasicas de la
Mecénica del Medio Continuo usadas para describir el comportamiento microscopico de
una fase m. Para una propiedad termodinamica cualquiera, v, la ecuacion general de
conservaciéon dentro de la fase 7 puede ser escrita como [70]:

ag;;b—kdiv(piﬂ’i“)—divi—pb:pG (2.4)

donde 7 es el valor de la velocidad de la fase 7 en un punto fijo del espacio, p es la densidad
y b es el suministro externo de 1), 2 es el vector de flujo asociado a 1) y G es la produccion
interna neta de .

Ecuaciones de balance macroscépico

Las ecuaciones de balance macroscépico se obtienen a partir de la aplicacion sis-
tematica del método de residuos ponderados [50, 51} 52] a la ecuacién de balance mi-
croscopico Ec. (2.4), en donde para cada componente se reemplaza la variable ter-
modindmica y por la correspondiente propiedad microscépica [67].

El comportamiento de los contaminantes, o fluidos inmiscibles, puede ser representa-
do en dos formas diferentes, dependiendo de su capacidad de mezclase con el resto de
los fluidos o no. En el caso més general, es decir, cuando los contaminantes son inmisci-
bles, el comportamiento puede ser descrito como una fase fluida, mientras que si se trata
de un contaminante soluble o miscible, tres procesos de transporte posibles deben ser
considerados: adveccién, difusién y dispersion.
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Fase solida

Partiendo de Ec. (2.4) y recordando la expresion de la derivada material respecto
del tiempo de cualquier funcion diferenciable, f, expresada en coordenadas espaciales y
referida a una particula en movimiento de la fase a, esta dado por [67]

a”UfOL B aafa
ot ot

+ grad f¢ - v (2.5)
la expresién del balance de masa para la fase sélida se obtiene de:

0°ps
ot

+ psdiv v® =0 (2.6)

donde v? es la velocidad del esqueleto sélido.

div (psv®) = psdiv v* + grad ps - v° (2.7)
Teniendo en cuenta Ec. (2.2)) y Ec. (2.7)), se obtiene:

(1-n)0p* On

o T +(1—n)dive®*=0 (2.8)

Fase liquida La ecuacion microscopica de balance de masa para la fase liquida es similar
a la correspondiente a la fase solida, siendo la igualdad distinta de cero G # 0 dado que
el agua puede transformase en vapor y viceversa.

Luego, teniendo en cuenta Ec. (2.4]), con pG = —m la siguiente expresién es obtenida

aa% + pudiv v" = —1h (2.9)

donde v es la velocidad de masa de la fase liquida y —rn es la cantidad de agua trans-
formada en vapor por unidad de volumen. Considerando Ec. (2.2) se llega a:

(1 —=n)0p* . n 0°p"  n 9°S, 1.
div v’ + — — div (nSyp" - v"*%) = —
PO + div v —I—pw 5 +Sw 5 +Swpw iv (nSyp® - v*?)

Fase gaseosa La fase gaseosa se considera compuesta por dos componentes, aire seco
(ga) y vapor de agua (gw). Dado que ambos componentes son miscibles y se comportan en
forma similar pueden ser tratados como una sola fase, pero ocuparan el mismo diferencial
de volumen, nsS,.
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La ecuacién de balance microscépico de esta fase esta dada nuevamente por Ec. ([2.4))
en el caso de despreciar la produccién interna de masa de cada especie debido a las
reacciones quimicas entre ambas [52]. Asi, la ecuacién de balance para aire seco es:

% (nSgp?) + div (nSypfv?) = m (2.11)

con p? = p?* + p? y v9 = 1/p7 (p?*09 4 pPv9)

Una vez mas, luego de algunos pasos algebraicos, considerando Ecs. (2.3)), (2.5) y (2.8))
la siguiente relacion es obtenida:

(1 —n)0°p* , n 0°S,  n 0°p? I m
div v® + — — d Syp? - v9¥) = 2.12
ot + div v* + S, ot ot + S, iv (nSgp? - v¥°) S (2.12)

Ecuaciones constitutivas y relaciones de estado

Para completar la descripcion del comportamiento mecanico se requiere definir las
relaciones constitutivas.

Tensor de tensiones de la fase fluida Aplicando de Segunda Ley de la Termodinamica
al medio poroso multifasico (ver [73]) el tensor de tensiones en las fases fluidas puede ser
escrito como

t"=—-n"p'1 (2.13)

siendo I el tensor unitario de segundo orden, p” es la presion en la fase v y n” es la fraccién
de volumen de la fase . Como se observa claramente el tensor de tensiones en fases fluidas
no posee componentes desviadoras.

Tensor de tensiones de Cauchy para la fase sélida El tensor de tensiones para la fase
solida esta dado por

t° = (1—n) (& — Ip°) (2.14)

siendo la presién de la fase solida

p° = Sup" + Syp? (2.15)

la fraccién de volumen (1 —n) establece que t° es la tensién ejercida sobre la fase
solida. Para obtener el tensor de tensiones de Cauchy total, o, se deben considerar en Ec.
(2.14) las expresiones de tensiones para las fases liquidas y gaseosas Ec. (2.13)). Luego,

o=t"+t"+t' =0 +1(p"S, +p’S,) (2.16)
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Densidad de la masa sélida Al considerar que la fase solida es compresible se puede
obtener una relacion de la variacién temporal de la densidad de la masa sélida a partir
de la ecuacion diferencial de conservacion de masa, asumiendo que la densidad de la fase
solida en una funcién de p® y tro’

10 1o 1 9 (o)

— — 2.17
ps Ot K, ot 3(n—1)K, Ot (2.17)
donde se tuvo en cuenta
1 0%p° 1 1 0%p° 1
e 9P (2.18)
p* Op* K p* 0 (tro’) 3(n—1)K;

donde K es coeficiente de compresibilidad del grano y tre”’ es el primer invariante del
tensor de tensiones efectivo. Teniendo en cuenta ahora la relacién constitutiva para el
primer invariante del tensor de tensiones efectivo [70].

o°T
— Bsﬁ) (2.19)

O%tro’
ot

1 8sps
= 3K | divo® + —
T( Ivv +KS o1

donde K7 es el médulo de deformacién volumétrico. Combinando Ec. (2.17)) y Ec. (2.19)),
se obtiene

Lop 1 1 0%p* o°T .
S T 1on {(a n)zw Bs (v —n) T (1—a) le’U:| (2.20)

Para granos incompresibles se debe verificar que 1/K; = 0y o = 1, lo cual no implica
que el esqueleto solido sea rigido, dado que se reacomodan los espacios vacios.

Ecuacidn de estado para la fase liquida Bajo la hipdtesis de flujo isotérmico la ecuacién
de estado para la fase liquida, estudiada por Murty, et al (1994) [79], esta dada por

pY = pexp [Cy (p¥ — p*°)] (2.21)

donde el superindice o indica que se trata del estado inicial, 3, es el coeficiente de ex-
pansion térmica y C,, es el coeficiente de compresibilidad. siendo su derivada respecto del
tiempo:

o ot K, Ot (2.22)

donde K,, = 1/C,, es médulo de masa del agua. La Ec. (2.22)) puede ser obtenida también
a partir de la expresién diferencial de la ecuacién de balance de masa [67].
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Ecuaciéon de estado para la fase gaseosa La fase gaseosa puede ser considerada como
una mezcla perfecta de gases ideales, aire seco y vapor de agua. Asi es posible usar las leyes
de gases ideales relacionando la presién parcial, p9”7, del componente v, la concentracion de
masa, p97, del componente 7 en la fase gaseosa y la temperatura absoluta 6. Las ecuaciones
de estado de un gas perfecto, aplicado a aire seco(ga), vapor de agua (quw) y aire himedo
(9) son [67]

pg — pga _|_pgw — pgaeR/Ma + pgweR/Mw (223)

donde R es la constante universal de los gases y M, y M, son las masas molares del vapor
de agua y del aire seco, respectivamente, siendo para la mezcla de gases

s e yo (P e 1N (224
pr=p P ) g pg Mw nga .

2.1.2 Ecuaciones generales de campo para modelado elastico de
medios porosos

Las leyes de balance macroscopicos son ahora transformadas introduciendo las rela-
ciones constitutivas definidas previamente.

Fase sdlida El comportamiento de la fase solida puede ser descripta con suficiente pre-
cisiéon por medio de la ecuacion de balance de momento lineal, la cual se obtiene a partir
de Ec. (2.4) estableciendo correctamente las variables de estado ¢, by G.

Lo+ pg=0 (2.25)

donde g es el vector aceleracién de la gravedad y el operador diferencial esta dado por

d/0x 0 0 0/dy 0 0/0z
L“= 0 9/oy 0 9/ox 0/0z 0 (2.26)
0 0 9/0z 0 9/oy 0/ox

Fase liquida Considerando la tasa del grado de saturacién de la fase gaseosa a partir de
Ec. (2.2)), sin presencia de poluentes inmiscibles,

S, S,

Teniendo en cuenta la ecuacién de estado de la fase liquida Ec. (2.22)), la definicién de
presion en la fase sélida Ec. (2.15)) y la densidad de la fase sélida Ec. (2.20)), en la ecuacién
de balance macroscopico de la fase liquida Ec. (2.10)), se tiene
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(v —n) Co g w nSy op”
e G ) R

[(a _n)Sw (Sg G (p? —p“’)) +Cw] op

K, ot
8u 1 kk™
ot " —V {

+aS,m'L—

Vi) =0 (229

donde C,, = ndS,,/Op?" es la derivada del grado de saturacién respecto de la succion,

la cual puede ser obtenida a partir de la ecuacién caracteristica del suelo (S, — p9*)
[73, 25, [41].

Fase gaseosa Partiendo de la ecuacién de balance de masa para la fase gaseosa para
procesos isotérmicos Ec. (2.12)), introduciendo la ecuacién de estado para la mezcla gaseosa

Ec. (2.23) y teniendo en cuenta la definicién de la velocidad relativa de la fase sélida Ec.
(2.3) y la densidad de la fase sélida Ec. (2.20)), se tiene

(o2, (- o) ] %

(v —n) Cv nSyMy| Op?
+{ K, Sg+n( P)) =Gt R | ar

+aS, m" + VT{ -V +p g)} =0 (2.29)

Finalmente, el problema de valores de borde puede ser resuelto por el sistema de
ecuaciones diferenciales dado por las Ecs. (2.25]), (2.28)) y (2.29).

2.2 Teoria de Medios Porosos

El objetivo principal de esta seccién es describir la proceso de deformacion y la cin-
ematica de un medio poroso, el cual estda formado por un esqueleto solido deformable y
fluidos que saturan los espacios vacios (porosidad) .

La idea fundamental consiste en asumir que el medio poroso es una superposicion de
dos (o mas) continuos, el esqueleto sélidos y el fluido. La descripcién de la deformacién y de
la cinematica de cada continuo considerado en forma independiente lleva un tratamiento
similar al de un medio continuo monofésico.

Las leyes de la fisica que rigen la evoluciéon de un proceso en un medio poroso continuo
emplean la derivada temporal de las propiedades fisicas referidas, ya sea al esqueleto sélido
o al fluido cualquiera que sea la naturaleza de su movimiento.
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2.2.1 Descripcion del medio poroso

El argumento clave para que convivan la Mecanica de Medios Continuos con las dis-
continuidades microscépicas intrinsecas de materiales porosos heterogéneos consiste en
idealizar al medio poroso como un sistema continuo termodindmicamente abierto.

Por lo tanto, la definicién de su cinematica y deformaciones puede hacerse tomando
como referencia a las del esqueleto sélido. Contrariamente a las formulaciones basadas en
la Teoria de Mezclas, empleando propiedades medias (u homogeneizadas) [67, 20, 55, [74],
la representacién de los medios porosos se hace por una superposicion, en tiempo y espacio,
de dos o mas fases de medios continuos.

En caso medios porosos parcialmente saturados continuos se deben reconocer tres
fases, el esqueleto, el liquido y las fases gaseosas [25].

Por lo tanto, los medios porosos son sistemas multifasicos con huecos intersticiales en
la matriz de granos llenas de agua (fase liquida), vapor de agua y aire seco (fase gaseosa)
a nivel microscépico, ver Fig. [2.2h. El espacio poroso conectado, simplemente la porosidad
conectada, es el espacio a través del cual el fluido en fluye realidad y dos puntos cuales
quiera dentro del mismo pueden ser unidos por una trayectoria situada totalmente dentro
de ella de modo que la fase liquida permanece continua. La matriz se compone tanto de
una parte solida y una posible porosidad ocluida, o atrapada, que se forma por fluidos
saturados o no, pero donde no se produce filtracién, ver Fig.[2.2p. La porosidad conectada
es la relacion entre el volumen del espacio poroso conectado respecto del volumen total. En
lo que sigue el término porosidad serda empleado para designar a la porosidad conectada.

‘y J B Fase solida

[ Fase liquida

‘ [] Fase gaseosa

b)

Figura 2.2: Descripcién del medio poroso: a) nivel Microscépico; b) nivel de estudio
Esta hipétesis de continuidad supone la existencia de un volumen elemental repre-

sentativo que es relevante en la escala macroscépica de todos los fenémenos fisicos que
intervienen en la aplicacion prevista.

2.2.2 Balance de masa

Ecuacion de continuidad

Sean p/ y p® las densidades de masa intrinsecas del fluido y de la matriz sélida,
respectivamente, por lo tanto p/ndQ y p* (1 —n)dQ son las cantidades de masa fluido
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y esqueleto sélido contenidos actualemente en el volumen material df2, respectivamente.
En consecuencia, las densidades aparentes de fluido y del esqueleto son p/n y p* (1 —n),
respectivamente. Cuando no se produce el intercambio de masa con el exterior, ni del
esqueleto ni del fluido, contenido en el volumen df2, el balance de masa puede ser expresado
de la siguiente forma:

dS

o st (1—n)d2=0 (2.30)
4/
n p ndQ2 =0 (2.31)

La derivada del volumen integral d"F/dt con respecto a la fase m del campo F se define

por
/]—"dQ / <—+ (FV7) )dQ (2.32)

Luego, aplicando la Ec. a Ec. (2.30) y Ec. (2.31)

w + (P 1—n)VP), =0 (2.33)
fTL
0 (gt ) . (pfnvif)yi _ 9 (2.34)

Contenido de masa de fluido. Vector de flujo relativo.

La formulacién apropiada de las ecuaciones constitutivas considerando el compor-
tamiento acoplado esqueleto-fluido debe ser definido refiriéndose el movimiento del fluido
a la configuracién inicial del esqueleto. Con ese fin, sea J/da la cantidad de masa fluida
que es transportada entre el tiempo t y t + d ¢ a través de la superficie infinitesimal del
esqueleto da orientada por el versor unitario normal n

Jida =w-nda (2.35)

donde w (x,t) es el vector Euleriano de flujo relativo de masa de fluido.

Dado que n (Vf — VS) -ndadt es el volumen de fluido infinitesimal que es transportado
a traves de la superficie da durante el infinitésimo de tiempo dt, el vector de flujo relativo
de masa de fluido w se define como:

w=pn(V -V?) (2.36)
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Luego, empleando la definicién Ec. (2.36)) se puede referir el balance de masa de fluido
al movimiento del esqueleto sélido reescribiendo la ecuacion de continuidad del fluido Ec.

(2.34) de la siguiente forma:

d* (p'n)

T p'nVi +wi; =0 (2.37)

La configuracion Lagrangiana del balance de masa de fluido se obtiene introduciendo
el contenido de masa de fluido lagrangiano m por unidad de volumen inicial, d€2y. La

cantidad m esta relacionada con el contenido de masa de fluido euleriano np/ por unidad
de volumen segun:

pln dQ = m dQ, (2.38)

De la relacién Lagrangiana entre d€2 y el volumen inicial d€2

pdQ=ndQY ; é=nJ (2.39)

se deduce:

m=plp (2.40)

donde ¢ es la porosidad Lagrangiana. Ademas, considerando el vector Lagrangiano
M (X, t) relacionado con w a través de

w-nda=M-NdA (2.41)
Vaw dQ = VMAQ, (2.42)

Finalmente, reemplazando Ec. (2.40), Ec. (2.41) y Ec. (2.42)) en Ec. (2.37) la ecuacién

de continuidad de masa de fluido en coordenadas lagrangianas es obtenida

dm

——+M,;=0 2.43
a T (243)

2.2.3 Termodinamica de Continuos Porosos

Postulado de Estados Locales

El postulado de Estado Local estipula que el estado actual de la energia interna de
un sistema termodinamico durante toda la evolucién es independientemente de la tasa de
evoluciéon y puede ser caracterizado por sus variables de estado dado que estas son las que
caracterizan los estados de equilibrio.
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Asimismo, en el estudio de medios continuos, el postulado de estado local establece
que los estados termodinamicos de un determinado volumen material € resulta de la
termodindmica de los volimenes materiales elementales d{2 que forman €2, y el intercambio
de calor y trabajo mecanico entre ellos. Como consecuencia, las leyes de la Termodindmica
se puede aplicar en forma integral a las cantidades de aditivas tales como la energia y la
entropfia.

El postulado de estado local puede ser extendido a continuos porosos al considerar
que la termodinamica de tal continuo resulta de la combinacién entre las diferentes fases
(continuas) que forman el medio y de su interaccién.

Primera Ley de la Termodinamica

La Primera Ley de la Termodindmica expresa la conservacion de la energia en todas
sus formas.

En cualquier momento, la derivada material de la energia E contenida en el subdominio
Q) es la suma de la tasa de trabajo de las fuerzas externas P.,; v la tasa del suministro de
calor externo Q.

Por otro lado, la energia de un sistema E puede expresarse como la suma de su energia
cinética K y la energia interna &. Considerando un cuerpo que ocupa el volumen €, siendo
su contorno 052, la Primera Ley de la Termodinamica se puede expresar como

E=K+E&=Peu+Q (2.44)
con
g4 e dQ (2.45)
de '
: 1
K= 3 / p° (1= @) |it| + p’ ¢ [wiw;| A2 (2.46)
Q
Pea:t = / szuz dQ + / O'Z‘jniibj — %wzn, d(?Q (247)
Q o0 P
Q= / rd§) — / hin; OS2 (2.48)
Q a0

Donde, e es la densidad de energia interna por unidad de masa, b; son las fuerzas
gravitatorias, o;; es el tensor de tensiones de Cauchy, r es la densidad de fuente de calor
y h; es el flujo de calor. El desplazamiento u;, el versor unitario n; normal al contorno 92
y la densidad de la masa p, también fueron introducidos en la expresion anterior.

Considerando la ecuacién de equilibrio y el postulado Ec. (2.44) la forma explicita de
la densidad de energia interna para materiales porosos disipativos locales esta dado por

é = O'Z'jél'j - thiﬂ' — hm’ +7r (249)
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Segunda Ley de la Termodinamica

La Segunda Ley de la Termodinamica se diferencia bastante de la Primera. En efecto,
como se dijo anteriormente, la Primera ley establece la conservacion de la energia en todas
sus formas, mientras que la Segunda Ley establece que la energia solo puede deteriorarse.
La energia que se puede transformar en trabajo mecanico eficiente solo puede disminuir
en forma irreversible. La Segunda Ley introduce una nueva cantidad fisica, la entropia, la
cual, si se trata de un aislado sistema, s6lo puede aumentar.

Por lo tanto, la Segunda Ley de la Termodindmica establece: Hay una funcion ter-
modindmica de cardcter aditiva, llamada entropia S, de manera que su deriwada material
respecto de cualquier sistema material € es al menos iqual a la tasa de entropia externa
suministrada.

Sea s la densidad de entropia por unidad de masa, la entropia total dentro del sistema
Q) es por lo tanto

S = /Q 5d0 (2.50)

Segun la Segunda Ley de la Termodindmica la entropia de un sistema termodindmico
S no puede disminuir. Esto se puede expresar como

S+Qy>0 (2.51)
con

nih;

. d r
S_E/QSdQ ; Q(;—/Qédﬂ— 0 doS) (2.52)

siendo )y el flujo de entropia. Transformando la integral de superficie de la Ec. (2.52)
en una integral de volumen, se deduce que la integral de volumen en Ec. (2.51)) debe ser
mayor que cero para cualquier sistema termodinamico €2, lo cual conduce a

h;
$+ (spM;) ; + (—) ~ >0 (2.53)

Luego, recordando la Primera Ley, Ec. (2.49)), se obtiene la forma global de la de-
sigualdad de Clausius-Duhem segtn

g s (2.54)

Uijéij +98—€—M171 (hf —eSf) +M7, (HSfJ' —hfﬂ) 9 ,
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Introduciendo la energia libre de Helmholtz ¥ = e — s6 asi como también la entalpia
libre del fluido por unidad de masa (potencial de Gibbs) gy = hy — s0, la siguiente
expresion es obtenida

. h;
O-z'jéij — ngm' — s — U — Mz (sfé’,i + gf,,;) - ggﬂ Z 0 (255)

Por tltimo, considerando la ecuacién de balance de masa Ec. (2.43)) la expresién an-
terior puede ser reescrita de la siguiente manera:

con
(I)S = O'ijéij + gfm — Sé — \If (257)
(I)f = _Mi (SfQi + gfﬂ‘) (258)
h;
g = —5 0. (2.59)

Energia disipativa del esqueleto sélido : El primer componente de Ec. (2.56) se co-
rresponde a la disipacion del esqueleto sélido, ®,. Debido al caracter aditivo de energia
libre de Helmholtz y de la entropia, la siguiente expresion se puede suponer

=0, + m\IJf (260)
§=5s+msy (2.61)

donde ¥, y ¥ son las densidades de energia del esqueleto y del fluido, mientras que s, y s¢
se refieren a las densidades de entropia del fluido y del esqueleto sélido, respectivamente.

La ecuacion de estado del fluido, presentado en la Seccién [2.2.2] combinada con las
definiciones anterior, y teniendo en cuenta la relacién Ec. (2.40]) permite expresar @ de
la siguiente forma:

q)s = Oi]’éij —i—p¢ — 889 — \I’S (262)

Esta expresion de la disipacion del esqueleto solido ®, coincide con la expresion
estandar de la disipacion de una fase sélida. De hecho, la tasa del trabajo de deformacion
para un sélido ordinario es o;;€;;. En el caso de un continuo poroso, la tasa del trabajo de
deformacién relacionado con el esqueleto se obtiene mediante la adicién de pé con el fin
de tener en cuenta la accion de la presién de poros en el esqueleto a través de las paredes
internas de la red porosa.
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Energia de disipacion del Poro : La segunda fuente de disipacién, ®; en Ec. (2.56]),
representa la disipacién viscosa debido al movimiento relativo del fluido con respecto al
esqueleto solido.

Energia de disipacion del Térmica : La tercer fuente de disipacién, ®y en Ec. (2.56)),
incluye el gradiente de la temperatura 6; y por lo tanto el estado térmico del sistema
elemental contiguo. Esta relacionado con la disipacién debida al fenémeno de conduccion
del calor.

Debido a que las disipaciones identificadas anteriormente son de naturaleza muy dife-
rente, se assume la hipétesis de desacoplamiento la cual consiste en sustituir la desigualdad
Ec. (2.56]) por las tres desigualdades separadas:

D, = 046+ po — 50 — U, >0 (2.63)

(I)f = —M; (Sfe,i + gm) >0 (264)
hi

By =—50;>0 (2.65)

La desigualdad establece que solo la parte @, del suministro de trabajo de de-
formacién infinitesimal del esqueleto sélido, formado por o;;€;; + pd menos el término
corrector debido a la temperatura 339, puede ser almacenado por el esqueleto sélido co-
mo energia libre, la cual puede eventualmente se transformada en trabajo mecénico. La
ecuacion ([2.64]) establece lo mismo para el caso de la fase porosa. Ademas, la Ec.
estipula que el flujo espontaneo de calor debe ir de una zona de mayor temperatura a otra
de menor temperatura.

2.2.4 Ecuaciones de estado del esqueleto sélido

Variables de estado y ecuaciones de estado del esqueleto

La energfa libre del esqueleto sélido W, admite los siguientes argumentos €;;, ¢ y 0,
dado que sus derivadas respecto del tiempo aparecen en la expresion de disipacion Ec.
. Ademas, recordando el postulado de estados locales, la energia libre del esqueleto
es independiente de la tasa y puede ser expresado de la siguiente manera:

\Ijs = \Ijs (gija ¢7 97 Qa) (266)

siendo ¢, las variables internas, con a = s, p para el esqueleto sélido y la fase porosa, los
cuales por simplicidad son considerados como variables escalares.

En esta Seccion, el estudio se limita a un comportamiento elastico lineal, entonces la
evolucion de las variables internas no seran considerada,

440

=G, =0 2.67
3 = (2.67)
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Las variables €;;, ¢, 0 y g, constituyen un conjunto de variables de estado para el
esqueleto solido. De hecho, para un valor dado de este conjunto de variables de estado la
energia libre del esqueleto queda determinada independientemente de su estado anterior.
Sin embargo, las variables ¢;;, ¢ y 6 forman un subconjunto de variables de estado externas
dado que sus variaciones pueden ser controladas desde el exterior del sistema.

considerando la tasa de Ec. (2.66]) y reemplazando en Ec. (2.63))

ov,\ . ov,\ . oV, \ -
o 2 . — — > .
(Uz] 88”) 51] + ( a(b ) ¢ (SS + 86 ) 9 = 0 (2 68)

La desigualdad debe verificarse independientemente del signo que posean las
variables €;;, ¢ y 6. Por lo tanto, las variaciones de cualquier variables independiente
son justamente independientes de las restantes. Considerando también que €;;, ¢ y ¢ son
independientes del tiempo, se concluye que:

Cov,  av, v,
0, 0 PT 09 7 TT 0w

(2.69)

Uij

Las ecuaciones ([2.69)) son las ecuaciones de estado relativas al esqueleto y asocian las
variables de estado €;5, ¢ y 6 con sus correspondientes variables de estado termodindmi-
camente conjugadas o;;, p y —Ss.

Obteniendo la inversa de las ecuaciones (2.69)) se tiene,

[My=VY,—po (2.70)
y las correspondientes ecuaciones de estado son:

o, om, oI,
N 661‘]‘ ’ N (9p N

(2.71)

Uij

Variables de estado y ecuaciones de estado para materiales porosos

Considerando la expresién Ec. (2.57) correspondiente a la disipacién del esqueleto
sélido en lugar de Ec. (2.63)) la energia libre ser reescrita de la siguiente manera

U = \IJ(Eij,m,H,qa) (272)
asi, se obtienen las siguientes ecuaciones de estado para materiales porosos

ov ov ov
— . — — M = —— 2.
oe; 0 M T om0 7T T oe (2.73)

Uij
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2.2.5 Ecuaciones de estado de la Termoporoelasticidad

En el caso de asumir comportamiento termoporoeléastico la energia disipada relaciona-
da con el esqueleto so6lido, del mismo modo que las variables internas, no intervienen en el
proceso termodindamico y deben anularse, ®; = 0. Por lo tanto, las ecuaciones constituti-
vas pueden convertirse en las ecuaciones de estado (ver Seccién . No obstante, para
obtener estas ecuaciones de estado se requiere de una expresion explicita para la energia
libre W,.

Por lo tanto, asumiendo transformaciones infinitesimales, la disipacién relacionada con
el esqueleto esta dado por

0iiéi; + D — 50 — W, =0 (2.74)

Otra alternativa surge de considerar la energia Il definida en Ec. (2.70)),

O'ijéij — (bp — 859 — HS =0 (275)

Debido a Ec. (2.71) resulta conveniente considerar las relaciones de simetria de
Maxwell:

aO'ij B a(fkl ) 80U _ 3(25 . anj _ 885 . @ B 885
8€kl N 857;j ' Op N Beij ’ 060 N 851’]’ ’ 060 N 0p

(2.76)

A partir de Ec. 1' se tiene II; = 0ij€i; — PP — ss0, que luego de diferenciar las
ecuaciones de estado ([2.71])

. O, 0 , , :
7= Dy Oeyy (Uijgij P 889) (2.77)
S L
¢ = — ap = _8_]9 (Uijgij - pr — 859) (278)
, o, 0 , , :
Sg = — 89 = —% (Uijgij — ¢p — 559> (279)
y considerando Ec. (2.76|) se tiene:
¢ = Bijéj + ﬁ — 3ay0 (2.81)
§s = afjéi; — 3agp + Cof (2.82)

En las Ecs. (2.80)-(2.82) los coeficientes Cyy,, Byj, af;, 1/M, 3ay y C, son propiedades
termoporoelésticas. Se trata de funciones de las variables de estado €;;, p y 0 las cuales
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deben satisfacer las tales relaciones expresando la integrabilidad de las Ecs. (2.80))-(2.82)).
Por ejemplo, la relacién que expresa la integrabilidad de Ec. (2.80)) es:

S S S S S
ijkl_acijmn ) ijkl 0B;; ) ijkl 8%j

aEmn N 85kl ’ Gp B 85kl ’ 00 - 85kl

(2.83)

Las ecuaciones cléasicas de la termoelasticidad incremental en medios continuos sélidos

(no porosos) pueden ser obtenidas haciendo p = 0 en Ec. (2.80) y Ec. (2.82):

= Ol = 0?11,/ Oei;jOcy es el médulo tangente de rigidez eldstico. Debido a las rela-
ciones de Maxwell y a las condiciones de simetria o;; = 0j; y €;; = €5, las siguientes
relaciones de simetrias adicionales pueden ser asumidas

Oi‘klzolilij ) C’Sjkl:O’Sjlk ) C'sjkz: ;ikl (2.84)

1, 1, 3 1,

» «f; es el tensor tangente de dilatacion térmica, el cual presenta también simetria

aj; = «j;. Nuevamente, debido a las relaciones de Maxwell, el término «;; =
—0?11/000z;; también representa el calor latente de deformacion del esqueleto soli-
do, definido como el calor por unidad de deformacion que el esqueleto intercambia

con el exterior bajo condiciones isotérmicas e isobdricas (f = p = 0)

» O, = —0°11,/06? es la capacidad de calor volumétrica del esqueleto sélido, cuando
las deformaciones ¢;; y las presiones p son constantes (£;; = p = 0)

Al considerar la termoporoelasticidad, la ecuacién de estado incremental (2.81]) que
estd relacionada con el cambio en la porosidad introduce nuevas propiedades termo-
poroelasticas:

» B;; = —0°Il;/0¢;;0p es un tensor de segundo grado cuya diagonal principal esta
formada por el coeficiente de Biot, presenta B;; = Bj;. Relaciona linealmente el
cambio de porosidad con la variaciéon de deformaciéon en procesos isotérmicos e
isobéricos (6 = p = 0).

= 1/M = —0?I1,/0p* es la inversa del médulo de Biot y relaciona la variacién de la
presion de poro p con la variacion de la porosidad ¢ en un proceso termodinamico
a deformacién y temperatura constantes (¢,; = p = 0).

» 3oy = 0%11;/000p es el coeficiente de dilatacién volumétrica térmica relacionada
con la porosidad.

Linealizacion del medio poroso

El comportamiento termoporoelasticas queda definido al igualar a cero la disipacién
intrinseca, y por lo tanto por la ausencia de variables internas. Entonces, las ecuaciones
constitutivas termoporoelasticas de sistemas elementales se reduce a las ecuaciones de
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estado de Ec. (2.73)) donde la energfa libre ¥ es una funcién de las variables externas ¢;;,
my 6.

Para deducir la expresion formal de la energia libre se lleva a cabo un proceso de
linealizacion fisica. Este proceso consiste en asumir pequena deformacion del esqueleto,
pequenas variaciones de temperatura y pequenas variaciones del contenido de masa de
fluido. Bajo estas hipdtesis de pequenas transformaciones la energia libre U = W (;;, m, 9)
puede ser aproximada con una expansion de segundo orden respecto de los argumentos
gij, my 0 [18]. Asi, se obtiene la siguiente expresion para la energia libre

1 1. (m\> 1
U = O-Z(')jgij —+ g?m — 800 -+ §€ijc'ijkl€kl + §M (F) — QCUQQ

_ MBijgij (%) — Aijﬁije — 3a¢m8 (285)

La exactitud de la expresion anterior y de sus argumentos €;;, m y 6 solo puede ser esti-
mado si se conoce la expresion exacta de la funcién W. De este modo, las pequenas deforma-
ciones no significan necesariamente deformaciones infinitesimales, es decir, ||e;;|| <<< 1.

Algunos coeficientes de Ec. (2.85)) fueron introducidos anteriormente en las Ecs. ([2.80))-
(2.82)). Sin embargo, el superindice ® denota valores iniciales de las correspondientes varia-
bles, es decir g?c es la entalpia inicial libre de fase fluida y s° es la densidad de la entropia
inicial.

Tensor de tensiones efectivo en termoporoelasticidad

La ecuacion (2.80)) puede ser reescrita de la siguiente forma

Gij = ‘.723' — MB;;p (2.86)
con
ol = Cliiy — agy0 (2.87)

El tensor o7, es usualmente conocido como tensor de tensiones efectivo eldstico. La Ec.
relaciona linealmente el tensor de tensiones o7, el tensor de deformaciones €;; y la
temperatura 6 para un solido termoelastico. Por lo tanto, el tensor de tension efectivo se
puede interpretar como el tensor de tensiones que produce deformacién (eldstica) en el

esqueleto sélido.

Por otro lado, combinando Ec. (2.80) y Ec. (2.81]) la siguiente expresion es obtenida

01 = Cigiésy — MBijé — a6 (2.88)
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siendo

Cijkl = Ozsgkzl + MBZ']'BM ) Ctij = Oéfj + 305¢MBZ']' (289)

3 3 e S S

Debido a la simetria de Byj, of; y Cfyy, el tensor de segundo orden «;; preserva su

simetria, asi como también el tensor de cuarto orden Cjjy; satisface las mismas relaciones de
. s s . .

simetria Cf;;;, Ec. (2.84). El tensor Cy, introducido en Ec. (2.80)), puede ser interpretado
como el tensor de rigidez efectivo elastico en condiciones isotérmicas. Usualmente se lo
denomina tensor constitutivo elastico drenado para procesos isotérmicos, mientras que el
tensor de cuarto orden Cjji; es identificado como el tensor constitutivo eldstico no drenado
para procesos isotérmicos.

Tensor de tensiones para medios porosos parcialmente saturados

En el marco de la Teoria de Medios Porosos, los medios porosos parcialmente sa-
turados consisten en medios continuos heterogéneos formados por un esqueleto sélido
cuyos vacios estan saturados por las fases continuas de fluido, ya sea liquida o gaseosa.
El comportamiento mecanico de los medios porosos parcialmente saturados se describe
generalmente mediante el tensor de tensiones efectivo o;;, definido anteriormente en Ec.
(2.87) para medios porosos bifésicos.

La extension de la presente teoria a medios porosos parcialmente saturados se estudia
en el contexto de medios porosos con doble (o miultiple) porosidad [6l [19] [I5]. La clave
para interpretar al medio poroso continuo como un medio multifdsico consiste en asumir
que la porosidad total ¢ se descompone en tantas porosidades parciales como fases tenga
el sistema ¢, (con o =1,...,n). Asi, el volumen ocupado por el fluido « es ¢,dS2, y

6= ¢a (2.90)

En este contexto el grado de saturacion S, relativo a la fase a se define como

Sa:@ y Y Sa=1 (2.91)

Por lo tanto, el tensor de tensiones totales puede ser expresado como

oij = (1= ¢) o — ¢"pd (2.92)
Oij = O'Sk + O'fa (293)

i ij

donde Jff = (1 —¢)o;; es el tensor de tensiones relacionado al esqueleto sélido, (;ij“ =
—¢“p“0;; es el tensor de tensiones relacionado a la fase fluida, p® es la presién de poro
de la fase a, siendo o = w y a = ¢ correspondiente a la presion de poro de agua y aire,

respectivamente.
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No obstante, asumiendo un enfoque simplificado se puede suponer para medios porosos
parcialmente saturados la presiéon de poro de fase gaseosa como una constante e igual a
la presién atmosférica [107, 124]. Luego, definiendo el tensor de succién como p;j» se tiene

pi; = (¢p? — PU'p") 04 (2.94)

y la tensién total puede ser expresado como

En varios problemas geotécnicos la presion de poro de gas puede ser considerado como
un término constante que es igual a la presion atmosférica. En estos casos, el tensor de
succion es equivalente a la presion de poro de agua, p».

2.3 Teoria del flujo de la poroplasticidad

2.3.1 \Variables internas de materiales poroplasticos

La plasticidad es una propiedad observada en numerosos materiales cuando son someti-
dos a estados tensionales elevados, donde las deformaciones exceden el campo elédstico y se
vuelven irrecuperables o permanentes, luego de un proceso completo de carga y descarga.
Por lo tanto, poroplasticidad es que la propiedad de medios porosos que define su capaci-
dad para experimentar no solo las deformaciones permanentes del esqueleto solido, sino
también las variaciones permanentes en el contenido de masa de fluido debido a cambios
irreversibles en la porosidad.

Por lo tanto, debido a las deformaciones permanentes (o ineldsticas) y a los cambios
irreversibles en la porosidad que experimenta el medio poroso, las evoluciones poroplas-
ticas seran procesos irreversibles y, a diferencia de la Termoporoelasticidad presentada
en la seccién anterior, las deformaciones ¢;; y la porosidad ¢ no son suficientes para ca-
racterizar el estado actual de energia del sistema W,. De esta manera, para caracterizar
completamente los estados energéticos actuales de los sistemas poroelastoplasticos y de-
scribir sus mecanismos de evolucion irreversible se deben definir las variables internas.
Tales variables son la porosidad plastica ¢ o el contenido de masa fluida plastica m?, la
deformacion plastica gfj y la densidad de la entropia irreversible s, en caso de procesos
no isotérmicos.

La regla de flujo para pequenas deformaciones en materiales poroplédsticos se basa en
descomposiciones aditivas de variables internas en sus componentes elasticos y plasticos

Eij = E5 + €7,
= 1m® + m? (2.96)

§= 54 &
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cabe destacar que de la relacion entre el contenido de masa fluida y la porosidad en Ec.
(2.40)), la segunda expresion de Ec. (2.96) puede ser sustituida por

= pld=pf (6 + ) (2.97)

Para deformaciones finitas esta teoria presenta algunas modificaciones, algunos detalles
se presentan en el Apéndice [A]

La configuracién inicial, corresponde a g;; = 0y m = 0, por lo tanto of;, p° y 6°.
La figura muestra la hipotética transformacién irreversible que sufre un elemento de
volumen representativo del medio poroso.

a) c)

Figura 2.3: Proceso de deformacién poroplastico: a) Estado inicial; b) Estado actual; ¢)
Estado final

La tasa de deformacién plastica del esqueleto solido éfj esta relacionado tinicamente
con la evolucién irreversible del esqueleto. Sin embargo, la tasa del contenido pléstico de
masa de fluido mP puede también esta vinculado a la evolucién irreversible de esqueleto
solido a través de la porosidad segin Ec. . De hecho, la tasa de la porosidad plastica
ép puede ser obtenida por

. NP
=" (2.98)

£o

siendo p/ la densidad de masa fluida inicial.

Suponiendo configuracion Lagrangiana y teniendo en cuenta la ley de conservaciéon de
masa, la variacion del contenido de masa se puede expresar como

m = Jp'¢ — pll o (2.99)

donde

J=1+¢ (2.100)
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valido para transformaciones infinitesimales. De esta manera ¢ = ¢;. Dado que JP =
(1+¢P), con e? = &?, y siendo ¢? la porosidad relativa al estado previo, se tiene

m? = J*pll' 6" — pll po (2.101)

Combinando las Ecs. (2.101)) y (2.98) se llega a

¢ = JPP" — ¢y (2.102)
De la definicién del Jacobiano y considerando Ec. (2.100]), el volumen diferencial resi-

dual luego de un proceso completo de descarga se expresa como

dQ? = JrdQ (2.103)

Combinando Ecs. (2.102)) y (2.103) se tiene

HPAQ = A4 — podQ (2.104)

Es decir, la terminologia porosidad pldstica queda completamente justificada dado
que, segun Ec. , ¢P representa la variacién irreversible del volumen de poro por
unidad de volumen inicial, d€2. Los contenidos de masa fluida total y plastica m y m?,
respectivamente, asi como también la porosidad plastica ¢P son cantidades Lagrangianas
dado que estan referidas al volumen inicial d2.

Como se indicé previamente, bajo la hipdtesis de transformaciones infinitesimales, la
traza del tensor de deformaciones, €, representa el cambio de volumen de un elemento
diferencial de medio poroso, conocido también como dilataciéon o contraccién volumétri-
ca. A su vez, la dilatacion volumétrica del esqueleto esté relacionado con el cambio de
volumen, tanto la fase porosa como de la matriz sélida, &,.

Siendo dQ* y df27 el volumen diferencial ocupado por la matriz sélida en las configu-
raciones de referencia y actuales, respectivamente, la dilatacién volumétrica del esqueleto
solido puede expresarse como

QY —de
o dQs

Considerando que d§2f = (1 — ¢)dS y dQ°* = (1 — ¢g) dQ:/J, la siguiente expresion
puede ser obtenida a partir de Ec. (2.100))

£ (2.105)

(I—do)es = (1 —¢)e— (¢ — ¢o) (2.106)

Finalmente, teniendo en cuenta un comportamiento a poroplastico la Ec. (2.106)) puede
ser reescrita como

(1— o) el = (1—¢7) e — (¢ — ¢n) (2.107)
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donde €? es la dilatacién volumétrica permanente del esqueleto sélido luego de un proceso
completo de descarga sobre un elemento diferencial de medio poroso.

Combinando Ecs. (2.102)) y (2.107) se llega a

e = ¢ + (1 — ¢y) ¥ (2.108)

2.3.2 Dominio de la poroplasticidad y la funcién de fluencia

El tensor de tensiones o;; asi como también la presién de poro p son las variables nece-
sarias y suficientes para caracterizar cualquier trayectoria de carga elastica. En el espacio
de tensiones existe el dominio inicial de la poroelasticidad que incluye el cero absoluto,
(0i; = 0;p = 0). Este dominio Cg es tal que la deformacién o el cambio de porosidad
(o contenido de masa fluida) permanecen reversibles a lo largo una cualquier trayectoria
de carga que puede o no iniciarse en el origen, pero que permanece siempre dentro del
dominio Cg. Para un material poroplastico ideal este dominio inicial de poroplasticidad
permanece inalterable aunque tenga lugar un proceso de evolucion pléstica. Por el con-
trario, si se trata de un material poropléstico estdndar (o con endurecimiento) el dominio
inicial de poroplasticidad puede modificarse, tanto en su tamano como en su forma, en
presencia de un proceso inelastico.

Este dominio de la poroplasticidad Cg se define mediante la funcién de carga escalar
f = f(04j,p) cuando se trata de un material poroplastico ideal.

En el caso de materiales poroplasticos con endurecimiento (u ablandamiento), el do-
minio de la poroelasticidad esta dado por la funcién escalar f (0;5, p, Qa), la cual introduce
las tensiones disipativas @), referidas a las variables de endurecimiento, tal que

f(0ij,p,Qa) < 0 para estados de carga (o;;,p) dentro de Cg
f(0ij,p,Qa) = 0 para estados de carga (o;;,p) en la frontera de Cg (2.109)
f (0i,p,Qa) > 0 para estados de carga (o;;, p) afuera del dominio Cg

La condicién de la elasticidad es dado ahora por f(o;;,p,@s) < 0. Por otro lado,
el condicién de plasticidad f (o5, p,Qa) = 0 corresponde al contorno del dominio de la
elasticidad Cp, y esta definido por la superficie definida por f (o;;,p,@s) = 0 que se
conoce como superficie de fluencia. Un estado de carga (o;;,p) es plasticamente admisible
si satisface la condicién f (o5, p, Qa) < 0.

El dominio de la elasticidad de la mayoria de los materiales es una superficie convexa
y esta propiedad puede ser extendida con facilidad a los materiales porosos. La propiedad
fundamental del dominio convexo de la poroelasticidad consiste en que todos los puntos
de un segmento que une a dos punto cualesquiera de la superficie de fluencia pertenecen
al dominio Cg. Si la funcién de fluencia f (05, p, Q) es continua y derivable respecto de
0i; v p la condicién de convexidad es equivalente a:
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V(045,p) # (045, p) con f(d4,p,Qa) = f (04, P, Qa) =0
af of

i - > :
Do +(p—p) ap 0 (2.110)

(0ij — Gij)

2.3.3 Regla de Flujo y Trabajo Plastico

El criterio de plasticidad f (0;;,p) = 0 o bien f (04, p, Qo) = 0, indica solamente el
momento en el cual se inicia el proceso de evolucién plastica. La regla del flujo (plastico)
especifica como es dicha evolucién pléstica. Si un punto de carga (o5, p, Qo) Se encuentra
sobre la superficie de fluencia pero un instante posterior abandona dicha posicién se dice
que la evolucién que experimento fue poroelastica (o descarga elastica) Dado que la funcién
de fluencia f se vuelve negativa para una trayectoria de carga (o;;,p) que re-ingresa al
dominio elastico Cg (ver Fig. , la condicion de descarga elastica esta dada por f =0
y df <0, con:

af

= 5oz aQadQ"‘ (2.111)

-
Snmmm=""

fo, p, Q)

’
’
I
I

o

Figura 2.4: La condicién f (0;5,p) < 0 define el dominio poroeldstico inicial Cg por lo
tanto, la deformacién y el cambio de porosidad debido a una trayectoria de carga como la
indicada por el segmento OA permanecen reversibles. Para un material poroplastico con
endurecimiento el dominio inicial de la poroelasticidad se modifica debido a un proceso
de evolucién plastico como el indicado por AB. Para poder simular este cambio de forma
y/o posicién se deben definir las tensiones disipativas @, luego el dominio actualizado
de la poroelasticidad se re-define como f (0,5, p, Qa) < 0

Sin embargo, si transcurrido un instante de tiempo el punto de carga permanece sobre
la superficie de fluencia que define al dominio Cr se produce un proceso de evolucion
plastica. La trayectoria de carga ahora debe satisfacer f = df = 0, denominado condicién
de consistencia. Teniendo en cuenta todas estas consideraciones, la regla de flujo se define
como

glp] = )\hzsj (Uij7p7 Qa) ; ¢p = )\hd) (Uijapa Qa) ; Qa = }\ha (Uijypu Qa) (2112)
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siendo ¢, las variables internas termodinamicas (con « = s, p para el esqueleto sélido y la
fase porosa, respectivamente) y Ael multiplicador plastico que determina la intensidad del
incremento de la deformacién pléstica (7 i qbp ) y satisface las condiciones complementarias
de Kuhn-Tucker segin

A>0 5 f(04,0.Qa) <0 5 Af(0p,Qa)=0 ;  Af=0 (2.113)

Las funciones hj;, h® v h® definen las direcciones del incremento de deformacién plasti-

co élfj y ¢P asi como también las correspondientes variables internas ¢,, en el espacio
{Uij X pX Qa}

Adoptando los siguientes argumentos para la energia libre de materiales poroplésticos
locales

U, =, (5, 6% da) (2.114)

la evolucidn irreversible de @ (definido en Ec. (2.62))) junto con las ecuaciones de estado
Ec. (2.69)), se obtiene la energia disipada total

0ij€l; + PP + Qada > 0 (2.115)
siendo las tensiones disipativas para materiales poroplasticos locales

ov,

Qu=-7%." (2.116)

Debido a que el multiplicado pldstico debe ser A > 0, segtin Ec. (2.113)), y considerando
las reglas de flujo de Ec. (2.112)), para que la energia disipada total sea positiva Ec. (2.115]),

se requiere

oiih%; +ph + Qah® >0 (2.117)

2.3.4 Principio del Maximo Trabajo Plastico

El Principio del Maximo Trabajo Plastico requiere que los incrementos de defor-
macién plastica actual y porosidad plastica (éfj,ép), correspondiente al estado tensio-
nal (0;;,p, Q.), maximicen el trabajo plastico para todas las cargas plasticas admisibles
(6ij, P, Qa). Lo cual se escribe como

v(a'ij:ﬁa Qa) 7é (Uijapa Qa) with f (&ij7ﬁ> Qa) S 0
(0ij — Gij) €} + (p — D) >0 (2.118)
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De hecho, segun [19] el Principio del Maximo Trabajo Plastico se basa en otro principio
termodinamico mas general, le Principio de la Maxima Produccién de Entropia. Dado que
valores nulos de (7;;, p, Q) son plasticamente admisibles, el Principio del Méximo Trabajo
Plastico asegura el cumplimiento de la condicion Ec. .

Si el estado tensional (045, p, Qo) esta dentro del dominio poroeléstico Cg, las funciones
hfj, h? y h* puede adoptar cualquier orientacién por lo tanto, para satisfacer Ec.
(eb Eij> P, do) deben anularse segin la definicién de poroelasticidad (ver Fig. |2 Luego
considerando el vecto (oy5, p, Qo) en el contorno del dominio de la poroelastlmdad Cg.
Dado que el punto (¢;;, p, Q)o) no puede encontrarse en el exterior de Cg, la diferencia
entre ambos vectores (05, p, Qo) vV (Gij, D, Qa) solo puede ser un Vector con direccién
hacia el interior Cg. Nuevamente, para cumplir la condicion Ec. , el vector (£! Eijs gbp ,
do) debe se normal al dominio de la poroelasticidad. Por lo tanto la normalidad de la

regla de flujo se expresa de la siguiente forma

D\ af
el = )\8% (2.119)
U
o = Aap (2.120)
. Of
o = )\8@& (2.121)

Figura 2.5: Normalidad de la regla de flujo y Principio del Méximo Trabajo Plastico

Sustituyendo Ecs. (2.119)-(2.121]) en Ec. (2.118]) se llega a

_ ., Of . Of
ij — 0ij) =—— —p)=—2>0 2.122
(UJ U]) agij +(p p) ap ( )
Comparando Ec. (2.122) y Ec. (2.110)), el Principio del Maximo Trabajo Plastico im-
plica también la convexidad del dominio poroelastico Cg asi como también la normalidad
de la regla de flujo.

Este tipo de materiales son usualmente conocidos como materiales estandar dado que
la funcién de fluencia es empleada también para definir la direcciéon del flujo plastico a
través de las reglas de flujo, Ecs. —. En este caso se dice que la plasticidad es
asociada. Por el contrario, cuando la direccion del flujo plastico no responde a la superficie
de fluencia se trata de materiales no-estandar, mientras que la plasticidad se denomina
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no-asociada. En estos casos se requiere la definicion de un potencial plastico g que gobierne
la direccién del flujo plastico a través de la siguiente regla de flujo

. . dg
p _
& = )\&TU (2.123)
. . dg

= \-= 2.124
=452 (2124)
. . dg

= 2.12
Qa )\aQa ( 5)

Finalmente, dada la condicién Ec. (2.117)) la funcién potencial plastica no asociativa
g debe satisfacer la siguiente relacién

dg

Uij_
8@5

% -4 (2.126)

Jg
+pa_p+QaaQa =
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CAPITULO 3

Una teoria de poroplasticidad basada en
gradientes

La mecénica de medios porosos constituye una disciplina de gran relevancia en diversas
areas del conocimiento como la Geofisica, Biomecanica y Ciencia de los Materiales. Su
principal objetivo es la descripcion de la cinematica y la presién de poro del medio continuo
poroso al ser sometidos a acciones fisicas y/o mecénicas arbitrarias.

Las mayores ventajas de la aplicacion de la mecanica de medios continuos en medios
porosos para describir o predecir la compleja respuesta del comportamiento macroscépi-
co de materiales cohesivos-friccionales basados en los aspectos fundamentales de su mi-
croestructura, ademas de tener en cuenta las propiedades hidraulicas y su influencia en el
mecanismo de falla resultante fueron reconocidos por varios autores en la [10} [14], 109, 56].
En consecuencia, la tendencia a sustituir el marco tedrico de la mecanica de medios conti-
nuos clésicos con la mecénica no-lineales porosos es bastante observada. En primer lugar,
este proceso se llevé a cabo en el caso de la mecdnica de suelos, [31, 21], pero poste-
riormente fue aplicado a medios cohesivos-friccionales como el hormigén [125, 94] [71] y
también para el caso de biomateriales [0, 96].

Otro desarrollo de gran importancia en la mecanica de medios continuos clasicos fue la
ampliacion del marco tedrico termodinamicamente consistente a los medios continuos no
locales. El objetivo principal fue la regularizacién de comportamiento post pico de la res-
puesta mecanica en cuanto al tamano y orientacion de la discretizacion espacial empleada
(malla) en caso de andlisis por elementos finitos, basado en los aspectos fundamentales de
la microestructura del material [120, [40} 36}, 2, 133].

En los tdltimos anos se realizaron avances y contribuciones significativas en las for-
mulaciones de gradiente no locales para materiales no porosos. Marcos termodindmicos
fueron considerados en las propuestas de [2, [3, 07, 08|, 128, [47, 54, 133]. Algunos aspectos
fenomenolégicos fueron considerados a nivel microscopico en formulaciones no locales de
gradientes por [99, [0 64]. Descripciones objetivas de la longitud interna de gradientes
basada en conceptos sobre plasticidad de cristal fueron estudiados por [8, 62, 63, 33], por
su parte, la influencia de la presién actual de confinamiento en caso de materiales cuasi-
fragiles como el hormigén fue estudiado por [133]. Finalmente, la influencia de la presién
de poro en la longitud interna caracteristica de los medios porosos fue analizada por [75].
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La anisotropia material fue considerada en la formulacién de las leyes de evolucién de
las variables internas en caso de plasticidad gradiente por [4, 129]. Anélisis geométrico
de la condicién de bifurcacion en el caso de las formulaciones de gradiente no locales fue
estudiado por [130} B7]. La formulacién de modelos de gradientes acoplados con dano y

considerando la implementacién numérica del método de elementos finitos fue estudia por
[120, 68, 27].

Recientemente, los conceptos de no localidad fueron ampliados para la formulacion de
modelos de materiales porosos [77, 65, 58|, [78]. Andlogamente, la consideracién de aspectos
microscopicos en la formulacién de las teorias constitutivas no-locales para materiales
porosos se deben a [143], 82, [137].

A pesar del fuerte desarrollo de modelados constitutivos para medios porosos, explica-
do antes, todavia hay una necesidad de presentar un marcos tedricos termodinamicamente
consistentes que abarque a la mayor parte de estas formulaciones.

En este trabajo la formulacién termodinamicamente consistente para continuos séli-
dos basada en gradientes de deformaciéon de orden superior propuesto por Vrech y Etse,
2009 [132] 133], que sigue el enfoque general propuesto por Svedberg y Runesson, 1997
[119, 121], 120] para formulaciones de dafnio no locales, es extendido a medios porosos par-
cialmente saturados. Probablemente una de las principales contribuciones de la presente
propuesta consiste en la re-definicién de longitud interna caracteristica de gradientes sien-
do esta una funcién tanto del estado tensional actual como de las condiciones hidraulicas,
esta diferenciaciéon permite capturar con mejor precision la transicion entre la forma de
falla ductil y la fragil en materiales porosos cohesivo-friccionales con diferentes niveles de
confinamiento y saturacién [77, [75].

3.1 Teoria poroplastica termodinamicamente consistente
basada en gradientes

En esta seccién el marco termodinamico de la plasticidad clasica o local se extiende
materiales porosos no-locales basado en gradiente de deformacién de orden superior.

Siguiendo [114] [I§] se puede asumir que cualquier estado en equilibrio termodindmi-
co de un material disipativo, durante procesos isotérmicos, puede ser caracterizado por
completo mediante el tensor de deformacién eldstico €f; = ¢;; —&}; y las variables internas
go con o = s, p para el esqueleto solido y la fase porosa, respectivamente, las cuales son
consideradas en este trabajo como variables escalares. Por lo tanto, considerando solo
procesos isotérmicos, a diferencia de lo estipulado el en Capitulo [2| al estudiar las formula-
ciones termoporoeldsticas, la temperatura absoluta # es un término constante y la entropia
elastica s® es una variable irrelevante que no debe ser considerada como argumento en la
energia libre.

Luego, considerando materiales poroplasticos la porosidad elastica ¢¢ = ¢ — ¢” en
este caso debe ser incluida como argumento que caracteriza el estado termodindmico
del sistema [I§]. Basado en trabajos anteriores [120, [133] [77] se asume ademés que las
variables internas g, son las tnicas de con caracteristicas no locales. La extension a dos
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o mas variables internas escalares puede hacer sin mayores dificultades. De esta manera
tanto ¢, como ¢, ; aparecen como argumentos en la energia libre del sistema Wy, tal que

\Ijs = \Ijs (Efja gbea o QOa,i) (31)

Cabe destacar que en esta formulacién de gradientes simplificada, donde el efecto no
local esta restringido a las variables internas la ecuacién de balance energético (Primer
Principio de la Termodinamica, Ec. ) se mantiene sin cambios, es decir, que es valido
tanto para formulaciones locales como no locales basadas en gradientes. Esto se debe a
que la tasa del tensor de deformaciones permanece local y la densidad de energia interna
no se expresa en término de los argumentos no locales como es el caso de la energia libre

en Ec. (3.1)).

Diferenciando la Ec. (3.1)) y combinando con la disipacién intrinseca segin Ec. (2.55))
en el dominio completo €2, considerando ademas las Ecs. (2.96)) y Ec. (2.97)), se tiene

AN 0w, ., OV, 0V,
/Q{("_ﬁ) s ¥ (p_ 0¢e)¢+8¢ * a<z>e¢p

8\11
Z aqq a OLZ

| d2>0 (3.2)

e integrando por partes el termino de gradientes, se tiene

01115 . 8\1! \Ijs p a‘lls ]
/Q {(”_5) “i F (p 8¢6) s it g

ov, . .
- Z 8q Q()z Z (%QQ)J do / anaqalqa doQ2 > 0 (33)

En la ecuacién anterior se aplico el Teorema de la Divergencia, siendo n; un vector
unitario normal a la superficie 0f) dirigido hacia el exterior de la misma.

Lue%o la tensién disipativa en el dominio 2 y en el contorno 02 estan definidas por

Qo v QY| respectivamente,
ov ov
=5 "\ a0 Q 3.4
Q 8qa (aQOt,i) i en ( )
QY = —g&ni sobre 02 (3.5)
Gayi

y la Ec. (3.3)) puede ser expresada como
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0w, . 0w, . OV, ., 0V, .
/QK” 5) €’J+(p a¢e)¢+asffij+a¢e¢

+3 " Qada dQ+/ > QP dO2 >0 (3.6)
« o9 «

En plasticidad clasica o local, se establece que la desigualdad anterior debe cumplirse
para cualquier dominio € elegido y para cualquier proceso termodinamico independiente.
Como resultado, las relaciones de Coleman se obtiene de igual manera que en la teoria de

continuos locales clasicos Ec. (2.69)

A oV,
Oij =72 ; pP= 3.7
T Oeg e (37)
siendo la energia de disipacion
D =0yl + pd¥ + Y Qala > 0 en (3.8)
b = ZQS)% >0 sobre 0f2 (3.9)

En el caso particular de materiales no porosos (p = 0) las ecuaciones anteriores adoptan
la misma forma que las obtenidas por Svedberg (1999) [119] y Vrech (2007) [132], en
condiciones isotérmicas.

De las ecuaciones anteriores, Ec. y Ec. , puede concluirse que la mayor
diferencia entre esta teoria no local basada en gradientes de las variables internas respecto
a la formulacién local basada en la Teoria de Medios Porosos presentada en la Seccion
2.3.3] es el término de gradiente adicional en la expresién de la tensién disipativa @,
ademés del término de disipacién en el contorno QY (ver Ec. )

En consecuencia, la tensién disipativa @), se descompone en forma aditiva en un com-
ponente local y en otro no local

Qo = Qf;c + QZloc (3.10)
con
ov,
Qy = o0 (3.11)
oV,
Qul* = — (aq ) | (3.12)
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Nota: La desigualdad global Ec. (3.6) es necesaria para satisfacer la desigualdad de
Clausius-Duhem, mientras que las Ecs. (3.8)) v (3.9)) son las condiciones suficientes.

Analizando la expresién de disipacién pléstica de la Ec. es posible trazar una
similitud entre la presente formulacién de plasticidad de gradiente y el tratamiento unifi-
cado de modelos no locales propuesto por Gudmundson (2004) [45]. Cuando se aplica
integracién por partes y el Teorema de la Divergencia a los términos no locales de la tasa
de disipacién propuesta por Gudmundson (ver Ec. 7 de [45]) dicha formulacién conduce a
tensiones disipativas no locales en el contorno muy similar a las obtenidas en este trabajo,
cuando se omite la fase porosa del medio.

Sin embargo, una diferencia relevante entre la formulacién Gudmundson y el presente
trabajo es que la densidad de energia libre en la primera se expresa como funcién de la
deformacion elastica, deformacién plastica y tensores gradiente de deformacion plastica.

Por consiguiente, la disipacion plastica incluye las diferencias entre la tasa de cambio
de la energia libre con respecto a las deformacion pléstica y sus gradientes, y las tensiones
internas conjugados a con los campos cinematicos de desplazamiento y rotacion. Estas
tensiones internas son denominadas por Gudmundson como microtensiones y tensiones
de momentos, respectivamente.

En el presente trabajo, basdndose en trabajos anteriores de Svedberg (1999) [119] y
Vrech (2007) [132] para continuos no porosos en condiciones isotérmicas, la densidad de
energia libre se expresa en término del deformaciones elasticas, las variables internas y el
gradiente de las variables internas (siendo éstas las inicas con caracteristicas no locales).
Por lo tanto, la tasa de disipacién en Ec. (3.3]) no incluye las llamadas microtensiones y
tensiones de momentos de Gudmundson.

3.1.1 Relaciones constitutivas termodinamicamente consistentes

Basado en trabajos previos [120], 133, [35], se adopta la siguiente descomposicién aditiva
de la energia libre en sus componentes locales y no locales de gradientes

\Ijs (gfja me, o, QOz,i) = ¥ (‘C’:fja me) + \IIPJOC (QQ) + \ij,nloc (Qa,i) (313)
siendo V¢ la energia elastica del medio poroso deducido en la Seccion Considerando
la relacion Ec. (2.40)), la expresién Ec. (2.85)) de la porcién eldstica de la energia libre para

procesos isotérmicos, y despreciando tensiones y presiones iniciales, puede escribirse como

1 1
Ue = §5ijcijk15k:l + EM (Cbe)z — MBjjeij9° (3.14)

Mientras que WPloc y UPmoc gon Jas contribuciones locales y no locales de gradientes de
la energfa libre, debidas al comportamiento disipativo de endurecimiento/ablandamiento
isétropo, expresadas en término de las variables internas g, y su gradiente g, ;, respecti-
vamente.

A partir de la relaciones de Coleman en la Ec. (3.7) se tiene
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Uij = Cijklgi[ — MBZ‘j¢€ (315)
~MBy;e; + M¢* (3.16)

donde M es el médulo de Biot, B;; = bd;; siendo b el coeficiente de Biot, y Ciju =
C? ikl T MB;; By, es el tensor constitutivo eldstico no drenado, ademds C; Fikl €S el tensor
elastico de cuarto orden que relaciona linealmente las tensiones y las deformaciones, ambos

definidos en la Seccién 2.2.91

3.1.2 Ecuaciones constitutivas en tasas

En condiciones no drenadas y considerando la descomposiciéon aditiva de la energia

libre en Ec. (3.13)) y las reglas de flujo Ec. (2.123) y Ec. (2.124]), se obtienen las siguientes

expresiones en tasas del tensor de tensiones ¢;; y de la presién de poro p a partir de Ec.

1) v Ec. (510)

Jg Jdg

0ij = CijkiErl — Oz]kl/\ao_kl MBU¢ + MBz])\a (3.17)
. dg 0
= —MBy;e;; + MBiAz2- 4+ Mg — MA a}i (3.18)
ij

Luego de multiplicar Ec. (3.18)) por B;; y combinando con Ec. (3.17)), se obtiene una
expresion de la tasa del tensor de tensiones mas adecuada para problemas drenados

Jg

o (3.19)

s s
Uij—cijklgkl Bijp — C;kz)‘

por su parte, la tasa de las tensiones disipativas de Ec. (3.10) pueden ser obtenidas a
través de la regla de la cadena como sigue

G = Ol + (320)
con
loc _ _ HlOC 3.21
Gl = A3 (3.21)
Ynloc 2 nloc \ a nloc 29
Qa = la Ha i )\7] aQa + >\Ha %] QQ:J aQa ) (322>
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En la expresion anterior se introdujeron el médulo de endurecimiento/ablandamiento
local H'"¢ asi como también el nuevo tensor de endurecimiento/ablandamiento no local

H™ee definido por [120, 91].

aij

Hloc B 82\Ilp,loc nloc 1 aQ\Pp,nloc
“ 0qs” ’ 12 060,i0qa,

(3.23)

H'%¢ es un tensor positivo definido de cuarto orden mientras que I, es la longitud interna
caracteristica correspondiente a la fase porosa (o = p), y al esqueleto sélido (a = s). Al
menos tres interpretaciones pueden ser atribuidas a [, [85], 119, [130], la primera consiste
en considera que la longitud caracteristica es un parametro dimensional conveniente para
que los médulos H¢ y H gl{’f tengan la misma dimensién, otra interpretacién consiste en
asumir que [, es un mecanismo artificial de estabilizacién numérica de la teoria no local,
por tltimo, y en coincidencia con otros autores [85] 130, 128], [, puede ser interpretada

como una dimensién que caracteriza la microestructura del medio.

3.1.3 Ecuacién diferencial del multiplicador plastico

A partir de la condicién complementaria de Kuhn-Tucker en Ec. (2.113)) y la condicion
de consistencia plastica, se obtiene la siguiente expresion

af  of . of
aaij““ Pt 50,

De las Ec. , Ec. - ) v Ec. , se obtiene la siguiente ecuacion diferencial

para COHdlClOIleS no drenadas

f= Qu=0 (3.24)

.o Of dg of , 99 Of , 09 O0f0g . 0f 9g
f=2 ( Jo M Gy T Mg Big, T Mg Biug - Mg gy ~ e g, a0,

aof of . of of '
+ (ECMZ Ma_kal> Exl + (Mﬁ_p 87,-sz3> o)

af 2 nloc \ a nloc 29 B
+ aQa [la (Ha Z] )\7] aQa + )\Ha ’L] QOZ:.] aQa 71, — 0 (325)

o bien, empleando la Ec. (3.19) en lugar de la Ec. (3.17)), se obtiene la siguiente ecuacién

diferencial més adecuada para condiciones drenadas

i (9 s 99 e OF Oy
/ ‘A< Jog M ey~ " 30 20,

of ) of  of )
Z o B
+ aaij zyklgkl + (ap aaij 1]) p
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af 2 nloc \ a nloc ) azg _
+ 30 [za <Ha § 3500 + ML Qs 07) | =" (3.26)

Reagrupando términos, la expresion anterior puede ser escrita en una forma mas com-
pacta,

_fnloc_|_ (h—l— hnloc) /\ _ fe _f (327)

donde f¢ es la funcién de carga local, h es el médulo pldstico generalizado, h™e¢ es el

médulo pléstico de gradientes y ¢ es la funcién de carga de gradientes definido segin

fnloc 2 8f
f - la 8@& {

2
|:Hnl00)\ +Hnloc )\ ] a nga anlOC)\ } (328)

aij aij,] 6@ aij
ot

Qa

nloc 8f nloc nloc 83 nloc
h loc _ la 6@(1 { aQa [Hal” Qa,l] Hal” JQa,i] aQag Qa lHalzJ Qa,j} (329)

Tanto la funcién de fluencia (o carga) local como el médulo plastico generalizada se
puede descomponer en los componentes (f¢, hy) v ( f; y h,) relacionados con el esqueleto
solido y a la fase porosa, respectivamente. Esta descomposicion es valida para condiciones
drenadas y no drenadas.

fe=re+ i (3.30)
h=hs+h,+ H (3.31)
con
of g
H = H* 32
* 9Qn 0Qa (3.52)

donde, para condiciones drenadas se tiene

of

ffd a Czyklgkl (333>
red — ; 3.34
f ( 8‘7@] ) P ( )
d s g
ht = ao_” 5 (3.35)
hl=0 (3.36)
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mientras que para condiciones no drenadas se tiene

for = %Cﬁkls‘kl - M%Bﬁg‘ij (3.37)
fer=4é (M% — %&J (3.38)
Bt = ;UJ: Cin aigk l (3.39)

Cuando todas las variables de estado son espacialmente homogéneas, puede asumirse
que el gradiente de la tensién disipativa es despreciable, luego (),; = 0 y en consecuencia
0%g/0Q,* = 0, ver [134, B2, BT, 120]. De tal manera,

hnloc —0 and f'nloc _ li 886»; 8% le‘;c)\ (341)

ay la ecuacion diferencial que permite obtener el multiplicador plastico se reduce a
—frlec L pA = fe— f (3.42)

3.1.4 Relacién constitutiva elastoplastica de gradiente

Considerando carga plastica, el multiplicador plastico puede ser facilmente determina-
do a partir de la Ec. (3.42). Luego, reemplazando en la tasa de la ecuacién constitutiva del
esqueleto sélido para medios porosos tanto para el caso no drenado de Ec. (3.17)), como

el drenado de Ec. (3.19)), se obtiene

0ij = Cien — Bijp — zykla <fe fnloc> /h (3.43)
3 - ] 8 a e nloc
0ij = Cijmer — MB;;¢ + (MB”a - Oz]kla J ) <f + f ) /h (3.44)

Considerando las definiciones de f¢y f™°¢ en las ecuaciones anteriores resulta

61 = B3 + EPPp — B f0 (3.45)

= BT ey + EP™G — BST f9 (3.46)
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siendo E?® el operador de cuarto orden elastoplastico del esqueleto sélido, E? el ope-
rador de segundo orden elastoplastico de la fase porosa y E?°F el tensor de segundo
orden elastopléstico basado en gradientes para ambas fases. El superindice ¢ o * indica la
condiciéon de borde hidraulica considerada, drenada o no drenada, respectivamente. Las

matrices de Ec. (3.45) y Ec. (3.46) estdn presentadas en el Apéndice [B]

3.2 Casos particulares de analisis

En esta Seccion se presentan algunos casos particulares de analisis con el fin de mostrar
posibles comportamientos materiales abarcados por esta teoria consititutiva

Comportamiento no local restringido al esqueleto sélido En algunos materiales em-
pleados en la ingenieria el comportamiento no local disipativo puede considerarse total-
mente restringido a la fase sélida o granular. La formulacién constitutiva termodinami-
camente consistente presentada en las secciones anteriores puede ser ajustada facilmente
para reproducir esta forma particular de comportamiento no local. En este caso la fase
porosa no se comporta como un proceso termodinamico irreversible, por lo tanto phip =0
v G, = 0. En consecuencia la Ec. se transforma en

D = 0y;eh + Quis > 0 (3.47)

Esta formulacién no local requiere sélo una longitud interna caracteristica, también
estd enmarcada en formulacién unificada de plasticidad de gradiente de Gudmundson,
2004 [45].

Es importante destacar que la condicion gb” = 0 usualmente conduce a modelos cons-
titutivos que no cumplen en forma estricta la Segunda Ley de la Termodinamica. Los
modelos basados en la Teoria de Mezclas (presentado en la Seccién propuestos en
[20], 55, 109, [74] son ejemplos tipicos de esta clase de formulaciones constitutivas. Lo mis-
mo puede decirse de los modelos basados en simplificaciones ficticias del comportamiento
material como las propuestas de [59, 25] que emplean combinaciones de estado hipotéticas
para obtener la respuesta acoplada de todas las fases que componen el medio poroso.

Comportamiento no local restringido a la fase porosa A partir de algunas evidencias
experimentales es posible asumir que para determinados estados tensionales y condiciones
de borde hidraulicas el fenémeno de localizacién podria desarrollarse solo en la fase porosa
[72,166], 107]. Este comportamiento particular también se puede modelar con la formulacién
no local de gradientes propuesta en este trabajo. Para este fin, el gradiente de variables
internas que controlan el comportamiento local de la fase solida es despreciado mientras
que los términos de gradientes de las variables internas correspondientes a la fase porosa
son los tnicos con caracteristicas no locales.
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CAPITULO 4

Modelos poroplasticos termodinamicamente
consistentes

Luego de la presentacion de la teoria no local basada en gradientes termodinamica-
mente consistente Capitulo [3|se propone la particularizacién de dicha teoria a un modelo
material especifico para medios porosos. En este sentido, se consideran dos modelos mate-
riales muy conocidos para medios porosos, el modelo de plasticidad Cam Clay modificado
empleado usualmente en la predicciéon mecanica de suelos arcillosos saturados y parcial-
mente saturados [13], 14} [86] y modelo material de Drucker-Prager parabélico comtinmente
usado en formulaciones constitutivas de hormigén [130), [88].

Los modelos materiales usuales empleados en medios no porosos cubren una amplia
gama de materiales cohesivos friccionales pero tienen dificultades para capturar el com-
portamiento plastico de los medios porosos, tales como arcillas. En efecto, los suelos no
pueden sostener tensiones de traccion, ni presiones de confinamiento muy elevadas, mien-
tras que la dilatancia observada puede ser positiva (dilatacién) o negativa (contraccion),
dependiendo de la relacion entre el esfuerzo cortante y el nivel de confinamiento efectivo.

Este capitulo se enfoca en la presentacién del las principales caracteristicas de estos
modelos materiales empleados en medios porosos y su particularizacion para la teoria no
local de gradientes propuesta en [77, 35]. Por otro lado, la descripcién matematica de
ambas longitudes internas caracteristicas referidas al esqueleto sélido y a la fase porosa
son propuestas, asi como también las correspondientes funciones potenciales plasticas.

4.1 Modelo de plasticidad Cam Clay modificado

A partir de las investigaciones de realizadas por Roscoe et al. (1958) [102] en la Uni-
versidad de Cambridge se desarrollaron una familia de modelos de plasticidad para suelos
saturados al introducir una funcién de endurecimiento isotrépica en la funcién de fluencia.
Posteriormente surgieron numerosos modelos entre los cuales se encuentra el Cam Clay
porpuesto por Schofield and Wroth (1968) [108] y el Cam Clay modificado propuesto por
Roscoe and Burland (1968) [101]. En un principio los modelos basados en el Cam Clay
original estaban orientados al analisis de arcillas normalmente consolidadas, sin embargo,
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en virtud de la sus adecuadas capacidades de modelar las caracteristicas de diferentes
tipos de suelos y el reducido nimero de parametros, ha sido extendido a una amplia gama
de suelos incluyendo los suelos no saturados [5], [13], incluso para cargas ciclicas [89].

Las principales caracteristicas del modelo original Cam Clay modificado son las si-
guientes:

2V
1

La funcién de fluencia describe una elipse en el plano (¢/, 7)

b- La componente volumétrica de la deformacion plastica sobre la linea de estados criticos
es nula (tangente horizontal) y el flujo plastico se produce a volumen constante.
c- La plasticidad es asociada, con lo cual los estados de rotura quedan definidos por el

valor maximo 7 = p.,/2.

d- Laley de endurecimiento/ablandamiento es una funcién creciente, convexa y asintética
a un valor determinado, con lo cual se cumple la condicién de Prager y no se viola
el Segundo principio de la Termodinamica.

La funcién de fluencia se define por

2

f(o,7,p,Qa) = <U—5P+M) — Qq (4.1)

donde ¢ = I1/3 es la tension total hidrostatica y o' = o — fp es el tensor de tensiones
efectivas, 7 = 1/3.J, son las tensiones de corte, M es la pendiente de la Linea de Estados
Criticos (CSL en ingles) v @, es la tension disipativa termodindmicamente consistente
equivalente a la presién de preconsolidacién pe,, ver Fig. [£.1 Ademads, I; y Jo son el
primer y segundo invariante del tensor de tensiones totales y del tensor desviador, respec-
tivamente.

La presién de preconsolidacién p., es el limite superior de la presién efectiva o y
resulta ser la presion maxima efectiva a la que el material ha sido sometido durante los
ultimos procesos de cargas plasticas.

4.1.1 Potential plastico

Por otro lado, resultados experimentales mostraron que el modelo de estado critico con-
vencional, a menudo subestima los valores del coeficiente de compresibilidad volumétrica
Ky [44, [7] por lo tanto resulta conveniente emplear un potencial plastico diferente de
la funcion de fluencia. Para evitar la subestimacién del coeficiente de compresibilidad
volumétrica K por el modelo de estado critico convencional diferentes autores han pro-
puesto algunas alternativas para las reglas de flujo no asociado [7), 117, [75].

De este modo, el se propone el siguiente potencial plastico

T

9(0,7,9,Qa) =1 [(0 — Bp)* — (0 — Bp) Qu] + <M>2 (4.2)
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Figura 4.1: Modelo de plasticidad de Cam Clay modificado. El material presenta con-
traccién para o’ > Qa/2 (superficie BC) y dilatancia plastica para ¢’ < Q,/2 (superficie
AB), para ¢’ = ), /2 la evolucién pléstica ocurre a volumen constante y por lo tanto el
flujo plastico se produce en forma indefinida a carga constante (plasticidad perfecta) y la
linea se denomina Linea de Estados Criticos (C.S.L. en inglés).

71 es un coeficiente que limita la influencia de la presiéon volumétrica en régimen de ablan-
damiento (ver Fig. [1.2)).
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Figura 4.2: Modelo plastico de Cam Clay modificado y potencial plastico

Los gradientes del potencial pléstico, Ec. (4.2), estan resumidos en el Apéndice

4.1.2 Ley de endurecimiento

La adopcién del potencial plastico Ec. (4.2) permite no solo reducir el coeficiente de
compresibilidad volumétrica sino también mantener la consistencia termodinamica del
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modelo, la cual no podria ser conseguida empleando reglas de flujo no asociada, como las
propuestas en [5] [7].

La consistencia termodinamica requiere a su vez que la parte disipativa de la energia
libre de deformacién plastica definida en Ec. (3.13)) sea expresada de la siguiente forma

1
U (e 28) = W () 0 () = e (1)~ (GRACES,)  (43)
b 7 X /L

)

donde el coeficiente x se define como

y = B+ eo) (4.4)

Y —K

siendo f un coeficiente de ajuste (en este trabajo se asume f = 1), e la relacién de vacios
inicial, v un pardmetro de endurecimiento y s el indice de dilatacién (obtenido de un
ensayo odométrico).

La deformacién volumétrica plastica del medio poroso, € (ver Ec. ), puede ser
expresada como una funcién de las variables de estado con el fin de describir la evolucion
plastica del esqueleto sélido y de la fase porosa, en término de la porosidad plastica ¢ y
la deformacién pléstica volumétrica del esqueleto sélido P, respectivamente [18].

e’ =¢"+ (1 —¢o)el (4.5)

De la Ec. (3.11) y Ec. (3.12) las siguientes expresiones de las tensiones disipativas
locales y no locales son ontenidas

oV,

Q67 = S = phexp (X (¢ + (1 = d0) €0) (4.6)
a\IJS nloc nloc
Qu (@) = - (G ) =t + S, (17

donde Is y [, son las longitudes internas caracteristicas del esqueleto sélido y de la fase
porosa, respectivamente.

4.2 Modelo de plasticidad de Drucker-Prager parabdlico

El modelo de plasticidad de Drucker-Prager ha sido empleado en numerosas formula-
ciones constitutivas de materiales cohesivo-friccionales. La formulacién clasica del criterio
de Drucker-Prager (1952) [29] es una simple modificacion del criterio de von Mises in-
cluyendo un parametro adicional en funcién del primer invariante del tensor de tensiones.

48



Teoria de poroplasticidad basada en gradientes

Este modelo material simple permite reproducir con suficiente precision el comportamien-
to mecanico de estos materiales, que presentan una resistencia muy diferente en traccién
y compresion.

La version original del modelo de material de Drucker-Prager se expresa mediante la
siguiente funcién de fluencia

f,Jo) = Js+al, — k (4.8)

ambos parametros a y k son calibrados con las resistencias maximas a tracciéon y compre-
sion, f; v f., respectivamente. El coeficiente a se denomina coeficiente friccional interno,
mientras que k representa el limite de la tensién de corte puro. Por otro lado, si todas las
tensiones principales son iguales, es decir 0; = 09 = g3 = o el limite de la tensiéon media
es 0 = k/a. Por lo tanto, el coeficiente k/« es conocido como presién de cohesion.

QZM : k:L (4.9)

V3 (fe + f2) 7 V3 (f+ fi)

Cuando ambas resistencias maximas son iguales, « = 0 y la Ec. tiende al criterio
clasico de von Mises. La funcién de fluencia Ec. representa una superficie conica en
el espacio de las tensiones principales mientras que en el espacio de los invariantes de del
tensor de tensiones representa una funcién lineal.

El principal inconveniente que presenta el modelo lineal de Drucker-Prager es que en
determinadas ocasiones produce dilatancia plastico excesiva. Para mejorar esta limitacion
se propuso una version parabodlica del criterio de Drucker-Prager. Para materiales no
porosos este criterio esta definido por (ver Fig. |4.3))

[y, Jo) = Jo+aly — k (4.10)

siendo los parametros de friccién y cohesion:

fc_ft
3

o =

: k= fcft
3

(4.11)

En cuanto al modelado de medios porosos, el modelo material de Drucker-Prager
parabdlico puede ser re-escrito teniendo en cuenta el efecto de la presién de poro,

f(O', J27paQa):J2+a(J_/Bp)_Qa (412)
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30 T T T T T
Linear Drucker-Prager
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Figura 4.3: Criterio Lineal y Parabdlico de Drucker-Prager

4.2.1 Potencial plastico

Con la finalidad de mejorar las predicciones de la dilatancia volumétrica del hormigén
sometido a confinamiento [130], 88], se propone una funcién de flujo plastico no asociada.

g(0,J2,0,Qa) = Jo +na (o0 — fp) — Qa (4.13)

La influencia del parametro de no asociatividad n se muestra en la Fig.

Los gradientes del potencial pldstico de la Ec. (4.13)) estdan resumidos en el Apéndice
[Cl

4.3 Expresion matematica de las longitudes internas car-
acteristicas

En la presente formulacién no local la combinacion entre ambas longitudes internas
caracteristicas /s y [,, correspondientes al esqueleto sélido y a la fase porosa, respectiva-
mente, define el ancho de la banda de corte, donde se concentra la disipacion pléastica y
se produce la degradacion mecanica del material.

En los materiales porosos cuasi-fragiles como algunos suelos y hormigones, y el proceso
de degradacion de la resistencia en el régimen post-pico puede ser controlada por dos
variables independientes, la presion de confinamiento durante el proceso de ablandamiento
y el contenido de agua de los poros. Esta dependencia puede describirse matematicamente
mediante la expresion que define la longitud caracteristica interna.
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20

10

10

Figura 4.4: Criterio de Drucker-Prager parabdlico y potencial plastico

A partir de Vrech y Etse (2009) [133] la longitud interna caracteristica para la fase
sélida puede adoptar la siguiente expresién matematica (ver Fig.

e}

for o’ <0
ls (o)) = 13’2’” [1 + sin (QQLQOJ — %)] for 0 < o’ < Q./2 (4.14)
Lom for o/ > Q,/2

s,m

0.9 1

0.6 1

0.3 A

0.0

0.0 3.0 6.0 9.0 12.0 15.0
o
Q2

Figura 4.5: Longitud interna caracteristica del esqueleto sélido vs. o’

La longitud interna caracteristica de la fase porosa esta gobernada por el grado de
saturacion del medio poroso S,, o, en forma indirecta por la presién de poro actuante. A
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medida que el espécimen de suelo se seca o pierde humedad, [, tiende a cero, y se espera
que el modo de falla sea fragil. Por otro lado, cuando el contenido de agua se incrementa,
l, tiende a un valor maximo [, ,,, en cuyo caso se espera que el modo de falla sea ductil.

El grado de saturacién del medio poroso estd asociado con la presién de poro (o
succién) por una expresion logaritmica [41l [67] que depende de numerosos coeficientes
obtenidos experimentales, esta expresion matematica se denominada curva caracteristica
de agua del suelo. Otra opcién para describir la relacién entre el grado de saturacion
y la presion de poro es una funcién hiperbdlica como la propuesta por Mroginski et al.
(2010) [74]. Esta funcién puede ser facilmente invertida, ademds requiere de un algoritmo
adicional para la obtener su raiz. Entonces,

1 a—+ S,
p=g;ln <a — Sw) (4.15)

siendo a y b dos parametros de ajuste. En la Fig. se representa la Ec. (4.15)), siendo

P1oo la presion de poro de agua correspondiente al espécimen completamente saturado.

Por lo tanto, se propone la siguiente expresion para la longitud interna caracteristica
de la fase porosa,

0 for p <0
b (p) = { al,mtanh (b1,) for 0 < p < pigo (4.16)

En la Fig. se presenta la Ec. (4.16)).

240 15
Pio T 1 a.lp’m
200 A 12 |
160 -
0.9 A
Q. 120 =
0.6 A
80
40 L
0 : . : . : 0.0 . . ; ;
0 20 40 60 80 100 0 50 100 150 200 250
S P
a) L b) p 100

Figura 4.6: a) Grado de saturacién vs. Presion de poro; b) Longitud interna caracteristica
de la fase porosa vs. Presién de poro
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CAPITULO 5

Analisis de inestabilidad en la forma de
bifurcacion discontinua

En este capitulo se realiza el analisis de bifurcacién discontinua en medios porosos
locales y no locales, asi como también la deduccion del médulo de endurecimiento critico
teniendo en cuenta condiciones de borde hidraulicas drenadas y no drenadas.

5.1 Conceptos basico sobre la definiciéon de falla

La falla generalizada en un medio continuo se produce generalmente como consecuen-
cia de fallas locales en zonas o regiones donde se verifica que el material constituyente
esta sometido a un estado tensional post-pico. La mecdnica de medios continuos cuenta
con numerosos estudios sobre el proceso de falla de los materiales [85], 40] 127, 57], y se
han identificado una sucesién de eventos que se inician en escala microscépica y provocan
el deterioro progresivo del medio, que inicialmente es tratado como un continuo, hasta
transformarlo en un medio discontinuo.

Dado un dominio arbitrario 2, la falla o discontinuidad S que separa los subdominios
Qf y Q7, queda caracterizada por el vector normal unitario n en el punto P (ver Fig.

5).

Figura 5.1: Superficie de discontinuidad S

Dicha discontinuidad puede ser analizada desde perspectivas diferentes segin el en-
foque que se desee realizar. Se definen asi tres tipos de fallas:
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Capitulo 5. Analisis de inestabilidad en la forma de bifurcacién discontinua

1. Falla discreta: este tipo de analisis escapa a la Mecanica del Medio Continuo y debe
ser abordado por la Mecanica de Fracturas. La discontinuidad se presenta en el
campo de velocidad de desplazamiento, es decir [[u]] # 0

2. Falla localizada: Esta forma se falla se caracteriza por mostrar continuidad en el
campo u; mientras que la discontinuidad se presenta en el campo de sus gradientes,
las deformaciones. Es decir [[a]] =0y [[€]] # 0.

3. Falla difusa: Es propia de materiales ductiles. En este caso tanto el campo ; como
& permanecen continuos, es decir [[@]] =0y [[€]] = 0.

En las definiciones anteriores el operador [[e]] es el denominado operador salto, definido
por

[o]] =" — o~ (5.1)

Estos conceptos provienen de la mecéanica de solidos aunque pueden ser extrapolados
a la mecanica de medios porosos sin mayores dificultades, considerando que el medio
estd constituido por un esqueleto sélido continuo circundado, en el caso més general, por
fluidos de diferentes caracteristicas. La influencia de cada fase fluida es tenida en cuenta
a partir de la presion de poro correspondiente.

Por lo tanto, en relacién a los medios porosos el andlisis de localizacién puede presen-
tar dos enfoques diferentes basados en la hipdtesis de discontinuidad asumida en la fase
porosa. El primer enfoque consiste en atribuir el fenémeno localizacién de deformaciones
exclusivamente a la estructura sélida del medio. En este enfoque, las discontinuidades se
verifican solo en la tasa de deformacion permaneciendo continuas las fases fluidas. Por otro
lado, la segunda alternativa supone discontinuidades tanto en la fase sélida como en el
fluido. Este fenomeno es poco frecuente, sin embargo, algunos investigadores aseguran que
ambas hipétesis se han observado en la naturaleza de los suelos cohesivos friccionales y su
validez depende de las condiciones hidraulicas del medio, concretamente, en condiciones
drenadas (cuando la presién neta se disipa por completo) la primera hipdtesis parece te-
ner mayor validez [14], [31], sin embargo, si las condiciones de confinamiento y la tasa de
aplicacion de las cargas produce una sobre presion de poro se puede evidenciar un salto
o discontinuidad a causa de la expansion que se produce cuando el esqueleto solido falla
en forma localizada, siendo valida el segundo hipétesis [107].

5.2 Analisis de bifurcacién discontinua en medios porosos
locales

Ha sido ampliamente aceptado que cuando modelos constitutivos disipativos de mate-
riales cuasi-fragiles y ductiles son sometidos a carga monotoénica en el régimen inelastico,
pueden presentar discontinuidades espaciales de los campos cineméticos [53], [103] depen-
diendo de la condicién de contorno particular, pero también del grado de no asociatividad,
del contenido de agua, de las inhomogeneidades, etc. La aparicion de grietas y bandas de
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corte observados experimentalmente en materiales cementicios y granular asi como tam-
bién en metales estan relacionadas con el modo de falla de localizada.

Cuando se estudian teorias constitutivas de materiales no porosos, diferentes autores
realizaron andlisis numéricos y tedricos para obtener predicciones de los modos de falla
localizados en forma de bifurcacién discontinua, ver entre otros [39, 85, [16], 40} 127, [57].

En el caso de medios porosos, el andlisis de localizacién no debe limitarse a considerar
que las discontinuidades tienen lugar sélo en la fase sélida, véase [12], 14, [107]. Por el
contrario, las discontinuidades pueden desarrollarse en todas las diferentes fases durante
un proceso de carga monotonica o debido a cambios en las condiciones de humedad de
medio poroso. Desde el punto de vista matematico este supuesto significa que tanto el
campo de gradientes de velocidad y la tasa del contenido de masa de fluido son discontinuos
y sus saltos se definen como

€3]] = 1/2 (gin; + nig;)
[[n]] = = [[Miil] = —nig;’

Aplicando la relacién de Hadamard de una discontinuidad de primer orden a una
magnitud escalar p, y tensorial o;; [48] (18] se obtienen las siguientes ecuaciones de balance
(ver Apéndice [D] para mas detalles).

¢[lpal] + [Pl ni = 0

¢ [[oij4]] + [[0i5]] my; = 0

Estado drenado

En el caso completamente drenado los efectos plasticos que intoducen posibles loca-
lizaciones en el medio poroso conciernen pura y exclusivamente al esqueleto sélido y no
al fluido. El flujo de fluidos en medios porosos deformables estda gobernado por la ley de
Darcy. Por lo tanto, despreciando las fuerzas de inercia, el vector de flujo relativo de la
masa fluida M; se expresa como

M; = —pkijp (5.6)

donde £;; es el tensor de permeabilidad del medio poroso. Durante un proceso de carga
cuasi-estatica no es posible observar procesos de acumulacién de energia de deformacion
dentro de la fase fluida en virtud del comportamiento propio de los fluidos (no viscosos),
dado que el fluido sometido a fuertes gradientes de presion pueden presentar un proceso
de difusién espontaneo, con una caida muy rapida de presién. En consecuencia, el vector
de flujo relativo de la masa de fluido debe permanecer continuo. De la Ec. se obtiene

[M]) = —p ki [p3]] = 0 (5.7)
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Esta expresion conduce a la conclusion de que el gradiente de presién de poro no puede
presentar discontinuidades, [[p;]] = 0. Por lo tanto, la Ec. ((5.4)) solo se cumple si la tasa
de la presién de poro permanece continua, es decir [[p]] = 0.

Luego, teniendo en cuenta la ecuacion de balance de momentum para problemas cuasi-
estaticos y aplicando el operador salto a la ecuacién constitutiva incremental, Ec. (3.45)),
y sustituyendo en la Ec. (5.5)) se tiene

[63]1n; = Ehi® [[Emllng = 0 (5.8)

siendo E;p,jd el tensor elastoplastico del esqueleto sélido, definido en la Seccién |3.1.4]
Introduciendo la Ec. (5.2)) en la Ec. (5.8)) se tiene

(03] ny = A°g; =0 (5.9)

donde el tensor actstico elastoplastico para plasticidad clésica en medios porosos en condi-
. s d s d ,
ciones drenadas se descompone en sus partes eldstica, A;;"°, y elastopldstica, A7, segin

dJloc __ rep,sd __ pd.e,s d,ep,s
Aij = Eijkl nng = Aij — Aij (510)

donde

de,s s

Cs s (s (5.11)

s
d,ep, ijmnY9mn kl
Aijep s _ J Pq = pgq mn

h

A partir de ahora se emplea la siguiente notacién abreviada de las derivadas parciales:

5 =000y ff=0f0p ;f2=0f/0Q

. o (5.12)
9i; = 0g/00i; ;9" =09/0p ;gs = 09/0Qa

Las soluciones no triviales de Ec. ([5.9) pueden obtenerse a partir del analisis espectral
e d,l . ey . ., .
del tensor actstico local A;; ¢, Luego, la condicién de localizacién para medios porosos
locales drenados es

det (45) =0 (5.13)

A partir de estos supuestos la influencia de la presion de poro puede despreciarse
cuando las condiciones de borde hidraulicas sean drenadas. En consecuencia, la discon-
tinuidad relacionada con la condicion de bifurcacion anterior corresponde solo al campo
de velocidad de deformacion del esqueleto sélido, y el tensor de localizacion es equivalente
al de un medio continua elastoplastico clasico. Sin embargo, puesto que la condicién de
localizacién en Ec. involucra solamente las propiedades poroelasticas drenadas, la
presion del fluido solamente esta involucrada en la determinacion del valor actual de la
funcion de fluencia f y del modulo plastico generalizado h.
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Condicion no drenada

A continuacion se estudia el fenémeno de localizacién en condiciones no drenadas.
Por condiciones no drenadas debe entenderse que tanto el esqueleto solido como las fases
fluidas se mueven solidariamente, es decir que la variacion del contenido de masa del poro
m se conserva en el movimiento del esqueleto sélido m = 0, y el medio se comporta como
un material homogéneizado cuyas propiedades no corresponden a las del esqueleto sélido
ni a las de la fase porosa exclusivamente. Bajo estas consideraciones es posible calcular la
presion de poro a través de la cinematica de la fase sélida, ¢g; = g}

Aplicando el operador salto a la Ec. (3.46) y a la Ec. (5.2]),

[[63;]] nj = A% °g; =0 (5.14)
donde, de la misma forma que en la seccién anterior, el tensor actstico elastoplastico para
plasticidad local en condiciones no drenadas puede ser descompuesto en su parte eldstica
debida al esqueleto sélido 47" y debido a la fase porosa A;;“", asi como también en sus
partes elastoplasticas referidas nuevamente al esqueleto sélido A;;°, y a la fase porosa
AP,y por tiltimo, en un tensor actistico elastopldstico acoplado para el esqueleto sélido
y la fase porosa Ay, segin

u,loc __ ep,su _Au.es u,e,p u,ep,s u,ep,p u,ep,sp
Aij = Lyl nmng = Aij + Aij — Aij — Aij + Aij (515)

donde

u,e,s __ ad,e,s s
Aij = Aij = Cz'jk:lnlnk

u7e7p p—
Aij = MBl-jBkmmk

quens _ CiamnGinfpgCpati .
) B }39 (5.16)
PR.. P
ALer? — 1\@%””%
Ci'mn s B,.fP PBZ,,C B
A?j,epvsp _ M( J grgn wf + g D 21 fmn) -

La condicion de localizacién surge del andlisis de las propiedades espectrales del tensor
acustico

det (A45*) =0 (5.17)

De la comparacién entre la Ec. (5.13)) y la Ec. (5.17)) se puede concluir que las condi-
ciones de la borde hidrdulicas afectan notablemente a la condicion de localizacion mediante
las matrices de acoplamiento sélido-liquido.
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5.3 Analisis de bifurcacion en medios porosos no locales
basados en gradientes

En la seccién anterior se estudio el problema de localizacién en medios porosos locales.
Este analisis es perfectamente valido cuando la falla del material es fragil, como es el
caso de algunos suelos arenosos cementados con 6xido de hierro (también conocidos como
areniscas) o el homigén sometido a esfuerzos de traccién, donde la localizacién se generera
en una region de espesor nulo [, = 0.

Cuando el comportamiento post-pico del medio se torna dictil se evidencia una regiéon
donde se concentran los efectos plasticos que antecede al colapso del material, cuya medida
es la longitud interna de localizacién [,. Este suele ser el caso tipico de algunos metales
y de los materiales cementicios y granular sometidos a estados tensionales triaxiales con
niveles de confinamiento entre medios y elevados. El tamano de las zonas de localizacion
que se desarrollan durante el proceso de falla, de estos materiales cuasi-fragiles y ductiles
estd definido por la llamada longitud interna caracteristica I, # 0 [85, 127, 130].

A continuacién se analizan las condiciones para la apariciéon de modos de falla locali-
zadas en la forma de bifurcacion discontinua en medios porosos no locales. Es importante
recalcar que para el presente andlisis se asume estado homogéneo de tensiones y deforma-
ciones previo a proceso de localizacién. Contrariamente a lo discutido en el Capitulo [2] la
condicién de consistencia plastica, Ec. , en el caso de medios porosos no locales es
ahora una funcién del multiplicador plastico A y de sus gradientes )‘w

El operador salto aplicado al tensor tensiones en la superficie de discontinuidad debe
satisfacer la ecuacion de equilibrio

Gijj =0 (5.18)

donde el tensor de tensiones incremental esté definido por la Ec. (3.17) o Ec. (3.19)), segin
las condiciones de borde hidraulicas impuestas.

Para investigar la estabilidad de un estado en equilibrio se estudia usualmente la
pérdida de elipticidad de las ecuaciones de gobierno mediante el andlisis de propagacion
de ondas [II, 123], 12}, 68, 120]. Asi, considerando un estado homogéneo antes del inicio
del fenéomeno de localizacién se asume la siguiente perturbacién armonica con respecto
a las variables de campo incrementales (es decir, desplazamientos, contenido en masa y
multiplicador de pléstico) para un medio poroso infinito.

A partir de [120, [I] las soluciones de las variables de campo, es decir, desplazamien-
tos, contenido en masa y multiplicador de pléstico, pueden expresarse en término de las
siguientes ecuaciones de ondas planas

U (x,t) U (t) o
7(:1:, t) | = ,/\/l (t) | exp <27n . a:) (5.19)
Az, t) L (t)
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siendo 7 el contenido de masa, el vector posicién (en coordenadas Cartesianas), n la
direccién normal a la onda y ¢ la longitud de onda. Por otro lado, U, M y L son las
amplitudes de onda espacialmente homogéneas.

Reemplazando las Ecs. (5.19)) en las Ecs. (3.42), (5.18) y (3.17) (o (3.19) segin las

condiciones hidraulicas asumidas), que representan la expresién diferencial de la condi-
cion de consistencia plastica, la condicién de equilibrio, y las relaciones constitutivas
incrementales, respectivamente, se deduce que la condicion de equilibrio en la superficie
de discontinuidad se cumple si

2 2 C ymn mn > , y

para condiciones drenadas, y

2n i Ciing — Oijm"gin@f;qcqul M2 ngij?klfp
1) K h+ hntoc h+ Jnloc
M ( CijmnGmn B S? | 9" BijCrnki frn

h + Bnloc h + Bnloc

en el caso de condiciones no drenadas. Donde h™°¢ es el médulo de gradiente generalizado,

_ 2m\ 2
hnloc — li (fQ Hgl;;c) n;n; (%) (522)

Las expresiones entre corchetes de la Ec. ) v la Ec. 1)) corresponden al tensor
d,nl
acustico no local para medios porosos en condlclones drenadas y no drenadas, A;; oc y

l
AZ™M° respectivamente,
d,nloc __ 4d.e,s d,nl,s
Athntoe _ pdes _ yd. (5.23)
u,nloc __ Au,e,s u,e,p u,nl,s u,nl,p u,nl,sp

At_iznloc ij,nloc

donde las submatrices de se obtinen por simple inspeccién.

Ac,l’,”l’s o ijngmn ;q ;qkl
) h+ hnloc
A%nl’s _ Cijmngfnnf;qcqul
) h+ Bnloc
5.25
Au nlp MQ.g Bij?klfp ( )
h + hnloc
ijnl,sp - M Cijmngf?anklfp ngijcrimkl fnn
] h + hnloc h + hnloc
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De la comparacion entre el analisis de bifurcacién llevado a cabo para medios porosos
locales y no locales, se desprende que la diferencia entre ambas formulaciones radica
solamente en el médulo de gradiente generalizado h™°¢. Precisamente, el efecto de h™°
en la simulacién por elementos finitos es la regularizacién del comportamiento mecanico
en régimen post-pico.

5.4 Analisis espectral de la condicion de bifurcacion dis-
continua

Dado que el cumplimiento de la condicién de bifurcacién discontinua requiere la sin-
gularidad del tensor acustico deducido anteriormente, este analisis puede ser abordado a
partir del estudio de los autovalores y autovectores del tensor actstico. En este trabajo
se lleva a cabo el andlisis de las propiedades espectrales solamente del tensor acistico no
drenado para poroplasticidad de gradientes, en virtud de que cuando el médulo de Biot
M tiende a cero se demuestra facilmente que el tensor de A;‘j’"loc tiende a A?jnloc, asi como
también el médulo de endurecimiento critico, H, siguiendo [84] [104].

El clésico de problema de autovalores puede escribirse de la siguiente manera

(Qis = 0529) ¥ =0 (5.26)
siendo A\ y ¢y los autovalores y autovectores, respectivamente, y Qi; esta definido por

1 e 1.8 .S € € S S
Qij = 0ij — b e (Pgbras +M?Pgbyal — MPy, (braj + bas)) (5.27)

con

b; = nicijklgzz
ar, = f3;Cijum
Vi = n;Bijg" (5.28)
a = fPBun
-1
Pi= (A5 + 45)
La matriz Pjbra; puede escribirse también de la siguiente manera p;a;, donde p;, =
P5.by, por lo tanto dos filas de la matriz Pjb,a; son linealmente dependientes de la restante

siendo el rango de la matriz ();; igual a uno. Luego, AD = X2 =1,y el autovalor restante
puede ser obtenido a partir de la siguiente propiedad

Qi = AV 4 2@ £ 2O =2 4 \® (5.29)
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Y

A® =1

1
— e (Db + MCPa? — NP (bl +ba3) - (5.30)

De este analisis espectral puede observarse que existe solo una solucién no trivial de la

Ec. (5.26)), es decir A\®) = 0. De la Ec. (5.28)) y Ec. (5.30)) se obtiene la siguiente expresién

correspondiente al médulo de endurecimiento critico

H = Pgbya; +M*Pibial — MPj, (biaj + bja5)
— [5:Cmgis + M (f5Bisg" + [P Bijgi; — fPg") — ™ (5.31)

Asumiendo la isotropia del tensor constitutivo eldstico del esqueleto sélido Cfyy,, v
considerando Cjjp = ijkl + MB;; By, se obtiene la siguiente expresién para el tensor
constitutivo elastico para medios poroeldsticos continuos

Cijii = G (0051 + 6:10,1) + w60k (5.32)

donde G es el médulo de corte, v el coeficiente de Poisson y w = 2Gv/(1 — 2v) + Mb?. El
tensor actistico eldstico para poroplasticidad de gradientes A" = A“* + A" definido
en la Ec. (5.23) y su inversa P; pueden ser re-escritos segiin

ue . 1
siendo ¢ = [G + Mb? (1 — 2v)] [2G (1 — v) + Md? (1 — 21/)]71 yy=1/(1-2v)+M¥/G.
Con estas expresiones el médulo de endurecimiento dado por Ec. (5.31]) adopta la siguiente
forma

_ w?
H = 4Gon; finnegym + 1395 [_ (1-9)— W] +4Gni f3gjkm

G
20y + 20 (1 6)m (gl + Fieoly) my — 2MB (1L~ ) (755 + Fa3)
Mb 212 _
R N R R e (RRORRY| B A T

. . s s (o
Considerando luego la descomposicién de f; y g;; en sus partes volumétricas y des-
viadoras, se tiene

_ 1 B 1

i = fij = 305 F° ; 9 = 95 — 309’ (5.35)
donde 7{3 y J* son las partes desviadoras y volumétricas de [, asi como también g;; y g°
constituyen las partes desviadoras y volumétricas de g;;, respectivamente.
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Capitulo 5. Analisis de inestabilidad en la forma de bifurcacién discontinua

Con esta notacién el médulo de endurecimiento de la Ec. (5.34]) puede ser re-escrito
como

% - _% 595 — coni fingmigum + a1 f*g” + ni (a2g” [ + 02 f 35 + 35.15)
Faans (95 + P35 n5-+ a1 (P + P F) + as P = o (5.36)
siendo
Q= ¢
e ) (gl
= 1;¢+W(12(—;¢)
oy~ ME(L—0) (5.37)
2G
o
2
as = (1—¢) (2%) _%

Con el fin de obtener las soluciones analitica del problema, asumiendo que tanto f;
como g;; se encuentran en direcciones principales, por lo tanto

[ f 0o g 0 0
=10 f5 0 Cog=] 0 g o (5.38)
0 0 J; 0 0 g

donde f;, f3, f3 v 5,35, g5 se refieren a los valores principales segin f; > f5 > f3.

Por otro lado, para materiales cohesivos-friccionales como el suelo o el hormigon,
se adopta la siguiente regla de flujo con no asociatividad volumétrica, mientras que las
componentes desviadoras permanecen asociadas, es decir [’ = g7 y f* # ¢°.

Con estas suposiciones la Ec. (5.36]) se vuelve

}_Lnloc

H s 2 s | (Fa)2 s s
G- @ (fin?)” + (rfz +(f7) )n? Tou(fP9°+9"f) + k- e (5.39)
conr=oy(f*+g°)—as(ff+g") y k=—3 (ﬁs)2 + a1 f*g° + as fPgP.
Usando multiplicadores de Lagrange se pueden estudiar los extremos de H
H 2 2 2

4G
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donde X es el multiplicador de Lagrange. Se demuestra que el médulo de endurecimiento
y sus direcciones criticas son altamente dependiente de dos coeficientes, r y ¢i3, 0 c3.

ci3 = fi+(1—2aq) f5 +r : e = f5+(1—2a0) fi +7 (5.41)

Luego, el médulo de endurecimiento critico puede ser obtenido por

7 G (rs rs 2 £s £s .

TSO I:[*a_o(fl—i_f?) —tg) _7f1f3+c ,fOI‘ 01320 (542)
H=4G (1 —ap) f5+rfi+c ;for ¢13 <0
7 G (fs £s 2 £5 £s .

’I“ZO ]g_a_o(fl +f3 _’:72") __(]01.](‘3—|—C ,fOI" CBlSO (543)
H=4G(1 —ap) fi*+rfi +c ;for e3; >0

con ¢ = ay (fPg° + f°gP) + k — h°¢ /4G

De este modo, la direccién critica obtenida en este andlisis se resumen en el Cuadro
, considerando dos casos diferentes: » > 0y r < 0, siendo p = 2 ( fi— f§)

r<0 r>0

c13 >0 | c13<0 c31 <0 | 51> 0
- ni=cs/p n? =0 ni =cs1/p ni =1
f>5>f =0 nz =0 nz =0 nz =0

n3 = —cs1/p ni=1 ni = —ca/p n3=0
P> o ni+ni=cy/p |nf=n5=0|ni+ni=cy/p |[ni+ni=1
L7278 n2 = —c31/p ni=1 n3 = —ca1/p n3=0
P oo ni=cis/p ni=0 ni = cis/p ni =1
' P mdtni=—ca/p|nitni=1|ni+ni=—cu/p|nj=ni=0

Cuadro 5.1: Direcciones criticas de H

Finalmente, en el caso especial de f{ = f5 = f; = 0 el médulo de endurecimiento
critico permanece constante y es igual a:

H = 4Ge (5.44)

5.5 Analisis analitico de localizacion

En esta Seccion, se lleva a cabo el estudio de las propiedades espectrales de los tensores
acusticos de localizacion de plasticidad gradiente deducidos en la seccion anterior. Se
presentan una serie de ejemplos numéricos con el fin de analizar la condicién de localizacion
en medios porosos considerando condiciones de borde hidraulicas drenadas y no drenadas.

Se asume estado plano de deformaciones, y los modelos materiales de Cam Clay modifi-
cado para medios porosos saturados [14], asi como también la particularizacién del criterio
de Drucker-Prager parabdlico para hormigones jévenes (ver Capitulo [4)).
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Capitulo 5. Analisis de inestabilidad en la forma de bifurcacién discontinua

5.5.1 Dominio del estado tensional

En general las superficies de fluencia estan definidas por funciones cuyas variables
son los invariantes del tensor de tensiones. Por lo tanto, para poder evaluar el estado
de tensional de un punto genérico de la superficie es necesario plantear ecuaciones que
permitan relacionar las componentes del tensor de tensiones con los invariantes.

Por lo tanto, en primer lugar se asume estado de tensiones principales por razones
de simplicidad, luego, se emplean las siguientes expresiones matematicas para el primer
invariante del tensor de tensiones, 1, y para el segundo invariante del tensor desviador
de tensiones, Js, [8§]

1
siendo S;; = 0, — 6;;11/3 el tensor desviador de tensiones. Cuando se considera estado de

tensiones principales las expresiones anteriores pueden escribirse segin

[1 = 01 + 09 + 03
(5.46)

1
J2 = — [O’% + O'% +O'32) — (0'10'2 + 0903 —|—0'30'1)}

3

Ambos invariantes pueden ser conocidos a partir de un punto especifico de la superficie
de fluencia. Lamentablemente, el caso general de estado tensional tridimensional no puede
ser especificado correctamente debido a que se tienen més incégnitas que las cantidad de
ecuaciones.

Estado plano de tensiones

Al asumir estado plano de tensiones la tercera tensién principal es nula,

luego, combinando la Ec. (5.47) con las Ec. (5.45) y Ec. (5.46) restantes tensiones princi-

pales se tiene

01

3L — \/—311 4 36.J; (5.49)

6

De las Ec. (5.48)) y Ec. (5.49) puede concluirse que las soluciones reales de o1 y o3
deben satisfacer la siguiente expresién

02

—317 +36J, > 0 (5.50)

64



Teoria de poroplasticidad basada en gradientes

Esta restriccién establece limites en el espacio de tensiones principales cuando se asume
estado plano de tensiones.

Estado plano de deformaciones

En forma similar, para estado plano de deformaciones la tercera tensién principal es
una funcion de oy y o9,

o3 =v (01 + 09) (5.51)

luego, combinando la Ec. (5.51) con las Ec. (5.45) y Ec. (5.46) las restantes tensiones

principales son

[]_ 1 2 2
_ —3(1—2v)* I? 1 52
1 2(1+I/)+6(1+1/)\/ R S o
I 1
e S— V3 -2 1436 (14 v)* (5.53)

25(1+v) 6(1L+v)

Finalmente, de las Ec. (5.52)) y Ec. (5.53)) puede concluirse que las soluciones reales de
01y 09, para estado plano de deformaciones, deben satisfacer la siguiente expresion

—3(1 -2’1 +36(1+v)* ), >0 (5.54)

Dominio de un modelo material en particular

Ambos limites deducidos anteriormente, Ec. y Ec. , son genéricos y por
lo tanto validos para cualquier modelo material considerado, dentro de la hipdtesis de
tension o deformacién plana. En este sentido, el principal objetivo de esta seccién es
definir el dominio de I; para el modelo material Cam Clay modificado y Drucker-Prager
parabdlico.

Dominio del modelo Cam Clay modificado Cuando se emplea el modelo material Cam
Clay modificado el segundo invariante del tensor desviador de tensiones se obtiene de la

Ec. (4.1)), segin

Jy=M* [Qa (0 — Bp) — (0 — Bp)’] (5.55)
para cada punto sobre la superficie de fluencia.
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Capitulo 5. Analisis de inestabilidad en la forma de bifurcacién discontinua

Finalmente, remplazando la Ec. (5.55) en los dominios genéricos deducidos ante-
riormente, Ec. (5.50) y Ec. (5.54), se obtienen las siguientes ecuaciones polinémicas
cuadréticas para la tensién hidrostatica total, o = I /3,

ao® +bo+c=0 (5.56)
donde, para tensién plana,
3
= (1
¢ ( +4mﬂ>
b= Q. —26p (5:57)

¢ = QupB — (Bp)°

y, para deformacion plana,

a=—

L3 (=2 ?
4\ M(1+v)
b= Qa - 2ﬁp
¢ = Qapf — (Bp)’
Luego, a partir de la Ec. (5.56)) se pueden obtener los limites del primer invariante del

tensor de tensiones considerando la Ec. (5.57)) para estado plano de tensiones o Ec. ([5.58)
para estado plano de deformaciones.

(5.58)

Dominio del modelo Drucker-Prager parabdlico Similar a la seccién anterior, en este
apartado se analiza los limites del estado tensional del modelo de plasticidad Drucker-
Prager parabdlico. En consecuencia el segundo invariante del tensor desviador de tensiones

puede ser obtenido de la Ec. (4.12))

J» = Qo — a (o — Bp) (5.59)
para cada punto sobre la superficie de fluencia.

Luego, reemplazando la Ec. (5.59)) en las Ec. (5.50|) y Ec. (5.54)), se obtiene la siguiente

expresién polindmica cuadratica del primer invariante del tensor de tensiones

al? +bl, +¢c=0 (5.60)
siendo, para tension plana,

a=—3

b=—-12« (5.61)

c= 36 (Qa - Oéﬁp)

66



Teoria de poroplasticidad basada en gradientes

y, para deformacion plana,

a=—3(1-2v)
b=—12a (14 v)° (5.62)
¢=36(1+1)*(Qa — afip)

Finalmente, los limites del primer invariante del tensor de tensiones pueden obtenerse
a partir de la Ec. (5.60) empleando la Ec. (5.61]) en el caso de estado plano de tensiones
o la Ec. (5.62) cuando se asume estado plano de deformaciones.

5.5.2 Prediccion analitica del médulo de endurecimiento critico para
el modelo Cam Clay modificado

En esta seccién se realiza la prediccion analitica del modulo de endurecimiento critico
deducido en la Seccion teniendo en cuenta sélo el modelo de plasticidad Cam Clay
modificado, descripto en el Capitulo 4| para condiciones de borde drenadas y no drenadas.

Las propiedades materiales empleadas en los ejemplos siguientes estan resumidas en el
Cuadro 5.2 Se consideran estados tensionales en equilibrio sobre la superficie de fluencia,

ver Fig. [5.2]

La evolucion del modulo de endurecimiento para cada dngulo de bifurcacién asi como
también el valor maximo, que corresponde al médulo de endurecimiento critico, establecido
segun el analisis realizado en la Seccién se grafican en las Fig. y Fig. para
condiciones de borde hidraulicas drenadas y no drenadas, respectivamente.

5.5.3 Analisis de bifurcacién discontinua y determinacion del punto
de transicion del modelo Cam Clay

En esta seccion se presentan diversos resultados numéricos con el doble propésito de
estudiar las propiedades espectrales de los tensores actsticos de localizacion deducidos
en las secciones anteriores y determinar fehacientemente el punto de transicion entre los
modos de falla fragil y la ductil.

Por otro lado, el estudio del modulo de endurecimiento critico en el espacio de las
tensiones principales permite establecer si la condicién de bifurcacion discontinua puede
cumplirse en régimen de endurecimiento plastico.

Ademas se analiza la influencia de la presién de poro y del grado de no asociatividad
del modelo material propuesto en la condiciéon de bifurcacién discontinua, estudiando
dicha condicién en el espacio (¢/,det(A),p) y (¢/,det(A),n), respectivamente.

En primer lugar, el la Fig. se presenta el modulo de endurecimiento critico en
el espacio de las tensiones principales. Este tipo de analisis resulta de gran importancia
dado que permite establecer dominios en el espacio de tensiones donde la condicién de
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’ Parametro material Valor ‘
Pendiente de la CSL, M 0,856
Presion de preconsolidacion, pe, 100,00 Mpa
Presion de poro inicial, p 10,00 Mpa
Porosidad inicial, ¢ 0,4
Coeficiente de compresibilidad volumétrico, Ky 1000,00
Coeficiente de compresibilidad del esqueleto, K 1500,00
Coeficiente de compresibilidad del fluido, K 500,00
Coeficiente de Biot, b =1 — Ko/ K 0,33
Inversa del médulo de Biot, M1 =M1 = (b— ¢o)/Ks + ¢o/Ky | 3,56+ 107*
Médulo de Young, 20000,0 MPa
Coeficiente de Poisson, v 0,2
Médulo de endurecimiento local, H* = H 0,1 FE
Coeficiente de no asociatividad, n 0,25

Cuadro 5.2: Parametros materiales del modelo Cam Cay modificado

50

b= [-49.12: 42 %]

40 f

c = [-B0.94; 33.

a = [-h44: 21.02]
201

10}

=30 40 =50 =60 -Tih

Figura 5.2: Estados tensionales considerados sobre la superficie de fluencia Cam Clay

modificado
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Figura 5.3: Prediccion del médulo de endurecimiento critico del modelo Cam Clay para
condiciones de borde drenadas
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Figura 5.4: Predicciéon del médulo de endurecimiento critico del modelo Cam Clay para
condiciones de borde no drenadas
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bifurcaciéon discontinua se cumple no solo en régimen de ablandamiento sino también en
endurecimiento, H > (.

40 - 40 — 105 _—
20/ \ 20 \
o 0
20 Herit > 0 ] g Herit > 0
(e ]
s}
40+ b 40
-60 -60F
80+ -80
-100+ : -100
-120 : -120 .
2120 <100 -80 -60 40 20 0 20 40 G20 -l00 80 60 40 20 0 20 40
o G
a) i b) 1

Figura 5.5: Mdédulo de endurecimiento critico en el espacio de tensiones principales del
modelo material Cam Clay modificado, considerando: a) Condiciones drenadas; b) Condi-
ciones no drenadas

A continuacion se analiza la condicién de bifurcacién discontinua sobre la superfi-
cie de fluencia inicial, cuyas propiedades materiales estas resumidas en el Cuadro [5.2]
demostrando ademas las propiedades regularizantes de esta formulacion constitutiva no
local de gradientes para medios porosos. En la Fig. [5.6] se presenta el determinante del
tensor acustico en condiciones de borde drenadas, tanto para plasticidad clasica como para
plasticidad de gradientes. Puede observarse claramente como la condicién de bifurcacion
discontinua no se cumple y el problema numérico puede ser regularizado.

Del mismo modo, en la Fig. muestra la condicién de bifurcacién discontinua en
medios porosos no drenados. Aqui también puede apreciarse como esta formulacién no
local de gradientes de las variables internas consigue regularizar la solucion numérica.

Una variante en la representacion de los resultados mostrados anteriormente consiste
en graficar el determinante del tensor actustico de localizacién sobre la curva de méxima
resistencia que para el modelo material Cam Clay modificado es la Linea de Estados
Critica, lo cual permite realizar un mejor analisis del proceso de bifurcacién discontinua
y determinar el punto de transicién entre la forma de falla fragil y ductil.

Sobre la Linea de Estados Criticos tanto el gradiente de la superficie de fluencia como
el gradiente del potencial plastico son vectores verticales, por lo tanto la influencia de
la componente hidrostatica es nula. En consecuencia, la funciéon potencial plastico no
asociado tiende a la funcién de fluencia y el flujo plastico es asociado. De la misma
manera, las derivadas de la superficie de fluencia y del potencial plastico con respecto
a la presion de poro tienden a cero sobre la Linea de Estados Criticos, por lo tanto,
el indicador de bifurcacién discontinua para la condicién de borde no drenada tiende
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Figura 5.6: Condicion de localizacién del modelo material Cam Clay modificado en condi-

ciones de borde drenadas sobre la superficie de fluencia
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Figura 5.7: Condicion de localizacién del modelo material Cam Clay modificado en condi-

ciones de borde no drenadas sobre la superficie de fluencia
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a la condiciéon de borde drenada. En este sentido, resulta de interés solamente mostrar
los resultados correspondientes a una de las condiciones de borde. Asi, en la Fig.
se presenta el indicador de bifurcacién discontinua sobre la Linea de Estados Criticos
asumiendo solamente condicion de borde drenado, para plasticidad clasica y de gradiente
en medios porosos.

Para una mejor entendimiento del complejo proceso de degradaciéon la resistencia
mecanica en medios porosos resulta de interés analizar la influencia de la presion de
poro actuante en la condicién de bifurcacién discontinua. Con este fin se presentan las
Fig. y Fig. donde se muestra el determinante del tensor actstico de localizacién
en condiciones drenadas y no drenadas, respectivamente, en el espacio (o’ ,det(A),p).

Por ultimo, la influencia del grado de no asociatividad del modelo material Cam Clay
modificado en la condicién de bifurcacién discontinua se muestra en las Fig. [5.11a y Fig.
5.11b, considerando condiciones de borde drenadas y no drenadas, respectivamente.

90 T T T T T T T T T T

80

Plasticidad de gradientes
Plasticidad clasic

60

50+

301

201

0 . . | | . . . | \ .
20 10 o -10 -20 -30 -40 -50 -60 -70 -80 -90

Figura 5.8: Condicién de bifurcacién del modelo Cam Clay en condiciones drenadas sobre
la Linea de Estados Criticos

5.5.4 Analisis de bifurcacién discontinua y determinacion del punto
de transicion del criterio Parabdlico de Drucker-Prager

Similar a la Seccién [5.5.3] en este apartado se presenta el andlisis de las propiedades
espectrales del tensor acustico de localizacion particularizado para el modelo de material
parabdlico de Drucker-Prager (ver Capitulo . El principal objetivo de esta seccién es
desarrollar el estudio analitico de la condicién de bifurcacién discontinua de hormigones
jovenes con el fin de establecer el dominio critico donde el tensor acustico se singulariza,
considerando a su vez ambas condiciones de borde hidraulicas drenadas y no drenadas.
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Figura 5.9: Condicién de bifurcacién discontinua en el espacio (o/,det(A),p) del modelo

Cam Clay modificado en condiciones drenadas
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Figura 5.10: Condicién de bifurcacién discontinua en el espacio (o/,det(A),p) del modelo
Cam Clay modificado en condiciones no drenadas
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Figura 5.11: Condicién de bifurcacién discontinua en el espacio (o/,det(A),n) del modelo
Cam Clay modificado considerando condiciones: a) drenadas; b) no drenadas

También se estudia el médulo de endurecimiento critico representado en el espacio de
las tensiones principales con el fin de establecer si la condicion de bifurcacion discontinua
puede ser cumplida en régimen de endurecimiento plastico.

Ademas, se analiza la influencia de la presiéon de poro de agua y el grado de no
asociatividad del modelo material propuesto en los espacios (o’,det(A),p) y (¢/,det(A),n),
respectivamente.

En este sentido, las propiedades materiales empleadas estdan resumidas en el Cuadro
5.3l El médulo de endurecimiento critico en el espacio de las tensiones principales se
presenta en la Fig. [5.12|con el fin de determinar si la condicién de bifurcacion discontinua
se verifica no solo en régimen de ablandamiento sino también en endurecimiento.

Se puede observar a partir de la Fig. que el dominio critico donde el tensor actstico
es singular, en el espacio de las tensiones principales, es ligeramente superior cuando la
condicion de borde hidraulica es drenada, de manera similar a lo observado en la Fig. [5.5
correspondiente al modelo material Cam Clay.

A continuacion, se analiza la condicion de bifurcacién discontinua de los estados ten-
sionales sobre la superficie de fluencia inicial, teniendo en cuenta las propiedades mate-
riales presentadas en el Cuadro |5.3 con el fin de mostrar el dominio de las formas de
falla localizada y ductil, asi como también la propiedad regularizadora de la presente
formulacién no local basada en gradientes para los hormigones jovenes.

En la Fig. 5.13] se presenta el determinante del tensor acustico para condiciones de
borde drenadas, considerando tanto plasticidad clésica como plasticidad de gradientes.
Puede verse claramente que la condicién de bifurcacién discontinua no se cumple, por
lo tanto se confirma que la presente formulaciéon no local asegura la objetividad de la
solucion numérica.
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’ Parametro material Valor ‘
Resistencia a la compresion, f. 22,0 MPa
Resistencia a la traccién, f; 2.8 MPa
Presién de poro inicial, p 10,0 MPa
Porosidad inicial, ¢q 0,1
Coeficiente de compresibilidad volumétrico, Ky 1000,0
Coeficiente de compresibilidad del esqueleto, K 25000,0
Coeficiente de compresibilidad del fluido, K 100,0
Moédulo de Young, F 19300,0 MPa
Coeficiente de Poisson, v 0,2
Moédulo de endurecimiento local, H¢ = H]l;’C —0,1x E
Coeficiente de no asociatividad 7, 0,1

Cuadro 5.3: Pardametros materiales del criterio de Drucker-Prager

En forma similar, se presenta en la Fig. el indicador de bifurcacién discontinua
para medios porosos en condiciones no drenadas En este caso, no se observa que la condi-
cién de localizacién sea verificada. A diferencia del caso anterior, la condicién de frontera
sin drenaje es el responsable de la regularizacion de la solucién numérica en lugar de la
formulacién no local

Por otro lado, para una mejor comprension del complejo proceso de degradaciéon
mecanica que sufren los hormigones jovenes sujetos a diferentes estados de carga, es muy
interesante analizar la influencia de la presién del poro de agua en la condicién de bifur-
cacion discontinua. En este sentido, en la Fig. se muestran solo los valores negativos

20 20 : :
10¢ 7\ 10 7N\
o I /
bw'm_ Herit> 0 _ bm_m» Herit > 0
20t E 20t
30+ =301
40} 40+
50+ =501
%0 S0 40 30 20 10 0 10 20 %0 50 40 30 20 -0 0 10 20
o (¢}

a) 1

Figura 5.12: Médulo de endurecimiento critico en el espacio de las tensiones principales
para modelo parabdlico de Drucker-Prager, considerando condiciones: a) drenadas; b) no
drenadas

b)
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P | o °“

Figura 5.13: Condicién de localizacion del modelo parabdlico de Drucker-Prager en condi-
ciones drenadas

=

Figura 5.14: Condicién de localizacion del modelo parabédlico de Drucker-Prager en condi-
ciones drenadas
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del determinante del tensor acustico de localizacion en condiciones drenadas en el espacio
(0’,det(A),p). Se observa claramente como la presién de poro tiene una influencia relevante
en la singularidad del tensor acustico.

Asi mismo, en la Fig. [5.16] se presenta la condicion de bifurcacién discontinua en
condiciones no drenadas. En este caso, la condiciéon de localizacion no es observada en
todo el dominio, dado que el determinante del tensor acustico es siempre positivo para
cualquier valor de la presion de poro.

Finalmente, se estudia la influencia del grado de no asociatividad del modelo material
Drucker-Prager parabdlico. En este sentido, en las Fig. y Fig. |5.18| se presentan la
condicién de bifurcacién discontinua en condiciones de contorno drenadas y no drenadas,
respectivamente. De la Fig. puede observar que el criterio de plasticidad de Drucker-
Prager parabdlico es indiferente al grado de no asociatividad del potencial pléstico (ver
Ec. (4.13)) cuando se asumen condiciones de borde no drenadas.
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Figura 5.15: Condicién de bifurcacién discontinua en el espacio (o’,det(A),p) del modelo
parabdlico de Drucker-Prager en condiciones drenadas
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Figura 5.16: Condicién de bifurcacién discontinua en el espacio (o/,det(A),p) del modelo
parabdlico de Drucker-Prager en condiciones no drenadas
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det(A)

0

[

-2.5

Figura 5.17: Condicién de bifurcacién discontinua en el espacio (o’,det(A),n) del modelo

parabdlico de Drucker-Prager en condiciones drenadas

Figura 5.18: Condicién de bifurcacién discontinua en el espacio (o’,det(A),n) del modelo

parabdlico de Drucker-Prager en condiciones no drenadas
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CAPITULO 6

Formulacion de Elemento Finito para
poroplasticidad basada en gradientes

Una vez establecidos los principios basicos de esta teoria no local basada en gradientes
termodindmicamente consistente para medios porosos en el Capitulo [3] asi como también
su particularizaciéon para el modelo de plasticidad Cam Clay modificado y el Drucker-
Prager parabdlico en el Capitulo[4] en esta seccién del trabajo se presenta la formulacién
de un nuevo elemento finito cuadrildtero para plasticidad de gradientes en medios porosos.

Por lo tanto en este capitulo se presenta una nueva formulaciéon de elemento finito,
propuesto por Mroginski & Etse (2012) [75], con continuidad C de las variables internas
para plasticidad de gradientes en medios porosos con la capacidad de reproducir los modos
de falla tanto localizadas como difusas, que caracterizan los materiales cuasi-fragiles como
el hormigén y el suelo. Un aspecto importante de esta formulacién de elemento finito es
la inclusién de funciones de interpolacién de continuidad de primer orden (C}) solamente
para el campo de las variables internas mientras que los campos cineméaticas permanecen
con las funciones de interpolacion cldsicas de continuidad Cy. En forma similar a las
propuestas [121], [131], la presente formulacién de elemento finito considera modelos ma-
teriales de gradiente donde la no localidad esta restringida a las variables internas. Esto
reduce la complejidad en la implementaciéon numérica de esta formulacion. Esta tecnologia
de elemento finito es particularmente apropiada para ser utilizada con la teoria no local
gradiente termodindmicamente consistente propuesto en el Capitulo [3]

Por otra parte, luego de la presentacién de la formulaciéon de elementos finitos, se
presenta el algoritmo iterativo para resolver el incremento de las variables de campo del
problema de valores de borde.

La solucién del problema de valores de borde se debe satisfacer en forma simultéanea y
acoplada la condicion de equilibrio, el balance de masa de fluido y la condicion de fluencia,
al final de cada incremento de carga considerado.
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6.1 Formulacion incremental

Al final de la iteracién j+ 1 del paso de carga actual, el cumplimiento de las ecuaciones
generales de gobierno se realiza en forma incremental, es decir, la condicion de equilibrio,
la ecuacion de balance de masa de fluido y la condicién de fluencia seran planteadas en
forma débil, de la siguiente manera, empleando notacién tensorial en lugar de la indicial
empleada en los capitulos anteriores

/ 5€T 041 dQ — 51,1th+1 dof? =0 (6].)

Q o0N

/ 5]7 ijrl dQ — / V(Sp Wil dQ + / 5}9 Wit -1l dof2=0 (62)
Q Q o0

[0t @pQul da=o (63)
Q

A diferencia de lo que ocurre en plasticidad cldsica, en esta formulacién la Ec. (6.3))
no se cumple en un sentido estricto sino en forma distribuida y solo cuando se alcanza la
convergencia global del problema.

Considerando la descomposicion del tensor de tensiones para la iteraciéon j + 1 segin
0j+1 = 0;+ Ao y reemplazando en la Ec. (6.1)) se tiene

/ 5" Ao d= [ su't;,; dOQ — / 5e” o D (6.4)
Q o0 Q

reemplazando Ao en la ultima ecuacién por la forma linealizada en la Ec. (3.19)),

/ S’ 1 (C*: Ae — BAp — C* : g*AN\)dQ = / su’t;,,doQ — / 6e’ ;A (6.5)
Q o9 Q

Puede observarse que la Ec. (6.5) no depende explicitamente del gradiente del multi-
plicador plastico y tiene en consecuencia una forma muy similar a la ecuacion de equilibrio
incremental usada en plasticidad clasica.

Luego, considerando la descomposicién incremental del vector de infiltracion wji; =
w; + Aw y la tasa del contenido de masa de fluido i obtenido de la combinacién entre

las Ec. (2.97) y Ec. (3.18)), la Ec. (6.2]) puede ser re-escrita de la siguiente manera

/6p<%+B:Ae—(B:gs—g”)A/\) dQ =
Q M

At/ Vop - (wj+Aw) dQ— At | 0p Wi -n doQ2 (6.6)
0 B
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considerando la ley generalizada de Darcy para medios porosos [18], 67, 111].

w=—-k-Vp (6.7)

la siguiente expresién es obtenida

/6p(%+B:Ae—(B:gs—g”)A)\) dQ =
Q M

—At/V(Sp-k-ij dQ—At/V(Sp-k-VAp dQ—At/ p Wit -1 dOQ (6.8)
Q Q )
A partir de trabajos anteriores de Pamin (1994) [85], entre otros, la funcién de fluencia

puede f puede ser aproximada con suficiente exactitud por medio de una expacion de
Taylor lineal al rededor de (a'j, Djs Qaj) segun

f(a-ap) ro)|j+1 = f(a-ap7 QO&)|J + fs : AO’ +prp+f§AQa (69)

Cuando todas las variables de estado son espacialmente homogéneas puede asumirse
que la influencia del gradiente de las tensiones disipativas es despreciable, V@, = 0, ver
[134], 32], 81, 120]. Ademsds, de las descomposicién aditiva de las tensiones disipativas en

Ec. (3.20]) se tiene

Qo = Qi + Qo' = —H*gd ) + LH g V) (6.10)

reemplazando las Ec. (3.19) y Ec. (6.10) en Ec. se obtiene la forma débil de la
condicion de fluencia

/6)‘ f(o-ap7Qa)|j+1 dQ:/d)‘ f(a7p7Qa)|j dQ+/5)\ £2:C%: Ae dQ+
Q Q Q
/5)\[(f7’—fs:B)Ap—fs:Cs:gsA/\
Q

HEO (—HgQ AN + ZHM°g9VEAN) ] d2 =0 (6.11)

6.2 Discretizacion de Galerkin

En esta seccién, la formulacién original propuesta por De Borst y Miihlhaus (1992)
[22] para materiales sélidos es extendida a medios poroso. Como se observa en el sistema

de ecuaciones formado por las Ecs. (6.5)), y (6.11]) al menos aparecen derivadas de
primer orden del campo cinematico y de presiones de poro asi como también derivadas de
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segundo orden del multiplicador plastico. Por lo tanto el proceso de discretizacion requiere
de funciones de forma de continuidad C para el campo de desplazamientos y presiones
de poro, indicadas con N, y IN,,, respectivamente, y funciones de forma de continuidad
C) para la dicretizacién del multiplicador plastico, denominadas H. En definitiva, las
aproximaciones del elemento finito son

u=N, u (6.12)
p=N,p (6.13)
A=H\ (6.14)

donde @, p y X son los vectores nodales de desplazamiento, presién de poro y multi-
plicador plastico, respectivamente. Luego, considerando € = V*u = VSN, u =B uy

reemplazando en las Ecs. (6.5)), y (6.11)) se obtiene el siguiente set de ecuaciones
integrales.

{/ su/BT.C*: B dQ}Au— {/5uTBT : BN, dQ}Ap
Q Q

- { / su’B” : C*: g'H dQ}AX: / sa"NTt,,1doQ — / sa"B” : ;A0 (6.15)
Q oN Q

TR T , NN, T
/depB:BdQ Al + /5p L+ AH(VN,)T k- VN,
Q Q

dQ} Ap
+{/Q 5pN§[gP—B:gS]HdQ}AA:
- {At/Q(Sp (VN,)" - k- VN, dQ}pj — At /8Q 6pN w1 -n doQ  (6.16)
{/ﬂaAHTfs :C*: B dQ} Au + {/Q(SAHT[F’—P : B]N,, dQ}Ap
+ {— /Q SAH" [f*: C*: g* + H| H+ ZH HP dQ} AN =
- /Q SAH” [ (07,9, Q) A0 (6.17)

donde

V2 (AN) = V2 (H) AN = PAX (6.18)
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He* =1 H 8 (6.19)
H}' = {JH} g (6.20)

~ Las Ecs. (6.15)-(6.17)) deben cumplirse para cualquier variacién admisible de du, 0p y
0A. Por lo tanto, el sistema de ecuaciones algebraicas, en forma matricial, del elemento
finito propuesto esta definido por

_Kss Qsp Qs)\ Au Fisnt - F:Xt
Qps  Kpp + AtH,,  Qpa Ap | = -F, (6.21)
QAS Q,\p —K)\)\ AN —F)\

Las submatrices de Ec. (6.21) se presentan en el Apéndice . Estas submatrices se
obtienen por simple inspeccién de las Ecs. (6.15)-(6.17).

En la tabla se muestra el algoritmo de solucion del problema de valores de borde.

1) Computar las matrices de Ec. (6.21)) segin el
Apéndice
2) Resolver el sistema de ecuaciones algebraicas de
Ec. (6.21)) para obtener los incrementos Au, Ap y
AN
3) Actualizar las variables primarias Auj;; =
Auj+Au, Ap; = Apj+Apy AXji1 = AN+AN
4) En cada punto de integracién computar:

Agj1 =B Au;,

A)\j+1 = H A)‘j—H 3

V2 (AN11) =P AN

Jaji1 = Gao T gIAN 11

vzq%‘ﬂ = vzqao + ggVQ (AAjt1)

o' =00+ C°: Aejy — BN,Apj 4y

IF f (UtaQaaVQQa)|j+1 >0

Oj+1 = G't — A)\j+1CS g

S

ELSE
Oj1=0"
END
5) Verificar la convergencia global. Si no se cumple
volver a 1

Cuadro 6.1: Algoritmo de poroplasticidad de gradientes para el elemento finito de con-
tinuidad Cy

La diferencia principal y mas importante entre esta formulacién de elemento finito con
continuidad C'; de las variables internas y las formulaciones de elementos finitos para plas-
ticidad de gradientes en solidos basadas en funciones clasicas de continuidad Cy propuestos
en [121, 131] radica en el procedimiento de solucién. Mientras que la presente formulacién
requiere solamente la solucién del sistema en Ec. , los modelos de elemento finito
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mencionados requieren de la solucion de un sistema iterativo global adicional para obtener
el multiplicador plastico.

Otra caracteristica significativa de la presente formulacién de elemento finito para
poroplasticidad de gradiente, en comparacion con las formulaciones tradicionales rela-
cionadas con la plasticidad clasicas o local, es que no se requiere de un algoritmo de
retorno para el multiplicador de plastico, ya que el mismo se obtiene directamente de la

solucién de Ec. (6.21])).

6.3 Estabilidad y condiciones de borde adicionales del
elemento finito

En esta seccién se analizan los requerimientos para la estabilidad del elemento finito
propuesto.

Segun lo discutido previamente, la teoria no local basada en gradientes para medios
porosos propuesta en el Capitulo|3|y particularizada en el Capitulo 4| para suelos saturados,
incluye en su formulacion variacional el Laplaciano del multiplicador plastico. Por lo tanto,
se necesitan funciones de forma de continuidad C para describir adecuadamente el campo
del multiplicador plastico en el dominio elemento y en su contorno.

Por otro lado, al tratarse de un problema bifdsico, sélido-liquido acoplado, se requiere
del cumplimiento de la condicion de Babuska-Brezzi especialmente cuando puedan pre-
sentarse problemas no drenados o de permeabilidad muy baja [109, [74]. En estos casos
pueden encontrarse valores nulos en la diagonal principal de la matriz de rigidez lo cual
evidentemente puede ocasionar problemas de mal condicionamiento del sistema, en cuyo
caso no habra soluciones reales del sistema Ec. . La condicién de Babuska-Brezzi
se cumple aumentando el orden de la funcién de interpolacién del campo cinematico N,
respecto del orden de la funcién de interpolaciéon del campo de presiones, N,,.

Uno de los tantos elementos finitos que cumple con estas caracteristicas, y que ha sido
suficientemente probado en problemas de flujo acoplado en medios porosos [43], 67, 60,
109} 941, 25], [74] es el cuadrildtero serendipito de 8 nodos. Mientras que para el modelado
mecanico de solidos homogéneos el elemento cuadrilatero de 4 nodos con continuidad C; ha
dado muy buenos resultados [85] 28]. Por este motivo, se adopta en el presente trabajo un
elemento que combina las ambas propiedades, es decir, se trata de un elemento cuadrilatero
de 8 nodos para las variables que requieren solo continuidad Cy, u y p, superpuesto con
el elemento cuadrilatero de 4 nodos y continuidad C para el multiplicador plastico (y sus
derivadas primeras y cruzada).

En la Fig. se presenta un esquema del elemento finito propuesto con los corre-
spondientes grados de libertad por nodo. Por su parte, en la Fig. se representan las
funciones de interpolacion Hermiticas del multiplicador plastico correspondientes al nodo
1. En el Apéndice [F] se describen matematicamente estas funciones de forma.

Los grados de libertad adicionales que se introducen en esta formulacion de elemento
finito para medios porosos requieren que sus correspondientes condiciones de contorno.
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Figura 6.1: Elemento finito cuadrilatero de 8 nodos para poroplasticidad de gradientes
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Figura 6.2: Funciones de forma Hermiticas del nodo 1 correspondientes al: a) multiplicador
plastico A\: b) O\/Oxy; ¢) ON/Ox; d) ON/Dy

Para este fin, las condiciones de contorno propuestas en [85] 28] para evitar la singularidad
de la matriz de rigidez son

O\ =0 (6.22)
B A = 0 (6.23)

donde n y m son las direcciones normales y tangenciales al contorno del cuerpo, respec-
tivamente.
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CAPITULO 7

Problemas de valores de borde

En este capitulo se presentan una serie de ejemplos numéricos empleando el la formu-
lacién de elemento finito propuesta en el Capitulo [6] con el fin de realizar una evaluacién
del algoritmo de solucién empleado y la capacidad de predecir las formas de falla locali-
zada y ductil. Por otro lado, se evalia la influencia de la longitud interna de gradiente en
régimen post pico.

7.1 Andlisis de localizacién en estado plano. Objetividad
del mallado.

Sea un espécimen de suelo sometido a un estado biaxial de tensiones con el fin de
evaluar y predecir formas de falla localizada en medios porosos. En la Fig. se muesta la
geomtria y las condiciones de borde del espécimen mientras que los parametros materiales
estan resumidos en el Cuadro [7.1} Las dimensiones adoptadas son B = 60mm y H =
120mm. Por otro lado, las condiciones de borde hidraulicas consideradas son drenadas.

|

’ Parametros materiales \ Valor
Pendiente de la CSL, M 1,00
Presion de preconsolidacién, pe, 100,00 MPa
Porosidad inicial, ¢q 0,4
Coeficiente de compresibilidad volumétrico, Ky 1000,00
Coeficiente de compresibilidad del esqueleto, K 1500,00
Coeficiente de compresibilidad del fluido, K 500,00
Coeficiente de Biot, b =1 — Ky/ K, 0,33
Médulo de Young, 20000,0 MPa
Coeficiente de Poisson, v 0,2
Moédulo de endurecimiento local, H* = HI* —0,1%xE

Cuadro 7.1: Parametros materiales del espécimen de suelo

Para crear un estado de carga inhomogéneo e inducir el modo de falla localizada, se
debilita una zona de d = 10mm en la esquina inferior izquierda de la muestra mediante
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LB

Figura 7.1: Geometria y condiciones de borde

la asignacion de un limite de elasticidad (presién de preconsolidacién) un 10 % inferior en
comparacién con el resto del material (ver Fig. [7.1]).

Las condiciones de borde adicionales consideradas en este analisis son: 9,A = 0 en los
contornos derecho e izquierdo, 9,A = 0 en la parte superior e inferior de la muestra, y
OzyA = 0 en todo el perimetro del cuerpo.

Para este andlisis se consideraron cuatro mallados de elementos finitos diferentes (tres
estructurados, Fig. [7.2h, y [7.2ld, y una aleatoria, Fig. [7.2b) con el fin de evaluar
la sensibilidad de la formulaciéon de elemento finito y del modelo constitutivo no local
basado en gradientes a cambios de forma y tamano del mallado. Por lo tanto, se adopto
una longitud interna caracteristica del esqueleto sélido constante Iy = 3,5mm. Como
se observa en la Fig. el ancho de banda de localizacion permanece practicamente
constante en todas las mallas w = 27l = 20mm, al asumir constante la longitud interna
caracteristica. Este resultado demuestra la capacidad de la formulacién de elemento finito
propuesta para captar los efectos no locales a través de los grados de libertad adicionales.

Tanto la objetividad de la malla como la capacidad de regularizacién en régimen
de ablandamiento de las predicciones numéricas se demuestran observando la similitud
entre las curvas de carga-desplazamiento de las cuatro diferentes mallas en la Fig. [7.3]

La trayectoria tensional del punto material donde se inicia el proceso de plastificacién se
ilustra en la Fig. [7.4]

7.2 Influencia de la longitud interna caracteristica con los
modos de falla

Un segundo set de andlisis numérico de este ensayo se realizé con tres longitudes inter-
nas caracteristicas de gradientes diferentes y condiciones de borde hidraulicas totalmente
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Figura 7.2: Independencia de la malla de elementos finitos
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Figura 7.3: Curvas normalizadas carga vs. desplazamiento para diferentes mallados
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Figura 7.4: Trayectoria de tensiones y evolucion de la superficie de fluencia

drenadas. En este caso olo se empleo la malla regular de 12x24 elementos segun la Fig.
[7.2] En la se muestran las predicciones de elemento finito considerando Iy, = 3,0mm,
ls = 3,5mm y Il = 4mm, siendo cada ancho de banda correspondiente w = 15mm,
w = 20mm y w = 25bmm, respectivamente. Puede observarse claramente en los resulta-
dos que la formulacién de elemento finito propuesta es capaz de reproducir la sensibilidad
del modelo a la longitud interna caracteristica. Asi mismo, una mejora significativa de la
ductilidad tiene lugar con el aumento de .
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Deformacion axial media

Figura 7.5: Curvas normalizadas carga vs. desplazamiento para valores variables de [

En la Fig. se presenta la distribucién de la deformacion pléstica equivalente en
régimen de resistencia residual del andlisis numérico. Se puede observar claramente el
incremento de la zona de disipacion plastica al aumentar la longitud interna caracteristica.
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Equivalent
plastic strain
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Figura 7.6: Deformacién plastica equivalente para valores constantes de: a) Iy = 3,0mm,
b) Iy =3,5mm y c) ly = 4mm

7.3 Influencia de la presion de confinamiento

El tercer conjunto de andlisis se llevo a cabo variando la presién de confinamiento en
la muestra de suelo. Como se explicé en el Capitulo [4] la longitud interna caracteristica
del esqueleto sélido [ es una funcién de la presién de confinamiento actuante (ver Fig.

15).

En esta tercera serie de andlisis se consideran tres presiones de confinamiento dife-
rentes, 0’ = 5, 0/ = 13 y ¢/ = 21MPa, siendo ademas el valor extremo de la longitud
interna caracteristica de la fase sélida [, = 7Tmm. La muestra una transicién entre el
comportamiento cuasi-fragil y el ductil de la muestra de suelo considerado a medida que
aumenta la presion de confinamiento.

7.4 Influencia de la presion de poro

Por tltimo, se realizé6 un ensayo numérico de la muestra de suelo anterior teniendo
en cuenta tres niveles diferentes de presion de poro inicial: p = 20, p = 40 y p = 60.
Considerando ademas los siguientes coeficientes de la Ec. a =10 0=0,02yel
valor extremo de la longitud interna caracteristica de la fase porosa [,,, = 7mm. En la
Fig. se muestra la deformacién plastica equivalente de la muestra de suelo considerada.
Similar al ejemplo anterior, se puede reconocer facilmente en este caso la transiciéon entre
las formas de falla dictil a fragil como consecuencia de la reduccion en el nivel de presion
de poros.
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PLAS-STRAIN
0.0531
I 0.0472
0.0413
0.0354
0.0295

+0.0236
0.0177

0.0118
0.0059
0.0000

i |

a) b) c)

Figura 7.7: Deformacién plastica equivalente considerando [ en funciéon de la presién de
confinamiento para: a) o’ =5, b) ¢’ =13y ¢) ¢’ =21

PLAS-STRAIN

0.0551
I 0.0490
0.0429

0.0367
0.0306
* 0.0245

0.0184
0.0122
0.0061

0.0000

b) c)

Figura 7.8: Deformacion pléstica equivalente considerando [, en funcién de la presién de
confinamiento para: a) p =20, b) p=40y ¢) p = 60
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CAPITULO 8

Conclusiones

En este trabajo se propone una teoria constitutiva genérica termodinamicamente con-
sistente basada en gradientes de las variables internas para describir el comportamiento
no-local de medios porosos. La propuesta es una extension de las teorias de gradientes
termodindmicamente consistentes propuestas por Svedberg (1999) en [119] para continuos
no porosos y Vrech (2007) en [132] para sélidos continuos cuasi-fragiles basado en energia
de fractura y gradientes. En la presente teoria se asume que las variables internas son las
unicas de caracter no local, mientras que en el marco clasico de la plasticidad de gradientes
los términos no locales de gradientes implican al campo cinematico en su conjunto.

En este trabajo la cinematica del medio poroso es modelada a partir de la Teoria
Generalizada de Medios Porosos [18], donde se asume que los medios porosos son sistemas
termodindamicos abiertos caracterizados por la presencia de sub-regiones ocluidas.

La teoria de bifurcacién discontinua se extiende en forma consistente a medios porosos
con el fin de predecir modos localizados de falla. En consecuencia, se dedujo la expresion
tensorial del indicador de localizacion para plasticidad regularizada por gradientes en
medios porosos, asi como también, la expresion analitica del médulo de endurecimien-
to critico. Estos indicadores de falla se particularizan para ambas condiciones de borde
hidraulicas, drenadas y no drenadas.

Tanto esta teoria termodinamicamente consistente como los indicadores de localizacién
deducidos en este trabajo se pueden aplicar al anélisis del comportamiento de falla de
diferentes tipos de materiales porosos, como el suelo, los huesos y el hormigdn.

Los modelos de material particularizado para la teoria general propuesta en este traba-
jo son dos modelos ampliamente conocidos en la mecénica de medios porosos, el modelo
de plasticidad Cam Clay modificado empleado en la prediccién mecanica de suelos ar-
cillosos saturados y parcialmente saturados, y el criterio de Drucker-Prager parabdlico
comunmente utilizado en formulaciones constitutiva de materiales cuasi-fragiles como el
hormigén. Ademsds, se presenta la definicién matematica de ambas longitudes internas
caracteristicas correspondientes al esqueleto sélido y a la fase porosa, asi como también
la funcién potencial plastica termodindmicamente consistente.

Con el fin de resolver el problema de valores de borde se propone una nueva for-
mulacién de elemento finito para medios porosos basados en la teoria de la plasticidad
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de gradientes termodinamicamente consistente. La formulacién del elemento incluye fun-
ciones de interpolacién de clase Cy tanto para la presion de poro como para los campos
de desplazamientos, mientras que para la aproximacion de las variables internas se em-
plean funciones de forma de continuidad C;. Por lo tanto, se deben considerar funciones
hermiticas para aproximar los campos no locales incluidos en el problema variacional,
debido a la formulacion no local basada en gradientes asumida nivel constitutivo. La in-
clusién de variables de campo adicionales, es decir, los gradientes del multiplicador de
plastico, requiere en consecuencia condiciones de contorno suplementarias en la formu-
lacién de elementos finitos.

Una caracteristica distinguida y novedosa del elemento finito propuesto radica en la
solucion del multiplicador plastico y el laplaciano, los cuales se obtienen en forma directa
sin recurrir a un algoritmo iterativo como en otras formulaciones de elementos finitos para
plasticidad de gradientes. Esto conduce a soluciones numéricas estables y robustas aun
durante régimen de ablandamiento.

Los anélisis numéricos presentados en este trabajo permiten demostrar las capacidades
predictivas de la teoria constitutiva basada en gradiente propuesta, asi como también las
cualidades de la formulaciéon de elemento finito para reproducir los comportamientos de
falla ductil y localizada de los medios porosos. En particular, se muestra como el elemento
finito propuesto es capaz de reproducir la sensibilidad del modelo con respecto a la longitud
interna caracteristica de gradientes, asegurando al mismo tiempo la objetividad de la
malla.
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APENDICE A

Plasticidad de gradientes para deformacion
finita

La presente teoria fue desarrollada bajo la hipdtesis de pequenas deformaciones sin
embargo puede ser adaptada facilmente a problemas de deformaciones finitas empleando
el concepto de magnitudes corrotadas [11, 99]. El tratamiento de plasticidad de gradientes
en termino de tensiones corrotadas no presenta grandes dificultades en virtud de que todas
las magnitudes son tomadas en la configuracién corrotada (actualizada). Por otro lado, es
sabido que dichos modelos conducen a tensores constitutivos no simétricos [I1], 113], sin
embargo esta parte no simétrica depende en gran medida de tensiones tangenciales y es
posible, en determinados casos, despreciarlas [26].

Como es sabido, el tratamiento de problemas con deformaciones finitas requiere de la
objetividad de las variables de estado. Es decir, una medida de deformacién adecuada para
el tratamiento de estos problemas debe anularse ante moviemientos de cuerpo rigido, para
evitar la aparicion de tensiones inexistentes. El tensor de deformaciones infinitesimales
no cumple con este postulado y debe ser reemplazado por otra medida de deformacion
como ser el tensor velocidad de deformacion D que surge de la descomposicion aditiva del
tensor gradiente espacial de velocidad en su parte simétrica D, y antisimétrica W,

L=D+W=F.-F!=L4+F.L".F° (A.1)

1

with L¢ = F¢. F¢ ' and L? = F? - P~
La hipotesis basica en el analisis de problemas con no linealidad fisica y geométrica

se centra en la descomposicién multiplicativa del tensor gradiente de deformacion en su
porciones elastica y plastica, F¢ y F?, respectivamente.

F =F°. F? (A.2)

Por otro lado, el tensor velocidad de deformacién puede ser expresado de una manera
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Capitulo A. Plasticidad de gradientes para deformacién finita

conveniente a partir del tensor gradiente de deformacién y de la tasa del tensor de Green-
Lagrange, E, de la siguiente manera

D=FT.E.F! (A.3)

con
: o 1
E=F" [E +5 (L’””T .Co 4Ot L’”")} F7 (A.4)

siendo B¢ — B¢ — wE* + Ew, I = 1P — w, C° = F<" . F* — [ + 2E° y w — RR”

Asi mismo, considerando la relacion entre el segundo tensor de tensiones de Piola-
Kirchhoff S y el tensor de tensiones de Cauchy o,

S=pF " .o -F (A.5)

es posible re-escribir el Segundo Principio de la Termodinamica, Ec. (2.55)), para procesos
isotérmicos de la siguiente manera

1 : .
/[—FG-S-FQT:F—T-E-F—1+pm—qf}d§zzo (A.6)
QLP

En este marco conceptual de plasticidad de gradientes, teniendo en cuenta magnitudes
corrotadas, la energia libre de Helmholtz se puede descomponer de la siguiente manera

U= v (E me> 4 P (g,) + Pplee (ﬁqa) (A7)

donde el operador « = R’ - ¢ - R implica un cambio de la configuracién de la magnitud
e pasando de la configuracién de referencia, C , a la configuraciéon corrotada C. Cabe
aclarar que por tratarse de magnitudes escalares las variables m® y ¢, son insensibles a
movimientos de cuerpo rigido.

Reemplazando la tasa de la energia libre en Ec. (A.6) y considerando Ec. (A.4) es
posible proceder en forma similar a lo realizado en la Ec. (3.2)), luego

ov o ov T
S—-R'—R Ee+( > +—s L . Co+
/QKP OE¢ ) P o )T 55 (

e s a\Ij
C L”)+a—mp+ZQaqa d9+/ ZQ o dOL>0 (A.8)

con
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oV ow
w=——-V-|[RT= ) in Q A9
Q- ( o (A.9)
QY = —n ov in 00 (A.10)
Vo

Dado que la desigualdad Ec. (A.8) es valida para cualquier mecanismo de deformacién
elastoplastico, aiun cuando sea puramente elastico, todas las variables de deformacion
plasticas desaparecen [99], y la desigualdad Ec. (A.8)) implica

S=RT—R =7 A1l
PRI-=R = pam (A-11)
ov

— A.12

P=g5 (A.12)

Las cuales son las leyes elasticas correspondientes y la expresion de la disipacion en el
dominio §2 y sobre el contorno 0f2 son

1 . .
— _ 9. pre e e.1prr p > ] .
D=8 (L Ce+Ce-L >—i—pm +§a Q> 0 nQ  (A.13)

20 =%"Q4. >0 on 0 (A.14)
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APENDICE B

Matrices de las Ecs. (3.45) y (3.46)

Las expresiones matriciales de la relacion constitutiva para plasticidad de gradientes
de la Ec. (3.45) en condiciones drenadas son

dg  Of s
Ccso 2l C

ep,sd s LJMN 9oy Oopg ~ PAKL
B = Coim — n (B.1)

s Og (of _ _Of
Cijkl 0oy ( Op O mn an>

ep,pd
EPP = —Bj; — ; (B.2)
Cs., 09
spd ikl oo
By = S (B.3)
f _ l2 af ag H’nlOC)\ (B4)

“0Qa 0Qa "V

Del mismo modo, las expresiones matriciales de la relacién constitutiva para plastici-
dad de gradientes de la Ec. (3.46|) en condiciones no drenadas son

of
ep,su Cz]mn Bafm 80’qu qkl 9 g_lg)BZJBklg_;;
Ez’jkl = Cijul — h - N
C.. 9g Bklaf 3 B C =2l
M( S Gz (B.5)
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o of of
% By (MY — ;2L-B,,)

OO mn

BT = M By - 7

Cimp

Jkl e

9 _ \MB..%

o _ Cikaoy
()

i]a_p

_ g2 of dg
I =lk30. 20,
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APENDICE C

Reglas de flujo

En este Apéndice, los gradientes de los modelos de material presentados en el Capitulo
asi como también el gradiente del los potenciales plasticos propuestos en cada modelo

de material son presentados.

C.1 Cam Clay maoadificado

Cuando plasticidad asociada es asumida, f = g, los gradientes de la funcién de fluencia

son:

Of (0,7,p,Qa) Of 0o Of Ot

of

&IU

aO'Z'j N %8025 E&JU

of

— =92 — _

5 = 2(0 = 8p) = Qa

do by

8017 N 3

or _ 2

or M2

or Sy

8015 N 2T

0y Sis
=% (20 - p) — Qu) + 15

siendo S;; = 0;; — 0d;; el tensor de tensiones desviador.

of _

5, = 28(7 = 5p) = 6Qu
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Capitulo C. Reglas de flujo

Ji
o0 =~ (7= ) (c3)

Por otro lado, cuando la plasticidad es no asociada, f # g, los gradiente de la funcion
potencial de plastica son:

99 (0,7,p,Qn) 0g do  0g O

ao‘i]’ N % 80’2']‘ an‘ij (CG)
B =
a(; (C.7)
7 1
0J
dg o 5ij
siendo S;; = 0;; — 0d;; el tensor de tensiones desviador.
dg
op naf (C.9)
dg
p— —1 -1
90, (C.10)

C.2 Drucker-Prager parabdlico

Si se asume regla de flujo asociado, f = g, los gradientes de la funcién de fluencia son:

af (Ua JQ;pa Qa) o 8f 60' 8f aJ?

~ 90 A1
aaij do 80'2] 8J2 80’1] (C )
o o
do
do 5ﬂ
80ij N 3
C.12
o ©12
0Js
0Js
Doy
of &y
8Uij @ 3 +SU (C 3)
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siendo S;; = 0;; — 00;; el tensor de tensiones desviador.

of
of
50~ ! (C.15)

Finalmente, cuando se adopta regla de flujo no asociado, f # g, los gradientes de la
funcion potencial de plastico son:

ag (07 J27p7 Qa) o ag aO’ 4 ag (9]2

E—— 1
Oaij Jdo 8aij 8J2 8017- (C 6)
5 =
a_i] B (C.17)
0Jy
dg o 5z'j
oy no— + .5 (C.18)
siendo S;; = 0;; — 0d;; el tensor de tensiones desviador.
dg
29 C.19
9 naf (C.19)
dg
p— —1 -2
90, (C.20)
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APENDICE D

Relacion de compatibilidad de Hadamard

Las condiciones de bifurcacion discontinua deducidas en el Capitulo [5] fueron basadas
en el siguiente teorema fundamental de [48].

Dada la funcién continua y diferenciable ¢ (x,t) en todo el dominio de la superficie
de discontinuidad S (t) (ver Fig. que presenta alguna de sus derivadas discontinuas.
Puede probarse que esta discontinuidad (o salto) no es arbitraria y que existe una funcién
g (x,t) tal que

a) [[o.4]] = g
b) ¢ (x.t) = —1/c[[g]]

Figura D.1: Superficie de discontinuidad S

Primeramente, con el fin de probar la hipdtesis a) el operador salto se define de la
siguiente manera

[6:]] = ¢ — ¢ (D.1)
Luego, asumiendo la continuidad de la primer derivada de ¢ (x,t) en la direccién

tangencial a ambos lados de la superficie S (t), se obtiene la siguiente expresién

dot
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dp=
U =0t (D.3)

,2

siendo ¢; un vector unitario que se encuentra en el plano tangente a la superficie S ().

-t 3] -

Sin embargo, si se impone la continuidad de

H%H —0= (ol t:=0 (D.5)

De esta manera se verifica la condicién a) dado que

0] = g ni (D.6)

Por otro lado, con el fin de probar la hipdtesis b), para el instante de tiempo ¢ se
asume:

¢ =¢(xt) (D.7)

luego, para el instante de tiempot + dt el vector posicion sufre la siguiente transformacion

¥ =zxz+de=x+cndt (D.8)

donde ¢ es la velocidad de propagacion de la discontinuidad,

¢ =¢(x,t+dt) (D.9)

¢ = ¢ (x,t) + ¢idw; + ¢dt (D.10)

La continuidad de ¢ requiere que simultdneamente se verifique [[¢']] = 0 y [[¢]] = 0,
por lo tanto

[l (2, D)) + [[¢4]] s + ([¢l]dt =0 (D.11)

[[¢.1]] ¢ nidt = —[[¢]]dt (D.12)

6.1 = — (9l (D.13)

Dado que [[¢,]] = g n; de la Ec. (D.6),

g (,t) = —~ (4] (D.14)

C
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Del mismo modo es posible hacer la demostracion para funciones de orden superior:

[[$:5]] = gin; (D.15)
g = —=[[&i]]n; (D.16)
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APENDICE E

Matrices de rigidez del elemento finito

Las submatrices que forman la matriz d rigidez del elemento finito en la Ec. (6.21])
para poroplasticidad basada en gradientes son las siguientes

Ky = / B’ :C*:BdQ (E.1)

Q
NN,

Ky = / H" [f*:C*: g* + H| H+ ZH HP dQ (E.3)
Q

H,, = / (VN,)" -k - VN,dQ (E.4)
Q

Qs = / B” : BN, dQ (E.5)
Q

Qs = /Q N'B:B dQ (E.6)

Q= / B”:C*:g'H dQ (E.7)
Q

Qs = / H'f*: C*: B dQ (E.8)
Q

Qo = /Q NI — B : g’ H d0 (E9)

Qyp = / H” [f" — f*: B|N, dQ (E.10)
Q

Fir = / B’ : 0;d0 (E.11)
Q

Fo<t = / N/ t;,1d0Q (E.12)
oN

Fp = Athppj + At/ NngJrl -n dof) (El?))

oQ
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P, = /Q H f(0).p;, Q) d (E.14)
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APENDICE F

Funciones de forma hermiticas en dos
dimensiones

Con el fin de derivar las funciones de forma hermiticas, H, de la Ec. (6.14) se emplea
un sistema de coordenadas naturales (ver Fig. [6.1)).

En esta seccion se presentan las funciones de forma hermiticas del elemento finito
cuadrilatero discutido en el Capitulo [6l Como fue indicado en la Seccién [6.2] el multipli-
cador plastico requiere de funciones de interpolacion, H, de continuidad C, luego

H = HK (F.1)

donde H y H son las funciones de forma Hermiticas en los sistemas de coordenadas
globales y locales, respectivamente, mientras que K es la matriz de transformacion de

coordenadas.
1 0 0 0
0 % %
K= 0% %0 (F.2)
on On
0 0 0 1

Puede observarse que la matriz de transformacion de coordenadas K esta formado por
elementos de la matriz Jacobiana, J. Asi, la matriz H correspondiente al nodo j es

hj
H-= %5] para el nodo j =1,2,3,4 (F.3)
e
hnfj
con
- 1
hi (&) = 75 B6€ = &€ + 2] [Bnm —nyn® + 2] (F.4)
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hei (€,m) = 1—16 (€% + &8 — €= &) [Bom —nm® + 2] (F.5)
hyj (§.m) = % [3¢;€ — &€ + 2] [n* + mm® — n — ] (F.6)
e (§.m) = 1—16 (& + &8 — €= &) [0* +mm* —n — nj] (F.7)

Para una mejor comprension de las expresiones (F.4)) - (F.6) se muestra en la Fig. |[F.1
las funciones de forma hermiticas correspondientes al nodo 1.

1 0 06 04 D2 o 02 04 06 08 =

-08 06 04 02 1} 02 04 0B 08 1

e)

Figura F.1: Funciones de forma de continuidad C; para: a) y b) multiplicador pléstico A;
c) y d) para OA/Ox ; e) y f) para OA\/0y
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