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RESUMEN 
 

 

 

 

 En esta Tesis se desarrolla un modelo matemático, y el correspondiente programa com-

putacional de elementos finitos, para la descripción del comportamiento no lineal, tanto físico 

como geométrico, de las arcillas blandas compresibles de la región Nordeste Argentino. Ini-

cialmente se formula un modelo no lineal genérico, para cualquier sólido continuo elastoplás-

tico, con una descripción del material basada en magnitudes corrotadas. Posteriormente, para 

poder representar el comportamiento de las arcillas saturadas, se extiende el modelo a mate-

riales porosos saturados. 

 Los suelos saturados compresibles abundan en muchos lugares del mundo, siendo esta 

zona del país uno de esos. En estas regiones se producen pérdidas económicas importantes, 

tanto por fallas estructurales como por problemas operacionales en las edificaciones, cuando 

las fundaciones son mal diseñadas por no conocerse con suficiente precisión el comporta-

miento bajo cargas de la masa de suelo que forma la cimentación. Por lo tanto, la elección del 

tema de esta Tesis responde a la necesidad de contar con una herramienta computacional que, 

a la hora de realizar el diseño y proyecto de pesadas estructuras sobre dichos suelos saturados 

compresibles, pueda tener una certera estimación de los asentamientos que se experimentarán, 

evitándose así los serios daños que generan en las construcciones los excesivos o irregulares 

asentamientos no previstos. 
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Miguel Awruch, para alcanzar el grado de Magíster de la carrera de Maestría en Ciencias de 
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deste, Argentina. El tesista y el director son profesores del Departamento de Mecánica Apli-

cada de las mencionadas Facultad y Universidad, en tanto que el co-director es profesor del 

Departamento de Mecánica Aplicada de la Escola de Engenharia de la Universidade Federal 

do Rio Grande do Sul, Brasil. 

 El objetivo de esta Tesis es desarrollar un modelo matemático, basado en magnitudes 

corrotadas, y el programa computacional de elementos finitos para la simulación numérica del 

comportamiento no lineal físico y geométrico de materiales elastoplásticos genéricos, con 

adicional aplicación específica a suelos saturados compresibles. 

 La formulación a ser presentada está basada en el Análisis No Lineal de Elementos Fi-

nitos aplicado a la Mecánica de los Suelos. Si bien, a lo largo de este trabajo se irán introdu-

ciendo y definiendo los conceptos utilizados, es necesario contar con una base teórica de los 

temas mencionados para la completa comprensión de lo realizado. En la sección Referencias 

se encuentra la bibliografía que puede ser consultada. 

 En el Capítulo 1 se presentan los conceptos utilizados de la Mecánica No Lineal de los 

Medios Continuos. Inicialmente se hace una introducción al análisis no lineal, para luego ex-

poner la manera en que se describen las deformaciones y se calculan las tensiones en este tipo 

de análisis. Se introduce también el principio de objetividad que deben cumplir las magnitu-

des y relaciones constitutivas cuando existen grandes deformaciones. En secciones siguientes 

se desarrolla la ecuación de equilibrio del medio continuo que posteriormente es discretizada 
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aplicando el Método de los Elementos Finitos. Finalmente se presenta un modelo hipoelasto-

plástico y otro hiperelastoplástico, expresados ambos en términos de magnitudes corrotadas. 

 En el Capítulo 2 se lleva a cabo la aplicación específica al material suelo saturado com-

presible de los modelos no lineales. En las primeras secciones se definen brevemente los con-

ceptos utilizados de la Mecánica No Lineal de los Medios Porosos Saturados. Se trabaja pri-

mero con la ecuación de equilibrio de la fase sólida y luego con la ecuación de continuidad 

del fluido para llegar a un sistema acoplado sólido – agua que posteriormente es discretizado 

por el Método de los Elementos Finitos. Por último se desarrolla el criterio de plastificación 

de Estados Críticos Modificado para arcillas compresibles de esta región, Nordeste Argentino, 

en términos de tensiones corrotadas, de acuerdo a lo realizado al final del Capítulo 1. 

 El Capítulo 3 se encarga de la aplicación al cálculo computacional de los modelos no 

lineales desarrollados en los capítulos anteriores. En principio se detallan los procedimientos 

de cálculo, tanto para sólidos continuos como para suelos saturados compresibles, que son 

realizados por el computador. Posteriormente se muestran los resultados numéricos de los 

modelos desarrollados en este trabajo para distintos ejemplos tomados de reconocidas publi-

caciones, sirviendo la comparación de estos resultados como validación de los modelos ma-

temáticos de esta Tesis. También se incluye un ejemplo resuelto con datos típicos de suelos 

saturados blandos de la región Nordeste Argentino. 

 En la parte final se presenta el Capítulo 4 con las Conclusiones derivadas de la ejecu-

ción de este trabajo, y con una serie de propuestas para desarrollos posteriores. Por último, en 

las Referencias, se tiene toda la bibliografía consultada y a la que se pueden remitir los lecto-

res interesados para posibles ampliaciones de los temas y conceptos abordados a lo largo de 

esta Tesis. 
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LISTA DE SIMBOLOS 
 

 

 

 

 Si bien a lo largo del texto se define toda la simbología a medida que se la utiliza, a con-

tinuación se ofrece, para revisiones rápidas, una lista de símbolos indicando lo que represen-

tan y las páginas donde fueron definidos. 

 Esta simbología tiene un formato uniforme a lo largo de todo el texto y se corresponde 

con el comúnmente utilizado en la mayoría de las publicaciones, así por ejemplo, las letras 

negritas se utilizan para la notación tensorial (o matricial compacta) de los tensores y arreglos 

en general (matrices y vectores), mientras que las letras en cursivas con subíndices a la dere-

cha se utilizan para la notación indicial de los mismos. Las variables en general son escritas 

en cursiva y las funciones en letra normal. 

 
Símbolo Significado   Definido 
  en página 

)(•∆  incremento de la magnitud )(•  13 
)(•&  tasa de la magnitud )(•  16 

∇  operador gradiente espacial 19 
}{•  vector en notación de Voigt 35 
][•  matriz en notación de Voigt 35 

E)(•  parte elástica de la magnitud )(•  43 
P)(•  parte plástica de la magnitud )(•  43 

α  constante de Biot en la configuración co-
rrotada 61 
α  constante de Biot en la configuración ac-
tual (deformada)  62 
β  relación }{L  - }ˆ{u&  36 
β  variable de endurecimiento (coeficiente 
de Awruch – Di Rado) 72 

uβ  relación }{L  - }ˆ{u&  en función de uN  66 
χ  coeficiente del criterio de Estados Críti-

cos Modificado 72 

 
 
χ&  tasa de acumulación del fluido 64 

ijδ  delta de Kronecker 18 
)(•δ  variación virtual de la magnitud )(•  34 

ε  deformación lineal material 18 
ε  deformación logarítmica simétrica 20 

P
vε  deformación volumétrica plástica  73 

ϕ  función movimiento o deformación 15 
ϕ  deformaciones prescriptas 21 
∗φ  pendiente de la línea de estados críticos 

en el plano p′  - q   70 
φ  coeficiente de fricción interna del suelo 
en la configuración actual 70 
φ  coeficiente de fricción interna del suelo 
en la configuración corrotada 70 

∗φ  coefic. ∗φ  expresado en términos de τ ′
  70 
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Símbolo Significado   Definido 
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γ  peso especifico del agua 63 
Γ  superficie interna 23 
η  variación admisible de la deformación 22 
η  relación de variables del criterio de Esta-
dos Críticos Modificado 73 
B∂  contorno de la geometría inicial B  21 
Bϕ∂   contorno de B  con deformaciones pres-

criptas 21 
Bt∂   contorno de B  con fuerzas prescriptas

  32 
)(Bϕ∂   contorno de la geometría actual )(Bϕ

  34 
(B)ϕp∂   contorno de )(Bϕ  con presiones de 

poro prescriptas 64 
(B)ϕv∂   contorno de )(Bϕ  con velocidades 

de fluido prescriptas 64 
Λ  multiplicador plástico 44 
µ , λ   constantes de Lamé 42 
θ   tercer invariante del criterio de Estados 
Críticos Modificado 68 
θ   invarian. θ  expresado en términos de τ ′
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  28 

G∇σ  tasa de Green-Naghdi de la tensión de 
Cauchy  29 
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wτ  tensión de Kirchhoff de la fase líquida  60 
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  28 
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  28 
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Capítulo 1  
 
 
 

MECANICA NO LINEAL DE LOS SOLIDOS 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.1 INTRODUCCION. 

 

 En este capítulo se presenta el modelo matemático no lineal genérico para cualquier ma-

terial elastoplástico, sin aplicarlo todavía al material suelo saturado compresible, tarea a ser 

realizada en el Capítulo 2. Inicialmente se expone la manera en que comúnmente son tratados 

los problemas estáticos no lineales de la mecánica de los sólidos, adoptándose para este traba-

jo una descripción Lagrangiana Actualizada de la deformación con la técnica iterativa de 

Newton – Raphson Modificado. Posteriormente se presentan las medidas de deformaciones y 

tensiones normalmente utilizadas, y el principio de objetividad que deben cumplir, en pro-

blemas con no linealidad geométrica. También se muestran las ecuaciones constitutivas obje-

tivas y las correspondientes tasas objetivas de tensiones mas usadas. La ecuación de equilibrio 

se plantea inicialmente en términos de tasas de magnitudes materiales, obteniendo luego la 

forma débil en términos de magnitudes espaciales. La ecuación resultante es discretizada a 

través del método de los elementos finitos. En las secciones finales del Capítulo se introduce 

el concepto de elastoplasticidad, desarrollándose un modelo hipoelastoplástico y otro hipere-
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lastoplástico, ambos basados en una descripción del material en términos de las tensiones co-

rrotadas de Kirchhoff. Esta descripción se adoptó para poder representar el comportamiento 

de materiales anisotrópicos y con el afán de clarificar algunos puntos oscuros que hasta la fe-

cha tienen las formulaciones basadas en estas tensiones, intentando de esta manera realizar al-

gún aporte, por pequeño que fuera, a la literatura especializada del tema. Toda la formulación 

está desarrollada para estados multiaxiales genéricos, presentándose sólo para casos bidimen-

sionales (que son los que finalmente han sido codificados en el programa computacional) las 

formas explícitas de las matrices y vectores resultantes de la aplicación del método de los 

elementos finitos. 

 

 

1.2 EL ANALISIS NO LINEAL. 

 

 En principio se aclara la diferencia entre los conceptos de Linealidad y No Linealidad. 

Cuando la deformación de un cuerpo sometido a cargas externas es infinitesimalmente peque-

ña, y la relación entre las tensiones y las deformaciones es linealmente elástica, las cargas y 

los desplazamientos del cuerpo mantienen en todo momento una relación lineal. Cuando al-

guno de los supuestos anteriores no se cumple, las cargas y los desplazamientos seguirán una 

relación no lineal. 

 Dentro de los problemas no lineales de la mecánica de los sólidos se puede distinguir 

dos grandes grupos: la No Linealidad Física, y la No Linealidad Geométrica. La No Lineali-

dad Física, también llamada No Linealidad del Material, se presenta cuando la relación consti-

tutiva entre tensiones y deformaciones va cambiando para distintos niveles de carga, es decir, 

no es constante a lo largo del proceso de deformación. La No Linealidad Geométrica, en cam-

bio, aparece cuando el cuerpo experimenta grandes desplazamientos o deformaciones, que 

producen cambios significativos en su configuración geométrica al avanzar el proceso de car-

ga. Por supuesto existen problemas que presentan ambos tipos de no linealidades, y son los 

que se analizan en esta Tesis. Un tercer y último tipo de no linealidad que aparece en la mecá-

nica de los sólidos es el Cambio en las Condiciones de Borde (o Contorno) a lo largo del pro-

ceso de deformación, pero no es un caso que se presente dentro de los problemas de consoli-

dación y asentamientos analizados en este trabajo. 
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 El problema básico en los análisis no lineales es encontrar el estado de equilibrio de un 

cuerpo correspondiente a las cargas aplicadas. Así, en un sistema de elementos finitos que re-

presenta el cuerpo en cuestión, se busca obtener en cada instante t+∆t el equilibrio entre las 

cargas nodales externas extFtt ∆+  y las fuerzas nodales correspondientes a las tensiones inter-

nas del cuerpo intFtt ∆+ . 

 0FF =− ∆+∆+
intext

tttt  (1.2-1) 

 En todo análisis de grandes deformaciones (no linealidad geométrica) el equilibrio del 

sistema debe ser alcanzado sobre la geometría actual deformada del cuerpo. Por lo tanto, en 

los análisis estáticos, que son los tratados en este trabajo, el tiempo t es una variable que defi-

ne la intensidad de la carga y la correspondiente configuración geométrica equilibrada, en 

cambio, en los análisis dinámicos y estáticos con materiales tiempo dependientes, el tiempo es 

una variable fundamental a ser incluida en el modelado del real comportamiento físico. 

 En algunos análisis estáticos elásticos no lineales las tensiones y configuraciones de 

equilibrio, correspondientes con niveles de carga específicos, pueden ser calculadas sin resol-

ver el problema para los niveles de carga precedentes, y por lo tanto la solución requerida 

puede ser alcanzada en un solo paso de tiempo (o de carga). Estos casos son los conocidos 

como camino independientes. Existen otros casos, los camino dependientes, en los que se re-

quiere resolver la (1.2-1) en todo el rango de tiempo precedente, para lo cual se utiliza una so-

lución incremental paso a paso. Sin embargo, cuando se ingresa al campo plástico todos los 

problemas se convierten en camino dependientes (ver sección 1.12), por lo tanto es práctica 

común utilizar, también en el campo elástico, procedimientos incrementales en la solución de 

problemas tanto camino dependientes como camino independientes. 

 En la solución incremental paso a paso se asume que la solución para el tiempo t es co-

nocida y que la relación carga – desplazamiento en el incremento de tiempo ∆t es lineal: 

 intextˆ. FFuK tttt −=∆ ∆+  (1.2-2) 

donde Kt  es la matriz de rigidez del sistema de elementos finitos, tangente a la relación carga 

– desplazamiento, y û∆  es el incremento de desplazamientos nodales (o respuesta) que expe-

rimenta el cuerpo en el intervalo ∆t debido al incremento extF∆  de las cargas externas: 

 extextext FFF ∆+=∆+ ttt  (1.2-3) 

 Los desplazamientos nodales al tiempo t+∆t resultan: 

 uuu ˆˆˆ ∆+=∆+ ttt  (1.2-4) 
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pudiéndose calcular también las tensiones y fuerzas nodales internas: 

 intintint FFF ∆+=∆+ ttt  (1.2-5) 

donde intF∆  es el incremento de las fuerzas internas en el intervalo ∆t. Debido a que el com-

portamiento real del cuerpo es no lineal, la solución anterior está sujeta a errores, cuya magni-

tud depende del tamaño del paso de tiempo ∆t (o de carga) utilizado, por lo tanto será necesa-

rio iterar hasta que la solución (1.2-1) sea alcanzada con suficiente precisión. Es común en la 

práctica adoptar pasos de tiempo ∆t suficientemente pequeños para que los errores menciona-

dos no generen inestabilidad numérica, y para que la respuesta de un cuerpo camino depen-

diente siga el camino físico correcto. 

 Los métodos de iteración ampliamente utilizados en los análisis no lineales de elemen-

tos finitos están basados en la técnica de Newton–Raphson. En este trabajo en particular se 

optó por utilizar la técnica de Newton–Raphson Modificado (ver Bathe 1996, pag. 758 y 759): 

 )ittttit 1(
intext

)(ˆ. −∆+∆+ −=∆ FFuK   

 )()1()( ˆˆˆ iittitt uuu ∆+= −∆+∆+  (1.2-6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1-I: Técnica de Newton – Raphson Modificado. 

Desplazamiento

Carga 
)0(

intext FF tttt ∆+∆+ −  )1(
intext FF tttt ∆+∆+ −  

Pendiente KK ttt =∆+ )0(  

extFtt ∆+  

extFt  
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donde el superíndice (i) indica la iteración en curso, y la matriz de rigidez es evaluada sólo al 

inicio de cada paso de carga (o tiempo). En la Figura 1-I se tiene una representación gráfica 

de la técnica de Newton-Raphson Modificado para un problema unidimensional. Se elige esta 

técnica para utilizar, a lo largo de todo el proceso iterativo, configuraciones geométricas equi-

libradas como configuraciones de referencia, evitando así el uso de configuraciones interme-

dias no equilibradas, y por lo tanto inexistentes físicamente, como configuraciones de referen-

cia, lo que podría apartar significativamente la respuesta del cuerpo del camino físico real. 

 

 

1.3 DESCRIPCION DE LA DEFORMACION. 

 

 Se define con B a la configuración geométrica inicial de un cuerpo continuo y con 

B∈X  a las coordenadas materiales, o coordenadas Lagrangianas, que identifican a cada par-

tícula del cuerpo. Dicho de otro modo, B es el conjunto de coordenadas materiales a las que se 

vincula las partículas del continuo. 

 Se llama deformación al movimiento total que sufre una fibra de material, el cual es re-

sultado de desplazamientos mas deformaciones específicas (o elongaciones) de la fibra. El 

movimiento o deformación del cuerpo se describe por una función ),( tXϕ  que representa la 

posición espacial de la partícula, como una función del tiempo, a través de las coordenadas 

espaciales o Eulerianas, dadas por: 

 ),( tXx ϕ=  (1.3-1) 

El conjunto de estas coordenadas espaciales define la configuración actual deformada del 

cuerpo )(BS ϕ= , con S∈x . La función ),( tXϕ  también es conocida como mapeo entre las 

configuraciones inicial (o de referencia, 3R⊂B ) y actual (o deformada): 

 3R: ⊂→ SBϕ  (1.3-2) 

 Luego, el desplazamiento de una partícula es la diferencia entre su posición actual y 

original: 

 XXXu −= ),(),( tt ϕ  (1.3-3) 

 La descripción de la deformación depende de la elección de las variables independien-

tes, es decir, si se colocan las variables del problema en función de las coordenadas materia-

les, se tendrá una descripción Lagrangiana, en cambio, si las variables dependientes están en 
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función de las coordenadas espaciales, resultará una descripción Euleriana. Por ejemplo, se 

puede hacer una descripción Lagrangiana de la velocidad del movimiento, denominándose ve-

locidad material y expresada como: 

 ),(),(),(),( t
t

t
t

tt XuXuXXV &=
∂

∂
=

∂
∂

=
ϕ  (1.3-4) 

o hacer una descripción Euleriana, denominándose velocidad espacial y dada por: 

 ( ) ),(),,( ttt XVXv =ϕ  (1.3-5) 

Por supuesto, el fenómeno físico es el mismo, cambiando las expresiones de las funciones se-

gún que variables independientes hayan sido elegidas. 

 Una malla Lagrangiana de elementos finitos está fija en las coordenadas materiales, es 

decir está ‘pegada’ a la materia, en consecuencia los elementos se deforman junto con el ma-

terial, permaneciendo la malla coincidente con el cuerpo a lo largo de toda la deformación. 

Esto puede producir severas distorsiones en los elementos, por lo tanto es limitada la magni-

tud de la deformación que puede ser simulada con una malla Lagrangiana. Por otro lado, una 

malla Euleriana está fija en las coordenadas espaciales, manteniéndose la forma y tamaño de 

los elementos constantes a lo largo de la deformación. Por supuesto, la malla no permanece 

coincidente con el cuerpo y se produce traspaso de materia a través de los contornos de los 

elementos. 

 Dadas las características mencionadas, la descripción Lagrangiana es la mas natural y 

efectiva a ser utilizada en problemas de mecánica de sólidos, donde se estudia el comporta-

miento de cada partícula a lo largo de toda la deformación. En tanto, la descripción Euleriana 

tiene mayor aplicación en problemas de mecánica de fluidos, donde se estudia el comporta-

miento de la materia que atraviesa un volumen de control estacionario. 

 Dentro de la descripción Lagrangiana pueden desarrollarse dos tipos de formulaciones: 

• Lagrangiana Total: Las medidas de tensiones, deformaciones, derivadas e integrales se rea-

lizan sobre las coordenadas materiales o Lagrangianas, es decir, las variables están descrip-

tas en la configuración original. 

• Lagrangiana Actualizada: Las medidas de tensiones, deformaciones, derivadas e integrales 

se realizan sobre las coordenadas espaciales o Eulerianas, es decir, las variables están des-

criptas en la configuración actual. 

La formulación Lagrangiana total es típicamente aplicada a problemas camino independien-

tes, utilizando medidas totales de tensiones y deformaciones, definidas ambas sobre la confi-

guración original indeformada. La formulación Lagrangiana actualizada, en cambio, se utiliza 
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en problemas camino dependientes con medidas en tasas de tensiones y deformaciones, defi-

nidas sobre la configuración actual o deformada. 

 

 

1.4 MEDIDAS DE DEFORMACIONES. 

 

 Una medida fundamental de la deformación utilizada en la mecánica no lineal del conti-

nuo es el gradiente de deformación, definido como: 

 
X
x

X
XXF

∂
∂≡

∂
∂

=
),(),( tt ϕ , ó  

j

i
ij X

x
F

∂
∂

=  (1.4-1) 

El gradiente de deformación describe todas las deformaciones específicas (o elongaciones), 

desplazamientos y rotaciones que sufre una fibra de material desde la configuración original o 

de referencia (tiempo 0) hasta la configuración deformada actual (tiempo t). Así, por la regla 

de diferenciación en cadena, la fibra de material, de longitud dX en la configuración de refe-

rencia, en el tiempo t está dada por: 

 XXFx dtd ).,(=  (1.4-2) 

o, inversamente, también se puede escribir: 

 [ ] xXFX dtd .),( 1−=  (1.4-3) 

donde: 

 ( )[ ]
x
X

X
XXF

∂
∂

≡
∂
∂

=−

),(
, 1

t
t

ϕ
 (1.4-4) 

 Una importante propiedad del gradiente de deformación es que puede ser descompuesto 

en un único producto de dos tensores, un tensor simétrico definido positivo U, llamado tensor 

derecho de elongaciones, y un tensor ortogonal(∗) R, llamado tensor rotacional: 

 ),(),(),( ttt XUXRXF =  (1.4-5) 

Esta relación, conocida como descomposición polar de F, puede ser probada por descomposi-

ción espectral (ver Simo - Hughes 1998, pag. 241-242), o puede ser interpretada conceptual-

mente, por aplicación de la regla de diferenciación en cadena, diciendo que la deformación to-

tal es obtenida aplicando primero las elongaciones y luego las rotaciones, es decir: 

                                                 
(∗) Se recuerda del álgebra matricial que: 
si M es matriz simétrica: MT = M,  si M es matriz antisimétrica: MT = -M,  si M es matriz ortogonal: MT = M-1. 
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X
x

x
x

X
x

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ *

*  (1.4-6) 

donde *x  corresponde a una configuración ficticia intermedia en la que se produjeron todas 

las elongaciones pero ninguna rotación. Por supuesto, esta configuración intermedia es sólo 

imaginaria, y la expresión a utilizar es la (1.4-5). 

 Por el principio de conservación de masa, que expresa la indestructibilidad e impenetra-

bilidad de la materia, el determinante del gradiente de deformación, también conocido como 

determinante Jacobiano, resulta (ver Malvern 1969, pag. 209): 

 [ ]),(det),( ttJ XFX = 0)( 0 >=≡
ρ
ρ

d
d

B
Bϕ  (1.4-7) 

donde 0ρ  es la densidad de masa en la configuración inicial B , y ρ  es la densidad de masa 

en la configuración actual )(Bϕ . La tasa (o derivada material) del determinante Jacobiano 

puede ser obtenida derivando en el tiempo los términos resultantes de desarrollar el determi-

nante de F  (ver Malvern 1969, pag. 207 y 209): 

 
i

i

x
v

JJJ
∂
∂

≡= ) traza(L&  (1.4-8) 

siendo L el gradiente espacial de la velocidad, definido mas adelante en (1.4-12). 

 El gradiente de deformación no es una medida de elongación apta para ser utilizada en 

ecuaciones constitutivas, puesto que su valor es igual a la unidad, es decir que no se anula, 

cuando el cuerpo se mantiene indeformado. Además, una medida de deformación adecuada 

para análisis de no linealidad geométrica debe anularse bajo un movimiento como cuerpo rí-

gido del material, evitando así generar tensiones inexistentes. Por este motivo, tampoco pue-

den ser utilizadas las medidas de deformación de la elasticidad infinitesimal, como la defor-

mación material lineal (o deformación de ingeniería): 

 ij
i

j

j

i

i

j

j

i
ij X

x
X
x

X
u

X
u

δε −










∂

∂
+

∂
∂

=










∂

∂
+

∂
∂

=
2
1

2
1 , ó  ( ) IFFε −+= T

2
1  (1.4-9) 

donde se tuvo en cuenta la (1.3-3), siendo I el tensor identidad de segundo orden y ijδ  el delta 

de Kronecker, definido como: 

 




≠
=

=
ji
ji

ij    si    0
   si    1

δ  (1.4-10) 

De (1.4-9) es evidente que para movimientos de cuerpo rígido, esto es RF = , resulta 0ε ≠ . 
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 Una medida de deformación adecuada para ser utilizada en análisis no lineales es el ten-

sor de deformación de Green: 

 ( )IFFE −= T

2
1  (1.4-11) 

porque en cuerpos indeformados ( IF = ) o rotados como rígido ( RF = ) se mantiene 0E = . 

Otra medida de deformación ampliamente utilizada es la tasa de deformación D (o velocidad 

de deformación). Para definirla, se presenta primero el gradiente espacial de velocidad L: 

 v
x
vL ∇=
∂
∂= , ó  

j

i
ij x

v
L

∂
∂

=  (1.4-12) 

Por la regla de diferenciación en cadena, también se puede escribir: 

 1−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

= FF
x
X

X
v

x
vL &  (1.4-13) 

donde se tuvo en cuenta la (1.4-4), y que: 

 
X
v

X
XF

∂
∂

=







∂

∂
∂
∂

=
),( t

t
ϕ&  (1.4-14) 

expresión deducida a partir de (1.4-1), (1.3-4) y (1.3-5). 

 El gradiente espacial de velocidad puede ser descompuesto aditivamente en una parte 

simétrica D y otra antisimétrica W: 

 WDL +=  (1.4-15) 

donde D es el tensor velocidad de deformación y W es el tensor de giro (o tensor vorticidad), 

dados por: 

 ( )TLLD +=
2
1 , ó  











∂

∂
+

∂
∂

=
i

j

j

i
ij x

v
x
v

D
2
1  (1.4-16) 

 ( )TLLW −=
2
1 , ó  











∂

∂
−

∂
∂

=
i

j

j

i
ij x

v
x
v

W
2
1  (1.4-17) 

Teniendo en cuenta que: 

 ( )FRUURΩFRUURRURRURURF TTT 11 −− +=+=+= &&&&&&  (1.4-18) 

donde Ω  es un tensor de giro antisimétrico, expresado como: 

 TT RUURLRRΩ 1−−== && , ó  ( ) TRUURWΩ  antisim 1−−= &  (1.4-19) 

y reemplazando la última igualdad de (1.4-13) en las primeras de (1.4-16) y (1.4-17), se puede 

escribir: 
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 ( ) TRUUUURD && 11

2
1 −− +=  (1.4-20) 

 ( ) TRUUUURΩW && 11

2
1 −− −+=  (1.4-21) 

Se observa inmediatamente que para una variación como cuerpo rígido del movimiento, esto 

es 0U =& , resulta 0D =  y ΩW = . 

 En contraste con la deformación de Green, la velocidad de deformación es una medida 

en tasas. Tomando la derivada en el tiempo de (1.4-11), y llevando en cuenta las (1.4-16) y 

(1.4-13), se obtiene: 

 DFFFFFFFFFFFFE TTTTTT =+=+= −− )(
2
1)(

2
1 1&&&&&  (1.4-22) 

 Una medida de deformación muy utilizada en el análisis no lineal de materiales aniso-

trópicos, como se verá en las secciones 1.13 y 1.15, es la tasa de deformación corrotada: 

 εUUUUDRRD &&& ≡+== −− )(
2
1 11T  (1.4-23) 

la que, al igual que D, sólo presenta valores no nulos cuando existe una variación en las elon-

gaciones, es decir 0U ≠& , o en otras palabras, 0D =  ante variaciones como cuerpo rígido del 

movimiento. La última igualdad de (1.4-23) muestra la equivalencia entre la tasa de deforma-

ción corrotada y la tasa de la deformación logarítmica simétrica ε& , estando definida la defor-

mación logarítmica simétrica como: 

 [ ]T)(lnln
2
1 UUε +=  (1.4-24) 

 En el cálculo incremental será necesario definir algunos tensores de deformación expre-

sados como incrementos y no en tasas. Así surgen, por ejemplo, el tensor gradiente espacial 

del incremento de desplazamientos, definido análogamente a (1.4-12) como: 

 
x
uu

∂
∆∂=∆∇ , ó  

j

i
ji x

u
u

∂
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=∆ ,  (1.4-25) 

La parte simétrica de este tensor es el incremento de deformación lineal espacial, definido so-

bre la configuración actual deformada, y cuya expresión, análogamente a (1.4-16), está dada 

por: 

 )(
2
1 Tuue ∆∇+∆∇=∆ , ó  











∂

∆∂
+

∂
∆∂

=∆
i

j

j

i
ij x

u
x
u

e
2
1  (1.4-26) 

Expresando en forma de tasas, y recordando la (1.4-23), se obtiene: 
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Esta última expresión es similar a la deformación lineal (1.4-9), excepto que involucra deri-

vadas sobre la configuración actual deformada de la tasa de los desplazamientos. 

 

 

1.5 ESPACIOS DE DEFORMACIONES Y VARIACIONES ADMISIBLES. 

 

 A cada punto de la configuración de referencia B le debe corresponder un único punto 

de la configuración actual deformada S, además no deben existir vacíos ni superposiciones en 

S. Por lo tanto, el mapeo ),( tXϕ  debe ser una función uno a uno y continuamente diferencia-

ble. En consecuencia, y agregando la condición (1.4-7), se puede definir el espacio de defor-

maciones admisibles: 

 [ ]






 =>→=

∂
ϕϕϕ

ϕB
BBC y    en  0)(detR: 3 XF  (1.5-1) 

donde ϕ  son las deformaciones prescriptas definidas en una porción Bϕ∂  del contorno B∂ . 

Por supuesto, en la simulación de fenómenos de fractura no se cumplen estas condiciones. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1-II: Variación espacial admisible superpuesta a la configuración deformada. 
Nótese que 0xη =)(  para todo )( Bϕϕ ∂∈x . 

 
 

(prescripto) 
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Se define como variaciones admisibles de ϕ  a la superposición sobre )(Bϕ  de despla-

zamientos que no violan las condiciones de borde prescriptas, según la Figura 1-II. Estas va-

riaciones abren un espacio lineal denotado con ϕV  y definido como:  

 ( ){ }B)BV ϕϕ ϕϕϕϕ ∂∈=→= ()(  para  )(R)(: 3 X0Xηη  (1.5-2) 

Nótese que ϕV  cambia con cada C∈ϕ , por lo tanto se denomina variación espacial a cada 

elemento ϕV∈η . Mediante un cambio de variables se define la variación material: 

 ( ))()(0 XηXη ϕ= ,  ϕV∈∀ η   (1.5-3) 

Estas variaciones materiales, análogamente, abren un espacio lineal de variaciones admisibles 

en coordenadas materiales: 

 { }BBV ϕ∂∈=→= X0Xηη   para  )(R: 0
3

00  (1.5-4) 

 A partir de (1.5-3), por la regla de diferenciación en cadena, se tiene: 
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XxX ∂
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=
∂

∂ ϕηη0 , ó  Fηη . GRAD 0 ∇=  (1.5-5) 

 Una importante observación a realizar es que: la velocidad espacial (1.3-5), para un 

tiempo fijo t, es una variación admisible, esto es 
ϕt

t V∈• ),(v , debido a que para cada 

)(  Bϕt∈x  existe un vector 3R),( ∈txv , es decir 3R)( :),( →• Bϕttv , y además ),( t•v  se 

desvanece en los contornos prescriptos, es decir 0xv =),( t  para todo )( Bϕϕ ∂∈x . Por lo tan-

to, ),( tt •= vv  satisface las condiciones de (1.5-2), y por supuesto ( ))()( XvXV ϕtt =  satisface 

las de (1.5-4), resultando ),( t•V  un elemento de 0V . 

 

 

1.6 MEDIDAS DE TENSIONES. 

 

 En la mecánica no lineal de los medios continuos se utilizan normalmente varios tenso-

res de tensiones, tales como: el tensor de Cauchy σ , el primer tensor de Piola-Kirchhoff P y 

el segundo tensor de Piola-Kirchhoff S, entre otros. Con ayuda de la Figura 1-III se puede rea-

lizar una interpretación física de estas distintas medidas de tensiones. El diferencial de fuerza, 

medido en la configuración de referencia, es: 

 0000 ... Γ=Γ= ddd nPtf  (1.6-1) 
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Figura 1-III: Definición de las medidas de tensiones. 
 
 
 

y medido en la configuración actual resulta: 

 Γ=Γ= ddd ... nσtf  (1.6-2) 

donde t0 es la fuerza unitaria (fuerza por unidad de área) actuante en la superficie dΓ0, y t es 

la actuante en dΓ. Los versores normales 0n  y n  definen la posición de los planos de área 

dΓ0 y dΓ, respectivamente. La (1.6-2) involucra la fuerza unitaria y la superficie de la confi-

guración actual, por esta razón la tensión de Cauchy σ  es llamada con frecuencia tensión físi-

ca o tensión verdadera. Como es sabido, por el teorema de conservación de momento angular 

(o teorema de Cauchy), el tensor de Cauchy es simétrico. Por otro lado, la primer tensión de 

Piola-Kirchhoff P, de acuerdo a la (1.6-1), tiene una definición similar a la de Cauchy, excep-

to que está expresada en términos de la fuerza unitaria y superficie de la configuración de re-

ferencia o indeformada. Este tensor no es simétrico y su traspuesta TP  es llamada tensión 

nominal. Con el objeto de obtener un tensor simétrico, la (1.6-1) es transformada con 1−F , de-

finiéndose así el segundo tensor de Piola-Kirchhoff S a partir de la siguiente relación: 

 0000
11 ..... Γ=Γ= −− ddd nStFfF  (1.6-3) 

La relación entre los versores normales, en las configuraciones de referencia y deformada, 

viene dada por la relación de Nanson (ver Malvern 1969, pag. 169): 

 0
1

0 .... Γ=Γ − dJd Fnn  (1.6-4) 

Configuración de 
referencia 

Configuración 
actual 
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donde )det(F=J . Luego, teniendo en cuenta la igualdad de (1.6-1) y (1.6-2), e incorporando 

la (1.6-4), usando la notación indicial, se llega a: 

 00
1

0
1

000 )()( Γ=Γ=Γ= −− dnFJdFJndnPdf llkiklklikkiki σσ , ó 

 0000 ..... Γ=Γ= − dJdd T nFσnPf  (1.6-5) 

de donde se deduce: 

 TJ −= FσP .  (1.6-6) 

Premultiplicando la (1.6-3) por F, e igualando a la (1.6-1) se tiene: 

 SFP .=  (1.6-7) 

Y comparando las (1.6-6) y (1.6-7), se llega a: 

 TJ −−= FσFS ..1  (1.6-8) 

 Estas y otras medidas de tensiones pueden definirse también, a partir del principio de 

conservación de energía (ver Belytschko – Liu – Moran 2000, pag. 122 a 125), como trabajo 

conjugadas de las distintas medidas de deformaciones. Estableciendo la igualdad de la poten-

cia mecánica (o tasa de energía) específica en la configuración indeformada, w&0ρ , se puede 

escribir: 

 DτDτESFPDσ :::::0 ===== &&& Jwρ  (1.6-9) 

de donde, en base a las definiciones de las medidas de deformaciones, dadas en la sección 1.4, 

se puede despejar las relaciones entre las distintas medidas de tensiones. Las relaciones entre 

σ , P y S son las dadas en (1.6-6), (1.6-7) y (1.6-8). Mientras que, el tensor de tensiones de 

Kirchhoff queda definido como: 

 TTJ FSFFPστ ... ===  (1.6-10) 

y el tensor corrotado de la tensión de Kirchhoff (o simplemente tensión corrotacional de 

Kirchhoff), como: 

 USURPURσRRτRτ ........ ==== TT J  (1.6-11) 

 

 

1.7 MOVIMIENTOS SUPERPUESTOS DE CUERPO RIGIDO. OBJETIVIDAD. 

 

 Considérese un movimiento de cuerpo rígido superpuesto a la deformación 
3R: ⊂→ SBϕ . La posición ),( tXx ϕ=  de cada partícula B∈X  cambia a: 
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 3R  ).()( ∈+=+ xQcx tt      )(BS ϕ=∈∀x  (1.7-1) 

donde c(t) es una función sólo del tiempo que representa un desplazamiento, y Q(t) es una 

matriz ortogonal, función sólo del tiempo, que representa una rotación. El movimiento es lla-

mado rígido porque se preserva la distancia entre dos puntos cualesquiera S∈21 , xx : 

 )-).(( 2121 xxQxx t=− ++ 2
21

2
21 -   xxxx =−⇒ ++  (1.7-2) 

donde )-.()-(- 2121
2

21 xxxxxx T=  es el cuadrado de la distancia Euclidiana. 

El gradiente de deformación, ante un movimiento de este tipo, se transforma en: 

 FQ
X
xQ

X
xF ).()( tt =

∂
∂=

∂
∂=

+
+  (1.7-3) 

Un tensor espacial se dice objetivo cuando ante un movimiento como cuerpo rígido se 

transforma según las reglas de transformación de tensores, es decir, para tensores de segundo 

orden, según el doble producto de matrices de rotación: 

 Ttt )().).(()( QQ •=• +  (1.7-4) 

donde )(•  es un tensor objetivo de segundo orden. 

El gradiente espacial de velocidad, teniendo en cuenta (1.4-13) y (1.7-3), resulta: 

 TT QQQLQFFL ...).( 1 && +== −+++  (1.7-5) 

el cual no se transforma objetivamente debido al término adicional antisimétrico TQQ.& . Sin 

embargo, de acuerdo a (1.4-16) y (1.7-5), la velocidad de deformación se transforma objeti-

vamente: 

 TQDQD ..=+  (1.7-6) 

Mientras que, de acuerdo a la (1.4-17), el tensor rotación resulta no objetivo: 

 TT QQQWQW ... &+=+  (1.7-7) 

Los tensores materiales, que son tensores definidos en la configuración de referencia, 

permanecen inalterados ante movimientos espaciales superpuestos de cuerpo rígido. Así, por 

ejemplo, de (1.4-11) y (1.7-3): 

 [ ] ( ) EIFQQFIFFE ≡−=−= ++++ ...
2
1.)(

2
1 TTT  (1.7-8) 

Lo mismo sucede con U, de (1.4-5) y (1.7-3): 

 [ ] ( ) ( ) UFFFQQFFFU ≡=== +++ 2
1

2
1

2
1

.....)( TTTT  (1.7-9) 
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Por lo tanto, se deduce: 

 RQUFQUFR ...).( 11 === −−+++  (1.7-10) 

y también, de (1.4-19): 

 TTT QQQΩQRRΩ ...).( && +== +++  (1.7-11) 

El tensor de tensiones de Cauchy es objetivo, es decir que cumple: 

 TQσQσ ..=+  (1.7-12) 

pero su tasa, que viene dada por: 

 )..()..(.. TTT QQσσQQQσQσ &&&& +++ −+=  (1.7-13) 

resulta claramente no objetiva debido a los últimos dos términos. En la expresión anterior se 

utilizó la derivada de la inversa: 

 111 )( −−− −= QQQQ
dt
d

dt
d  (1.7-14) 

Análogamente, el tensor de Kirchhoff τ  es objetivo, es decir: 

 TJ QτQστ ..== ++  (1.7-15) 

sin embargo, su tasa es no objetiva: 

 )..()..(.. TTT QQττQQQτQτ &&&& +++ −+=  (1.7-16) 

 Al igual que los tensores materiales, los tensores espaciales definidos en configuracio-

nes corrotadas, como por ejemplo (1.4-23) y (1.6-11), se mantienen inalterados ante movi-

mientos espaciales superpuestos de cuerpo rígido: 

 DRQQDQQRRDRD ≡== ++++
........)( TTTT  (1.7-17) 

y 

 τRQQτQQRRτRτ ≡== ++++
........)( TTTT  (1.7-18) 

 Por supuesto, los escalares tampoco se ven afectados por estos movimientos de cuerpo 

rígido. Por ejemplo, de (1.4-7) y (1.7-3), y teniendo en cuenta que el determinante de cual-

quier matriz de rotación es igual a la unidad, se obtiene: 

 JJ ≡=== ++ )det()det().det()det( FFQF  (1.7-19) 
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1.8 ECUACIONES CONSTITUTIVAS OBJETIVAS. 

 

 En las soluciones incrementales las ecuaciones constitutivas relacionan tasas de tensio-

nes con tasas de deformaciones específicas: 

 DCσ :=& , ó  klijklij DC=σ&  (1.8-1) 

Pero la anterior no es una ecuación válida a ser utilizada cuando se producen rotaciones de 

cuerpo rígido. Para ilustrar el problema, considérese la barra de la Figura 1-IV sometida a una 

tensión inicial 0σσ =x . Luego la barra es sometida a una rotación de 90º sin elongación al-

guna (movimiento de cuerpo rígido), en consecuencia, como se vio en la sección 1.4, resulta 

D = 0. Sin embargo, en la Figura se aprecia como cambian las tensiones de Cauchy, haciendo 

que 0σ ≠& . Por lo tanto, se puede pensar que ‘algo’ le falta a la ecuación (1.8-1), y es precisa-

mente tener en cuenta las rotaciones como cuerpo rígido del material. 

 Además, si se hubiera producido una elongación de la barra, por ejemplo en la posición 

final, se hubiese generado un incremento σ∆  en la tensión, que no podría sumarse directa-

mente a la tensión del estado anterior para obtener la tensión actual: 

 







∆

+







≠








∆+

→∆+≠∆+

σ
σ

σσ 0
00

00
0

0
00

      0

0
σσσ ttt  (1.8-2) 

 Las rotaciones como cuerpo rígido son tenidas en cuenta por las tasas objetivas de los 

tensores de tensiones. Uno de estos tensores objetivos es la tasa de Jaumann de la tensión de 

Cauchy: 

 TσWWσσσ −−=∇ &J  (1.8-3) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 1-IV: Cambio en las tensiones de Cauchy debido a una rotación de cuerpo rígido. 
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cuya ecuación constitutiva en tasa objetiva es: 

 DCσ :σJJ =∇ , ó  klijklij DC σJJ =∇σ  (1.8-4) 

donde σJC  es el tensor constitutivo de cuarto orden, que contiene las características del mate-

rial, correspondiente a esta medida de tensiones. Por lo tanto, la forma correcta de la ecuación 

(1.8-1), para el cálculo de la tasa del tensor de Cauchy, es: 

 43421321&

rotaciónmaterial
:σJJ TT σWWσDCσWWσσσ ++=++= ∇  (1.8-5) 

Se aprecia que el cálculo de la tasa del tensor de Cauchy está compuesto de dos partes: la res-

puesta objetiva del material, debido a deformaciones específicas, y el cambio de las tensiones 

debido a las rotaciones de cuerpo rígido. 

 Muchas de las ecuaciones de la mecánica no lineal son obtenidas de manera elegante y 

simple cuando están expresadas en términos de tasas de la tensión de Kirchhoff. En conse-

cuencia, se define la tasa objetiva de Jaumann del tensor de Kirchhoff como: 

 DCτWWτττ :τJJ =−−=∇ T&  (1.8-6) 

 Otros tensores tasas objetivas usados frecuentemente son la tasa de Truesdell y la tasa 

de Green-Naghdi de la tensión de Cauchy. La tasa de Truesdell de la tensión de Cauchy viene 

definida como: 

 DCσLσLLσσσ :)(traza σTT =+−−=∇ T&  (1.8-7) 

la cual difiere en sólo un escalar, )det(F=J , de la tasa convectiva de la tensión de Kirchhoff: 

 [ ] Tc )(traza ∇∇ =+−−= σσLσLLσστ JJ T&  (1.8-8) 

Por esta razón a c∇τ  también se la denomina tasa ponderada de Truesdell. Teniendo en cuenta 

la primer igualdad de (1.6-10), y recordando (1.4-8), la (1.8-8) puede ser escrita como: 

 DCτLLττττ :τc =−−=≡∇ T
vL &  (1.8-9) 

donde τvL  es la falsa derivada de la tensión de Kirchhoff, definida como: 

 ( ) TTT
v t

L FFτFFFSFτ ...... 1 −−

∂
∂== &  (1.8-10) 

la cual es totalmente equivalente a la tasa convectiva. La equivalencia de (1.8-9) y (1.8-10) se 

demuestra utilizando la (1.7-14) en función de F, y recordando la (1.4-13). La relación entre 
c∇τ  (1.8-8) y J∇τ  (1.8-6) puede ser establecida aplicando la (1.4-15), obteniéndose: 

 τDDττττ −−=≡ ∇∇ Jc
vL  (1.8-11) 

 La tasa de Green-Naghdi de la tensión de Cauchy es definida como: 
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 DCσΩΩσσσ :σGG =−−=∇ T&  (1.8-12) 

 La objetividad de estos tensores tasa se prueba fácilmente teniendo en cuenta las expre-

siones (1.7-5), (1.7-7), (1.7-11), (1.7-12) y (1.7-13), obteniéndose: 

 TT QσQWσσWσσ ..).(.)( JJ ∇++++++∇ =−−= &  (1.8-13) 

 TT QσQσLLσσLσσ ..).(traza).(.)( TT ∇+++++++∇ =+−−= &  (1.8-14) 

 TT QσQΩσσΩσσ ..).(.)( GG ∇++++++∇ =−−= &  (1.8-15) 

A partir de (1.8-8), (1.7-19) y (1.8-14), la objetividad de c∇≡ ττvL  es inmediata. 

 Cualquiera de los tensores tasas objetivas anteriores puede ser utilizado para calcular σ& , 

en consecuencia, para que el resultado no varíe, los tensores constitutivos C deben diferir se-

gún la tasa objetiva elegida. Por lo tanto, se les agrega superíndices para especificar la tasa 

objetiva a la que está asociada. 

 Por último, también se pueden definir ecuaciones constitutivas en términos de magnitu-

des corrotadas: 

 DCτ :τ=&  (1.8-16) 

Por supuesto, estas ecuaciones son insensibles a cualquier movimiento espacial superpuesto 

de cuerpo rígido. En (1.7-17) se demostró que DD =+ , en tanto, la tasa de la tensión corrota-

da de Kirchhoff, recordando (1.6-11), (1.7-14) en términos de R, y (1.4-19), resulta: 

 RΩττΩτRτ )....( +−= && T  (1.8-17) 

Luego, a partir de (1.7-10), (1.7-11), (1.7-15) y (1.7-16), se obtiene: 

 τRΩττΩτRRΩττΩτRτ &&&& ≡+−=+−= ++++++++ )....()....()( TT  (1.8-18) 

demostrándose que τ&  también es insensible a rotaciones de cuerpo rígido. 

 

 

1.9 ELASTICIDAD NO LINEAL 

 

 Los materiales para los cuales el trabajo, de las tensiones a través de las deformaciones, 

es independiente del camino o historia de la carga son llamados materiales hiperelásticos o de 

Green. Estos materiales están caracterizados por la existencia de un funcional w de energía 

almacenada (o energía de deformación) que permite obtener las tensiones en función sólo del 

estado actual de deformaciones: 
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E
ES

∂
∂

=
)(w , ó  Tw F

E
EFτ

∂
∂

=
)(  (1.9-1) 

donde el segundo tensor de tensiones de Piola – Kirchhoff S es trabajo conjugado del tensor 

de deformaciones de Green E. En la segunda expresión se tuvo en cuenta la (1.6-10). 

 La relación constitutiva se establece como: 

 ECS :SE= , ó  klijklij ECS SE=  (1.9-2) 

donde SEC  es el tensor constitutivo elástico, constante, de cuarto orden que contiene los co-

eficientes del material. 

 La energía de deformación por unidad de volumen, para un estado multiaxial de tensio-

nes, está dada por: 

 klijijklijklijklijij EECdEECdESw SESE

2
1

=== ∫∫  (1.9-3) 

La existencia de este funcional implica reversibilidad, camino independencia y ausencia de 

disipación de energía en el proceso de deformación (ver Belytschko – Liu - Moran 2000, pag. 

221 a 223). 

 La correspondiente relación constitutiva en tasas es: 

 ECS && :SE= , ó  klijklij ECS && SE=  (1.9-4) 

aquí SEC  es llamado tensor constitutivo tangente. Como la energía de deformación es asumi-

da definida positiva, es decir: 

 0::
2
1 SE ≥= ECEw   ∀ E (1.9-5) 

entonces SEC  es un tensor definido positivo. Además, debido a la existencia del funcional w, 

surge: 

 
EE

C
∂∂

∂
=

w2
SE , ó  

klij
ijkl EE

wC
∂∂

∂
=

2
SE  (1.9-6) 

Y como w es una función de E con diferenciación continua, se cumple: 

 
ijklklij EE

w
EE
w

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22
 (1.9-7) 

Por lo tanto, SEC  presenta simetría mayor: 

 SESE
klijijkl CC =  (1.9-8) 
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Además, debido a la simetría de los tensores de tensiones y deformaciones en (1.9-2), el ten-

sor constitutivo presenta simetría menor: 

 SESESE
ijlkjiklijkl CCC ==  (1.9-9) 

 La (1.9-4) es una ecuación constitutiva hiperelástica en términos de tasas de magnitudes 

materiales, pero también puede escribirse en términos de tasas de magnitudes espaciales. Por 

ejemplo, recordando la primer igualdad de (1.8-10) y teniendo en cuenta la última de (1.4-22), 

en notación indicial, se deduce: 

  jnlqklkpmnpqimjnpqmnpqimijv FFDFCFFECFL )()( SESE == &τ   

 klijklklmnpqlqkpjnim DCDCFFFF τSE ==  (1.9-10) 

de donde: 

 SEτ
mnpqlqkpjnimijkl CFFFFC =  (1.9-11) 

Por lo tanto, la correspondiente ecuación constitutiva hiperelástica espacial en tasas es: 

 DCτ :τ=vL  (1.9-12) 

Expresiones análogas pueden ser obtenidas para cualquiera de los tensores tasas objetivas vis-

tos en la sección 1.8, deduciéndolas a partir de las relaciones entre dichos tensores. 

 Una importante consideración a realizar es que, a partir de relaciones hiperelásticas in-

variantes de la forma (1.9-1), se pueden deducir ecuaciones constitutivas espaciales en tasas, 

también invariantes, de la forma (1.9-12). Pero la inversa no se cumple, es decir, a partir de 

cualquier ecuación en tasas de la forma (1.9-12) (cualquier tensor constitutivo C), no siempre 

es posible obtener un funcional de energía almacenada w tal que las tensiones sean calculadas 

con (1.9-1) (ver Simo - Hughes 1998, pag. 258). 

 Las ecuaciones constitutivas en tasas de la forma (1.9-12) que no derivan de un funcio-

nal de energía almacenada se denominan relaciones hipoelásticas. En forma genérica, las rela-

ciones hipoelásticas, se expresan como: 

 DCσ :σ∇∇ = , ó  DCτ :τ∇∇ =  (1.9-13) 

donde ∇σ  y ∇τ  son cualquiera de las tasas objetivas de la tensión de Cauchy y Kirchhoff, 

respectivamente, y, ∇σC  y ∇τC  son sus correspondientes tensores constitutivos. En hipoelas-

ticidad es común considerar que alguno de estos C es igual al tensor constitutivo constante 

obtenido de la teoría de elasticidad infinitesimal, en consecuencia, C posee simetría mayor 

(1.9-8). Y como la tasa de deformación D y las tasas objetivas de tensiones son simétricas, C 

también posee simetría menor (1.9-9). 
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 Un punto de fundamental importancia en el modelado del comportamiento del material 

es la elección de la ecuación constitutiva hipoelástica (1.9-13). Por lo tanto, para decidir cual 

tasa objetiva de tensiones se relacionará a la tasa de deformaciones a través del tensor consti-

tutivo de elasticidad infinitesimal, se tienen en cuenta distintos requerimientos, como la sime-

tría de la matriz de rigidez tangente de un sistema de elementos finitos y la indiferencia refe-

rencial de las constantes del material. Esto será visto en detalle en la sección 1.13. 

 Una relación del tipo (1.9-13) es incrementalmente lineal y reversible, esto significa que 

para pequeños incrementos de deformación sobre un cuerpo finitamente deformado, los in-

crementos de tensiones y deformaciones están linealmente relacionados y son recuperados en 

la descarga. Sin embargo, para grandes deformaciones, la energía no es necesariamente con-

servada y el trabajo realizado en un ciclo cerrado de deformación no es necesariamente igual a 

cero. A pesar de esto, como se verá en la sección 1.13, las leyes (o relaciones) hipoelásticas 

son ampliamente utilizadas en el desarrollo de modelos elastoplásticos cuando las deforma-

ciones elásticas son pequeñas, y por ende el trabajo remanente en un ciclo cerrado elástico 

también es pequeño. 

 

 

1.10 FORMA DEBIL DE LA ECUACION DE EQUILIBRIO EXPRESADA EN 

TASAS. 

 

 La descripción Lagrangiana de la ecuación de movimiento, o ecuación de conservación 

de momento, está dada por (ver Belytschko – Liu - Moran 2000, pag. 120 y 121): 

 ABP 00
~  DIV ρρ =+ , ó   

t
tV

B
X
P i

i
j

ij

∂
∂

=+
∂

∂ ),(~
00

X
ρρ       en B (1.10-1) 

donde 0ρ  es la densidad de masa en la configuración de referencia B, P es la primer tensión 

de Piola-Kirchhoff, B~  son las fuerzas de masa y A las fuerzas de inercia. Además, recordan-

do la (1.6-1), las fuerzas de superficie vienen dadas por: 

 Bt00 . ∂= nPt  (1.10-2) 

donde 0t  es la fuerza unitaria prescripta en una porción Bt∂  del contorno B∂ . 

 En problemas estáticos las aceleraciones (o fuerzas de inercia) son despreciadas, obte-

niéndose la ecuación de equilibrio: 
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 0BP =+
~  DIV 0ρ      en B (1.10-3) 

La forma en tasas de esta ecuación, necesaria en las soluciones incrementales, se calcula asu-

miendo que las cargas de masa B~  y las de superficie 0t  son configuracionalmente indepen-

dientes, es decir, no dependen de la deformación ϕ . Entonces, la ecuación de equilibrio en ta-

sas se escribe como: 

 0BP =+ && ~  DIV 0ρ
t      en B (1.10-4) 

Expresión válida para un incremento de carga dado por B&~  y 0t&  en un cierto tiempo fijo t. 

 Para encontrar la solución de la ecuación diferencial (1.10-4), se la ortogonaliza, apli-

cando el método de residuos ponderados, con cualquier elemento de 00 V∈η  (1.5-4), y se in-

tegra sobre la configuración inicial: 

 0.~.DIV 000 =+ ∫∫
BB

BB ddt ηBηP && ρ  (1.10-5) 

La forma débil se obtiene utilizando el teorema de la divergencia: 

 
∫∫

∫∫∫
−∂=

−=

∂ BB

BBB

BB

BBB

dd

ddd

tt

ttt

000

000

GRAD:..                          

GRAD:).( DIV.DIV 

ηPηnP

ηPηPηP

&&

&&&

 (1.10-6) 

Teniendo en cuenta que ∫∫
∂∂

∂=∂
BB

BB
t

0000 ... ddt ηtηnP && , la (1.10-5) finalmente queda: 

 0..~GRAD:
t

00000 =∂−− ∫∫∫
∂ BBB

BBB ddρdt ηtηBηP &&&  (1.10-7) 

Para llevar esta expresión a magnitudes espaciales, se transforma inicialmente el primer tér-

mino, teniendo en cuenta las (1.6-7), (1.4-13), (1.6-10), (1.8-10) y (1.5-5): 

 [ ] 00 GRAD:..GRAD: ηSFSFηP &&& ttttt +=   

  [ ] 0GRAD:... ηSFSFL &ttttt +=   

  [ ] 0GRAD:. ..... ηFFSFFSFL TtTtttTtttt −+= &   

  [ ] 1
0 .GRAD:. −+= FηττL t

v
ttt L   

  [ ] ηττL ∇+= t
v

ttt L  : .  (1.10-8) 

En la transformación de los últimos dos términos de la (1.10-7), se recuerda de (1.4-7) que: 
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J

dd )(BB ϕ
= , y  

J
ρ

ρ 0=  (1.10-9) 

Las fuerzas por unidad de masa son independientes de la configuración en que se miden, en-

tonces: )()(~ xbXB &&
= . Además, de (1.5-3) se tiene que: )()(0 xηXη = , e igualando (1.6-1) y 

(1.6-2) en el contorno del cuerpo surge: )(..0 BB ϕ∂=∂ dd tt . Por lo tanto, la (1.10-7) en el 

tiempo fijo t y en magnitudes espaciales resulta: 

 [ ] ∫∫∫
∂

∂+=∇+
)()()(

)(..)(...)(: .
BBB

BBB

ϕϕϕ

ϕϕϕ

ttt

ddρ
J

dL ttt
v

ttt ηtηbηττL &&  (1.10-10) 

 De acuerdo a lo comentado al final de la sección 1.5 (la velocidad espacial, en un tiem-

po fijo t, es una variación admisible 
ϕt

t V∈v ), se puede sustituir ηt  por vt , y η∇t  por 

vL ∇= tt . En la expresión (1.10-11) se agrega el símbolo δ  para indicar el carácter virtual de 

estas variaciones de la deformación. Recordando además que: DCτ :τ=vL , la (1.10-10) que-

da expresada: 

 [ ] ∫∫∫
∂

∂+=+
)()()(

τ )(..)(...)(:.:
BBB

BBB

ϕϕϕ

ϕδϕδϕδ
ttt

ddρ
J

d ttttttt tvbvDCτLL &&  (1.10-11) 

Esta es la forma débil de la ecuación de equilibrio expresada en tasas, que permite calcular, en 

un cierto tiempo t, la velocidad espacial actual vt , para una cierta carga, dada por el miembro 

derecho de (1.10-11), sobre una cierta configuración ϕt  en la que se halla en equilibrio un 

cierto campo de tensiones τt . 

 

 

1.11 IMPLEMENTACION DEL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS. 

 

 Al aplicar el Método de los Elementos Finitos, los tensores simétricos son escritos como 

arreglos de menor orden, simplificándose las expresiones y la codificación en programas 

computacionales. El procedimiento para realizar esta conversión se denomina regla de Voigt. 

Así, las tensiones y las deformaciones se convierten de tensores de segundo orden a matrices 

columnas (o vectores), y para un problema bidimensional se puede escribir: 
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En tanto, los tensores constitutivos de cuarto orden se convierten a matrices de segundo orden 

de la siguiente manera: 

 εCσ := , ó  klijklij C εσ =     → deVoigtnotación    }]{[}{ εCσ = , ó  baba C εσ =     (1.11-2) 

de donde, para problemas bidimensionales, se tiene: 
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][
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C  (1.11-3) 

Si el tensor C posee simetría mayor (1.9-8), la matriz [C] resulta simétrica. La notación de 

Voigt, también llamada notación matricial, utiliza los corchetes {} y las llaves [] para identifi-

car vectores y matrices respectivamente. 

 El producto DCL ttt :: τδ , que forma parte del primer miembro de la (1.10-11), puede 

ser reemplazado por DCD ttt :: τδ , debido a la simetría menor (1.9-9) del tensor τC . Luego, 

discretizando el cuerpo continuo en elementos finitos, utilizando la notación de Voigt, y te-

niendo en cuenta (1.6-10), la (1.10-11) se transforma de la siguiente manera: 
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 (1.11-4) 

siendo, para problemas bidimensionales: 

}ˆ{u& : vector velocidad de desplazamiento nodal, 

 }ˆ  ˆ  ... ˆ  ˆ  ˆ  ˆ {}ˆ{ 21
2
2

2
1

1
2

1
1

nnT uuuuuu &&&&&&& =u  (1.11-5) 

n = número de nodos del elemento finito. 

N: funciones de interpolación del elemento finito utilizado, 
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 (1.11-6) 

B: relación tasa de deformación – velocidad nodal, 
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con 
j

i
ji x

u
u

∂
∂

=
&

& ,  y 
j

i
ji x

N
N

∂
∂

=, , ambas medidas sobre la configuración )(Bϕt . 

β : relación gradiente espacial de velocidad – velocidad nodal, definida en esta Tesis como 
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 (1.11-8) 

Nótese que, por sobreentenderse su forma y para simplificar la escritura, en algunas de las 

magnitudes no se colocan los corchetes o llaves de la notación de Voigt. La distribución de 

los elementos de la matriz ][ τC , correspondiente a la relación constitutiva }].{[}{ τ DCτ =vL , 

es similar a la de (1.11-3): 
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t C  (1.11-9) 

El cálculo del tensor τC  se muestra en detalle mas adelante, en (1.13-13) y (1.15-11). Por 

otro lado, el arreglo de la matriz ][ σt  es obtenido considerando la igualdad que se debe man-

tener entre el producto tensorial y el producto matricial: 

 }ˆ{.]..[.}ˆ{.: uβσβuσLL && tTTttt δδ =
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2111
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2111

00
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00
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][  
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tt

tt

tt

t σ  (1.11-10) 

 Para buscar la solución paso a paso del problema no lineal, con pasos discretos de tiem-

po ∆t, se requiere que la (1.11-4) esté expresada en forma incremental. En consecuencia, es 

necesario transformar los diferenciales de tiempo (o tasas) a diferencias finitas: 

 
ttt

ttt

∆
−

=
∆
∆

≅
∂
∂

≡=
∆+ uuuuuv &  (1.11-11) 
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 De acuerdo a lo discutido en la sección 1.2, todas las magnitudes se definen sobre la úl-

tima configuración equilibrada (tiempo t), y se pasa a la siguiente (tiempo t+∆t) mediante un 

proceso iterativo, como el de Newton-Raphson Modificado. Por lo tanto, se linealiza el pro-

blema considerando que tanto las variables en tasas como sus incrementos están referenciados 

sobre la configuración del tiempo t, es decir, se utilizan las mismas matrices β de (1.11-8) y B 

de (1.11-7), medidas en el tiempo t, para el cálculo incremental. La matriz de rigidez del sis-

tema de elementos finitos, que surge de la linealización del primer miembro de la (1.11-4), se 

denomina matriz de rigidez tangente. 

 Simplificando T}ˆ{ u&δ  de la (1.11-4), y pasando a la forma incremental, se obtiene: 
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d

TT
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uβσβBCB
 (1.11-12) 

El primer miembro se conoce comúnmente como fuerzas nodales internas, por ser las reac-

ciones internas que equilibran al segundo miembro, conocido como fuerzas nodales externas. 

Nótese que las fuerzas internas están relacionadas al incremento de los desplazamientos noda-

les û∆  a través de dos términos: el primero debido a la respuesta del material, y el segundo 

debido al estado actual de tensiones, el cual lleva en cuenta todos los efectos geométricos de 

la deformación, como rotaciones y elongaciones. En consecuencia, a estos términos se los de-

nomina rigidez de material matK  y rigidez geométrica geoK , respectivamente, y la suma de 

ambas forma la matriz de rigidez tangente del sistema de elementos finitos. En forma matri-

cial compacta se puede escribir la siguiente ecuación: 

 extgeomat ˆ . )( FuKK ∆=∆+  (1.11-13) 

siendo: 

  )(]..[
)(

τ
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B

B

ϕ

ϕ

t J
dtT BCBK  (1.11-14) 

 ∫=
)(

geo )(.]..[
B

B
ϕ

ϕ
t

dtT βσβK  (1.11-15) 

 ∫∫
∂

∂∆+∆=∆
)()(

ext )(}..{)(.}..{
BB

BB
ϕϕ

ϕϕ
tt

ddρ TT tNbNF  (1.11-16) 
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 La solución de la (1.11-13), que da los desplazamientos nodales û∆ , se calcula con 

cualquier método de resolución de sistemas de ecuaciones algebraicas, luego de imponer las 

condiciones de borde (o de contorno) al sistema de elementos finitos, y en cada iteración del 

proceso incremental. Debido a que el problema es no lineal, y de acuerdo a lo discutido en la 

sección 1.2, al final de cada iteración o ciclo de cálculo aparece un error o residuo ℜ  que, se-

gún la (1.2-1) y para un proceso incremental, vale: 

 0FF ≠∆−∆=ℜ intext  (1.11-17) 

Llevando en cuenta la (1.11-4), se obtiene la expresión para el cálculo del residuo: 

  uKKF ˆ . )( geomatext ∆+−∆=ℜ  

 0uσβeCBF ≠
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donde ê∆  es el incremento de deformación lineal nodal, en la configuración actual, definido a 

partir de (1.4-27) y (1.11-7) como: 
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y û∆∇  es el gradiente espacial del incremento de los desplazamientos nodales, definido a 

partir de (1.4-25) y (1.11-8) como: 
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 El cálculo del residuo ℜ  con la (1.11-18) puede introducir, en algunos casos, errores 

numéricos por redondeo, que se acumulan hacia adelante al avanzar en el tiempo con los in-

crementos de carga. Para evitar estos errores y lograr un mejor control en el cálculo de la ten-

sión total en el tiempo t+∆t, se puede calcular el vector residuo como la diferencia que surge 

de plantear el equilibrio del cuerpo en un instante determinado t+∆t, con el total de los es-

fuerzos actuantes en ese momento, es decir: 

 0σBF ≠−ℜ= ∫ ∆+∆+

)(
ext )(}..{

B

B
ϕ

ϕ
t

dttTtt  (1.11-21) 

Esta expresión también puede ser obtenida a partir de la ecuación de equilibrio (1.10-3). Pro-

cediendo de manera similar a lo realizado entre (1.10-5) y (1.10-7): 
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 =+ ∫∫
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BB ddt .....DIV 000 ηBηP ρ   

 0....GRAD:... 00000 =+−∂= ∫∫∫
∂ BBB

BBB ddd tt ηBηPηnP ρ  (1.11-22) 

Recordando (1.6-7), (1.6-10) y (1.5-5), se puede escribir: 

 00 GRAD:.GRAD: ηSFηP ttt =   

  1
0 .GRAD:.. −= FηFSF tTttt   

  ητ ∇= tt :  (1.11-23) 

Transformando la (1.11-22) a magnitudes espaciales, análogamente a lo hecho entre (1.10-9) 

y (1.10-11), e incorporando (1.11-23), se obtiene: 

 ∫∫∫
∂

∂+=
)()()(

)(..)(...)(:
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ttt

ddρ
J

d tttt tvbvτL  (1.11-24) 

Considerando la simetría de τ , con στ J= , se puede escribir: σDτL ::1 δδ =−J . Y discreti-

zando con elementos finitos, como se hizo al inicio de esta sección, la (1.11-24) resulta: 

 ext
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d =∫
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ϕ
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siendo: 

 ∫∫
∂

∂+=
)()(

ext )(}..{)(.}..{
BB

BB
ϕϕ

ϕϕ
tt

ddρ tTtTt tNbNF  (1.11-26) 

La igualdad (1.11-25) es válida cuando todas las magnitudes están medidas sobre una confi-

guración equilibrada, genéricamente en el tiempo t. Al avanzar al tiempo t+∆t, debido a la no 

linealidad del problema, la igualdad anterior no se cumple, resultando la (1.11-21). En dicha 

expresión la magnitud de las variables corresponde al tiempo actual t+∆t, pero están aplicadas 

sobre la última configuración equilibrada conocida (tiempo t). 

 El vector residuo ℜ , calculado con (1.11-18) o (1.11-21), es tenido en cuenta como 

carga para la siguiente iteración de cálculo. El proceso iterativo se detiene, para proceder con 

el siguiente incremento de tiempo (o carga), siguiendo la técnica de Newton-Raphson men-

cionada en la sección 1.2, cuando el valor de ℜ  se hace menor o igual a una cierta tolerancia 

preestablecida. 
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1.12 ELASTOPLASTICIDAD. 

 

 Los materiales que desarrollan deformaciones totalmente recuperables (deformaciones 

elásticas) sólo hasta un cierto nivel de tensiones o límite elástico, y deformaciones irrecupera-

bles (deformaciones plásticas) mas allá de este límite, se denominan materiales elastoplásti-

cos. Estos materiales también son clasificados como tasa independientes (o tiempo indepen-

dientes) porque la respuesta del material no depende de la tasa de deformación, es decir, de la 

velocidad con que se aplica la carga, contrastando con los materiales viscoelastoplásticos, tí-

picamente tasa dependientes (o tiempo dependientes), que no serán tratados en este trabajo. 

 En el campo plástico los materiales elastoplásticos presentan un comportamiento disipa-

tivo y camino dependiente, esto es, parte de la energía de deformación es irreversiblemente 

transformada a otras formas de energía, como calor, generándose deformaciones plásticas 

irreversibles cuya magnitud habrá que conocer antes de calcular las tensiones. En consecuen-

cia, al depender las tensiones de la historia completa de la deformación, no pueden calcularse 

con una simple función de la deformación actual. En estos casos sólo pueden establecerse re-

laciones entre tasas de tensiones y de deformaciones, adoptándose, como fuera señalado en las 

secciones 1.2 y 1.3, procesos incrementales de solución con formulaciones Lagrangianas ac-

tualizadas. 

 La inclusión del análisis de la no linealidad geométrica permite la representación de los 

grandes desplazamientos, rotaciones y elongaciones que sufre el material a lo largo del proce-

so de carga, pero requiere del uso de magnitudes y relaciones constitutivas objetivas, de 

acuerdo a lo visto en la sección 1.8. Además, estas leyes constitutivas pueden ser hiperelásti-

cas o hipoelásticas, según deriven o no de un funcional de energía almacenada (ver sección 

1.9). En consecuencia, los modelos de plasticidad se denominan hiperelastoplásticos o hipoe-

lastoplásticos, según la respuesta del material en el campo elástico siga una ley hiperelástica o 

hipoelástica, respectivamente. En ambos casos, la formulación del campo plástico se desarro-

lla de manera análoga a la plasticidad infinitesimal (o de pequeñas deformaciones), es decir, 

se utiliza la teoría clásica de plasticidad (ver Zienkiewicz – Taylor 1991, vol. 2, pag. 228 a 

239), cuyos principales elementos son: 

a) Descomposición de la deformación, en una parte reversible elástica y otra irreversible 

plástica, que define la relación incremental tensión – deformación elastoplásticas. 

b) Una superficie de fluencia que determina el límite elástico, a partir del cual se produ-

cen las deformaciones plásticas. 
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c) Un criterio de carga que define cuando existe carga en el sentido de la plasticidad. 

d) Una regla de flujo (o de fluencia) que gobierna el flujo plástico, es decir, determina el 

vector de deformaciones plásticas. 

e) Una regla de endurecimiento que gobierna las variables internas que definen la evolu-

ción de la superficie de fluencia. 

 

 

1.13 MODELO HIPOELASTOPLASTICO. 

 

 Las descripciones hipoelásticas de la respuesta del material son adecuadas, en general, 

cuando las deformaciones elásticas son pequeñas comparadas con las deformaciones plásticas. 

En efecto, como se viera en la sección 1.9, la energía no es conservada en un ciclo cerrado de 

deformación elástica para materiales hipoelásticos, pero si las deformaciones elásticas son pe-

queñas el error en la energía es muy pequeño, es decir, el trabajo remanente de un ciclo cerra-

do de deformación no es significativo. 

 Hacia el final de la sección 1.9 se señaló que en la elección de la ecuación constitutiva 

hipoelástica, que gobernará la respuesta del material, se tienen en cuenta distintos requeri-

mientos. Uno de estos requerimientos es la independencia de las constantes del material res-

pecto del sistema coordenado cartesiano adoptado como referencia. Considerando una rela-

ción como la (1.9-13), DCτ :τ∇∇ = , la indiferencia referencial del material requiere que: 

 +∇+∇ = DCτ :τ  (1.13-1) 

Recordando la transformación objetiva de los tensores de segundo orden (1.7-4), se puede es-

cribir: 

 TT QDQCQτQ ..:.. τ∇∇ = , ó   pqlqkpijklmnjnim DQQCQQ ∇∇ = ττ  (1.13-2) 

y reordenando se tiene: 

 pqijkllqkpjnimmn DCQQQQ )( τ∇∇ =τ  (1.13-3) 

Pero la relación constitutiva es DCτ :τ∇∇ = , por lo tanto debe cumplirse: 

 ∇∇ = ττ
ijkllqkpjnimmnpq CQQQQC  ,   ijQ∀  (1.13-4) 

condición que se satisface sólo para materiales isotrópicos. Para eliminar esta restricción, se 

elige la relación constitutiva (1.8-16), DCτ :τ=& , en términos de los tensores tasa de la ten-
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sión corrotada de Kirchhoff y tasa de deformación corrotada, insensibles a rotaciones de cuer-

po rígido, es decir, ττ && ≡+  y DD ≡+ . En consecuencia: 

 DCτDCτ :     : ττ =≡= ++ &&  (1.13-5) 

cumpliéndose la condición (1.13-1) para toda rotación rígida, no imponiendo restricciones a 

este tensor constitutivo, esto es, τC  puede ser anisotrópico. 

 Si el material fuera isotrópico, resulta: 

 )(τ
jkiljlikklijijklC δδδδµδλδ ++=  (1.13-6) 

siendo ijδ  el delta de Kronecker (1.4-10), y: 

 
)1(2 ν

µ
+

=
E , y  

)21)(1( νν
νλ

−+
=

E  (1.13-7) 

las constantes de Lamé en función del módulo Young E y del coeficiente de Poisson ν . 

 Otro de los requerimientos a tener en cuenta en la elección de la ecuación constitutiva 

hipoelástica es la simetría de la matriz de rigidez tangente de los elementos finitos, necesaria 

para acelerar la solución del sistema de ecuaciones (1.11-13) y reducir la demanda de almace-

namiento en memoria en el cálculo computacional. Esta simetría, como puede observarse en 

las (1.11-14) y (1.11-15), se cumple si las matrices ][ σt  y ][ τC  son simétricas. De acuerdo a 

(1.11-10), la matriz ][ σt  es simétrica por ser simétrico el tensor de Cauchy σ , y de acuerdo a 

(1.11-9), la matriz ][ τC  será simétrica si el tensor constitutivo τ
ijklC  posee simetría mayor. 

Recordando (1.8-17), (1.8-9) y (1.4-15), se tiene: 

 RτΩΩττRDCτ )(:τ TT −−== &&   

  [ ]RΩWττΩWτWWττR TTT )()( −+−+−−= &  

  [ ]RΩWττΩWτDDττR T
v

T L )()( −+−+++=   

  [ ]RDCCCR :)( τ ′′+′+= T  (1.13-8) 

donde: 

 τDDτDC +=′ : , ó  )(
2
1

ikjliljkjkiljlikijklC τδτδτδτδ +++=′  (1.13-9) 

y 

 T)()(: ΩWττΩWDC −+−=′′  (1.13-10) 

Recordando la primer igualdad de (1.4-23), en la (1.13-8), se tiene: 

 DCCCRDRRCR :)():( ττ ′′+′+=TT  (1.13-11) 
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o en notación indicial: 

 klijklijklijklklmnpqlqkpjnim DCCCDCRRRR )( ττ ′′+′+=  (1.13-12) 

de donde se despeja: 

 CCRRCRRC ′′−′−= TTττ , ó  ijklijklmnpqlqkpjnimijkl CCCRRRRC ′′−′−= ττ  (1.13-13) 

Los tensores τC  y C′  poseen simetría menor y mayor, pero el tensor C ′′  no posee simetría 

mayor (ver Simo – Hughes 1998, pag. 273), tornando no simétrico al tensor τC , en conse-

cuencia, la matriz de rigidez material tangente (1.11-14) resulta no simétrica. Por lo tanto, pa-

ra conservar la simetría de la matriz de rigidez tangente debería eliminarse el tensor C ′′ , es 

decir, se debería considerar que ΩW = , resultando, a partir de la primer igualdad de (1.13-8), 

que: 

 RτRτ J∇= T&  (1.13-14) 

donde J∇τ  es la tasa de Jaumann de la tensión de Kirchhoff definida en (1.8-6). La suposición 

simplificativa de considerar 0C ≅′′  aparentemente no provoca errores apreciables cuando las 

tensiones internas del cuerpo se mantienen con valores cuyos órdenes de magnitud son meno-

res respecto a los valores establecidos por las constantes del material, o también, cuando las 

tensiones de corte, definidas según el sistema cartesiano elegido como referencia, son muy 

reducidas respecto de las tensiones normales. La justificación de esta afirmación puede ser 

vista en la sección 1.14. 

 Aceptando la simplificación mencionada, 0C ≅′′ , y considerando el caso particular de 

materiales isotrópicos, la (1.13-13) puede ser escrita, en notación matricial o de Voigt, como: 

 ][][][ ττ CCC ′−=  (1.13-15) 

donde la matriz ][C′  para problemas bidimensionales, según (1.13-9) y (1.11-3), resulta: 

 
















+
≡′

)(
20

02
][

22112
1

1212

1222

1211

ττττ
ττ
ττ

C , con  2112 ττ =  (1.13-16) 

 En los modelos hipoelastoplásticos, el tensor velocidad de deformación es típicamente 

descompuesto aditivamente en partes elástica y plástica: 

 PE DDD +=  (1.13-17) 

La parte elástica es la que se relaciona, a través de la ecuación constitutiva (1.13-5), con la ta-

sa corrotada de la tensión de Kirchhoff, esto es: 

 )(:: PτEτ DDCDCτ −==&  (1.13-18) 
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Mientras que la parte plástica queda definida por la regla de flujo plástico como: 

 ),(.P kτaD Λ= &  (1.13-19) 

donde Λ&  es la tasa del multiplicador plástico, k  es el conjunto de variables internas, ligadas 

al endurecimiento, que gobiernan la evolución de la superficie de fluencia ),( kτF , y ),( kτa  

es la dirección del flujo plástico: 

 
τ

kτkτa
∂

∂
=

),(),( Q  (1.13-20) 

siendo ),( kτQ  un potencial plástico que define el incremento de deformaciones plásticas. Es-

tas deformaciones plásticas se producen sólo si las tensiones τ  satisfacen el criterio de plasti-

ficación, es decir, si alcanzan el límite elástico o superficie de fluencia: 0),( =kτF . El caso 

particular de FQ ≡  es conocido como plasticidad asociada, y es el abordado en este trabajo. 

Por lo tanto, la (1.13-19), expresada en forma diferencial y recordando la última equivalencia 

de (1.4-23), resulta: 

 
τ

kτε
∂

∂
Λ=

),(P Fdd  (1.13-21) 

 El resto de las ecuaciones de plasticidad, incluidas las deducciones del parámetro plásti-

co Λd  y de la matriz constitutiva elastoplástica τ
EPC  se desarrollan de manera totalmente aná-

loga al caso de plasticidad infinitesimal (linealidad geométrica), pero en términos de las ten-

siones corrotadas τ . Además estos desarrollos son comunes a los de los modelos hiperelasto-

plásticos. Por lo tanto, fueron agrupados en la sección 1.16. 

 

 

1.14 INFLUENCIA DE LA ASIMETRIA EN EL TENSOR CONSTITUTIVO τC . 

 

 Con el objeto de realizar algún aporte a la bibliografía especializada en Mecánica No 

Lineal de los Medios Continuos, y tratando de ampliar lo ya publicado por Simo – Hughes 

(1998, pag. 273), en este trabajo de Tesis se realiza también el análisis teórico de la influencia 

de la parte asimétrica del tensor constitutivo τC . A continuación se estudia en cuales casos 

este tensor τC  puede ser supuesto simétrico, y en cuales otros casos no es posible realizar tal 

suposición. 
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 La tasa de τ , calculada en (1.13-8), también puede ser expresada como: 

 RτΩΩττRτ )( TT −−= &&   

  [ ]RΩLττΩLτR T
v

T L )()( −+−+=  (1.14-1) 

Considerando además la antisimetría de Ω , se puede escribir: 

 ( ) [ ]TT )()(
2
1

2
1 ΩLΩLLLD −+−=+=  (1.14-2) 

Reemplazando esta expresión en las relaciones constitutivas: DCτ :τ=&  y DCτ :τ=vL , y 

luego en la (1.14-1), se tiene: 

 [ ] =−+− RΩLΩLRC TT )()(
2
1:τ   

 [ ] RΩLCΩLΩLCR




 −′′′+−+−= )(:)()(

2
1:τ TT  (1.14-3) 

donde: 

 T)()()(: ΩLττΩLΩLC −+−=−′′′ , ó  jkiljlikijklC τδτδ +=′′′  (1.14-4) 

Teniendo presente que τC  posee simetría menor, se tiene: )(
2
1 τττ

mnqpmnpqmnpq CCC += . Por lo 

tanto se puede despejar en notación indicial: 

 ijklmnpqlqkpjnimijlkijklijkl CCRRRRCCC ′′′−=+= ττττ )(
2
1ˆ  (1.14-5) 

Este tensor, con simetría menor: ττ ˆˆ
ijlkijkl CC = , puede ser utilizado en lugar de τ

ijklC  para el cál-

culo del primer miembro de la (1.10-11), puesto que, como puede apreciarse en dicha expre-

sión, se lo multiplica por la velocidad de deformación klD , simétrica.  

 El tensor τC , como generalmente se hace en los modelos hipoelásticos, es asumido con 

simetría mayor. Sin embargo, el tensor C ′′′  no posee simetría mayor: klijijkl CC ′′′≠′′′ , tornando 

no simétrico a τĈ  y consecuentemente a la matriz de rigidez del sistema de elementos finitos. 

Separando C ′′′  en una parte simétrica CC ′≡sim  y otra asimétrica asimC , se obtiene: 

 asimsim
ijklijklijkl CCC +=′′′  (1.14-6) 

donde: 

 )(
2
1sim

ikjliljkjkiljlikijklijkl CC τδτδτδτδ +++=′≡ ,  klijijlkjiklijkl CCCC ′=′=′=′  (1.14-7) 

posee simetría mayor y menor, y: 
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)(
2
1asim

ikjliljkjkiljlikijklC τδτδτδτδ −+−= ,  asimasimasim
ijlkjiklijkl CCC −==  y asimasim

klijijkl CC ≠  (1.14-8) 

no posee simetría mayor. 

 Como se desprende de las expresiones (1.14-5), (1.14-6) y (1.14-8), para mantener la 

simetría mayor de τC  (y de la matriz de rigidez de los elementos finitos), se puede eliminar el 

término asimC , en general cuando las tensiones internas ijτ  del cuerpo son de un orden de 

magnitud menor respecto a las constantes del material, es decir: τasim CC << , y en particular 

cuando las tensiones tangenciales ijτ  (con ji ≠ ) y )(2
1

jjii ττ −  son de valor despreciable, re-

sultando: 0C ≅asim . Por lo tanto, en estos casos se podrá calcular τC  de (1.10-11) y (1.11-

14), sin generar errores significativos, utilizando la expresión:  

 ijklmnpqlqkpjnimijkl CCRRRRC ′−= ττ  (1.14-9) 

 Por supuesto, en los demás casos, en que asimC  posea un valor no despreciable, el ten-

sor τC  se tiene que calcular con (1.13-13) o (1.14-5), debiendo resolverse necesariamente sis-

temas no simétricos de ecuaciones de elementos finitos. 

 

 

1.15 MODELO HIPERELASTOPLASTICO. 

 

 El modelo descrito en la sección 1.13, basado en una relación constitutiva hipoelástica, 

está sujeto a una serie de críticas, a saber: 

● El trabajo realizado en un ciclo cerrado de deformación elástica no es exactamente 

igual a cero. 

● Se requiere de ecuaciones constitutivas incrementalmente objetivas para asegurar que 

las rotaciones finitas no induzcan errores inaceptables en las tensiones. 

● Además, si el modelo hipoelástico no fuera formulado en términos de magnitudes co-

rrotadas, sólo se podrían representar materiales isotrópicos. 

 Los modelos constitutivos hiperelastoplásticos son desarrollados para eliminar los in-

convenientes mencionados. Como se señalara en la sección 1.9, la respuesta elástica en estos 

modelos deriva de un funcional de energía almacenada, por lo tanto, el trabajo realizado en un 

camino cerrado de deformación elástica es exactamente nulo, y no es necesaria la integración 

de tasas objetivas de tensiones para computar la tensión en el tiempo actual. Además, en las 
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formulaciones hiperelastoplásticas se describe de manera natural la indiferencia referencial de 

las constantes del material. 

 Dos conceptos claves distinguen los materiales hiperelastoplásticos de los hipoelasto-

plásticos: 

● Una descomposición multiplicativa de la deformación en partes elástica y plástica: 

  PEFFF =  (1.15-1) 

donde EF  y PF  son las partes elástica y plástica, respectivamente, del gradiente de 

deformación F. 

● El cálculo de las tensiones en función de las deformaciones elásticas a través de un 

funcional de energía almacenada: 

  
E

E )(
ε
ετ

∂
∂

=
w  (1.15-2) 

donde Eε  es la parte elástica de la deformación logarítmica simétrica (1.4-24). 

 La descomposición (1.15-1) del gradiente de deformación puede ser interpretada con-

ceptualmente, por aplicación de la regla de diferenciación en cadena y de manera análoga a 

(1.4-6), como una deformación total fraccionada en dos etapas, la primera una plástica y luego 

otra elástica: 

 
X
x

x
x

X
x

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ *

*  (1.15-3) 

donde *x  pertenece a una configuración ficticia intermedia, correspondiente al tiempo ficticio 
*t  intermedio: ttt ∆+<< *0 , en la que se produjeron todas las deformaciones plásticas pero 

ninguna elástica. Esta hipotética configuración intermedia relajada es obtenida descargando el 

material de la configuración actual a un estado de tensión cero, en el cual no existen procesos 

elásticos. Por lo tanto, la parte plástica PF  del gradiente de deformación corresponde a la de-

formación desde la configuración inicial (tiempo 0) hasta esta configuración ficticia relajada 

(tiempo *t ), mientras que la parte elástica EF , las rotaciones de cuerpo rígido, y por supuesto 

las tensiones, son medidas desde la configuración relajada hasta la configuración actual 

(tiempo t+∆t). Sin embargo, no debe perderse de vista que esto es solo un artificio que facilita 

la comprensión de un fenómeno que en realidad es simultáneo. Aplicando la descomposición 

polar (1.4-5) a (1.15-1), se tiene: 

 EEE URF =   ⇒   PEE FURF =  (1.15-4) 

donde PP UF ≡  asumiendo que no existen rotaciones plásticas. 
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Figura 1-V: Descomposición del gradiente de deformación y definición de las distintas 
configuraciones geométricas. 

 

 

 Como puede verse en la Figura 1-V, la descomposición del gradiente de deformación 

define varias configuraciones geométricas. En la configuración corrotada se mide la tensión 

corrotacional de Kirchhoff (1.6-11), que para materiales hiperelastoplásticos queda definida 

como: 

 EEEE ..)(..)( RσRRτRτ TT J==  (1.15-5) 

 La respuesta elástica se calcula con (1.15-2) a partir de un funcional hiperelástico w , 

expresado en términos de magnitudes corrotadas, dado, análogamente a (1.9-3), por: 

 EEτE

2
1

klijijklijij Cdw εεετ == ∫ , ó  EτE ::
2
1 εCε=w  (1.15-6) 

siendo τC  el tensor constitutivo elástico constante que contiene las características del mate-

rial y que relaciona: 

 Eτ : εCτ = , ó  Eτ
klijklij C ετ =  (1.15-7) 

Derivando esta expresión en el tiempo, se obtiene: 
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 EτEτE
EE

E2
:::)( DCεCε

εε
ετ ==
∂∂

∂
= &&& w  (1.15-8) 

donde EE εD &≡  es la parte elástica de la tasa de deformación corrotada (1.4-23), calculada 

mas adelante en (1.15-18), y siendo: 

 
EE

E2
τ )(

εε
εC
∂∂

∂
=

w , ó  
EE

2
τ

klij
ijkl εε

wC
∂∂

∂=  (1.15-9) 

cuya expresión para materiales isotrópicos resulta: 

 )(τ
jkiljlikklijijklC δδδδµδλδ ++=  (1.15-10) 

con µ  y λ  las constantes de Lamé definidas en (1.13-7). La evaluación del tensor constituti-

vo τC , utilizado en el cálculo de la matriz de rigidez material (1.11-14), se realiza con la ex-

presión (1.13-13), o de acuerdo a lo discutido debajo de dicha expresión, para mantener la si-

metría de la matriz de rigidez tangente, se puede despreciar el tensor C ′′ , resultando: 

 CRRCRRC ′−= TT )()( EEτEEτ , ó   ijklmnpqlqkpjnimijkl CCRRRRC ′−= τEEEEτ  (1.15-11) 

con C′  definido en (1.13-9). Y para el caso particular de materiales isotrópicos, se puede es-

cribir en notación matricial o de Voigt: 

 ][][][ ττ CCC ′−=  (1.15-12) 

estando la matriz ][C′  definida para problemas bidimensionales según (1.13-16). 

 El gradiente espacial de velocidad, de acuerdo a (1.4-13) y (1.15-1), puede descompo-

nerse aditivamente en sus partes elástica y plástica: 

 1E1PPEPE1 )())(( −−− +== FFFFFFFFL &&&   

 PE1E1PPE1EE )()()( LLFFFFFF +=+= −−− &&  (1.15-13) 

o definido en la configuración corrotada resulta: 

 PEEE ..)( LLRLRL +== T  (1.15-14) 

con: 

 1EEEEEEEEE ).(..)(..)( −+== UURΩRRLRL &TT  (1.15-15) 

 1E1PPEEPEP ).().(...)( −−== UFFURLRL &T  (1.15-16) 

donde se aplicó la primer igualdad de (1.15-4), y el tensor de giro antisimétrico (1.4-19), 
T)( EEE RRΩ &= . Análogamente a (1.4-15), el gradiente espacial de velocidad corrotado L  

puede desdoblarse en el tensor simétrico tasa de deformación corrotada D  y en el tensor anti-
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simétrico de giro corrotado W , y éstos a su vez pueden descomponerse aditivamente en sus 

partes elásticas y plásticas: 

 )()( PPEEPE WDWDLLWDL +++=+≡+=  (1.15-17) 

siendo: 

 [ ] [ ] EE1E1EEEEE )()(
2
1)(

2
1 εUUUULLD &&& ≡+=+= −−T  (1.15-18) 

 [ ] [ ]E1E1EEEEEEEE )()(
2
1)()(

2
1 UUUURΩRLLW && −− −+=−= TT  (1.15-19) 

 [ ] [ ] PEP1P1E1E1PPEPPP )()()()(
2
1)(

2
1 εUFFUUFFULLD &&& ≡+=+= −−−−T  (1.15-20) 

 [ ] [ ]EP1P1E1E1PPEPPP )()()()(
2
1)(

2
1 UFFUUFFULLW && −−−− −=−= T  (1.15-21) 

donde se utilizó la simetría tanto de EU  como de PF . Las partes elástica y plástica de la tasa 

de la deformación logarítmica simétrica ε& , aplicadas a las últimas igualdades de (1.15-18) y 

(1.15-20), respectivamente, pueden ser calculadas recordando (1.4-23) y la segunda expresión 

de (1.15-4): 

[ ]UUUUε &&& 11

2
1 −− +=   

 [ ])()()()())((
2
1 EPEP1P1E1E1PPEPE UFUFFUUFFUFU &&&& +++= −−−−   

 [ ] [ ]EP1P1E1E1PPEE1E1EE )()()()(
2
1)()(

2
1 UFFUUFFUUUUU &&&& −−−−−− +++=   

 PE εε && +=  (1.15-22) 

 Teniendo en cuenta que: 

 [ ] TT )()(
2
1 EEEEEE RDRLLD =+= , y  [ ] TT )()(

2
1 EPEPPP RDRLLD =+=  (1.15-23) 

se verifica fácilmente la relación de potencia mecánica (1.6-9): 

 )(::)(:: PEPE DDτDτDDτDτ +=≡+=  (1.15-24) 

 La regla de flujo plástico puede ser definida como (ver Belytschko – Liu - Moran 2000, 

pag. 268): 

 ),(.).().(. 1E1PPEP kτaUFFUL Λ== −− &&  (1.15-25) 
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donde cada uno de los elementos de la última igualdad tienen el mismo significado que los 

definidos en (1.13-19). Pero también, manteniendo la analogía con la plasticidad infinitesi-

mal, la regla de flujo plástico en materiales hiperelastoplásticos puede ser expresada como: 

 ),(.).().(. 1E1PPEPP kτaUFFUDε Λ==≡ −− &&&  (1.15-26) 

donde se asumió que PL  es simétrico, es decir, de (1.15-20) surge: PP LD = , y de (1.15-21) 

resulta: 0W =P  (ver Bathe 1996, pag. 615). 

 Cualquiera de las definiciones (1.15-25) o (1.15-26) conducen a la misma evaluación 

del gradiente de deformación plástico PF  del tiempo actual t+∆t. Utilizando el mismo razo-

namiento que en (1.15-3), se puede decir que un incremento de deformación se produce en 

dos etapas, primera una plástica, desde el tiempo anterior equilibrado t hasta la configuración 

ficticia relajada del tiempo intermedio *t  (está claro que en este caso: t < *t  < t+∆t), y luego 

otra elástica, desde el tiempo *t  hasta el tiempo actual t+∆t. Planteando entonces la integral 

en el tiempo de (1.15-25), o (1.15-26), desde t hasta *t , las deformaciones elásticas se man-

tienen invariables, en consecuencia: 

 [ ] === −−−−− ∗∗
∗

∫ 1E1PPE1EPE1E1PPE ).().(ln.).(ln.).().(. UFFUUFUUFFU tttttt

t
tt

t

t

t dt&   

 ∫
∆+

Λ=∆=
tt

t

dt).,(.P kτaε &  (1.15-27) 

donde la última integral es calculada como una sumatoria por el algoritmo de retorno de ten-

siones (ver sección 3.4). Despejando el gradiente de deformación plástico del tiempo actual, 

se tiene: 

 [ ] PEP1EPP . ..)(exp FUεUFF tttttt ∆=≡ −∆+ ∗
 (1.15-28) 

El cálculo de la función exponencial de esta ecuación requiere de descomposición espectral 

(ver Bathe 1996, pag. 510 a 512) en cada incremento de tiempo. Para ahorrar el esfuerzo com-

putacional que esto significa, se pasa a la forma incremental la (1.15-25), o (1.15-26), y se 

despeja directamente el gradiente de deformación plástico del tiempo actual: 

 [ ] PEP1EP . ..)( FUεUIF ttttt ∆+= −∆+  (1.15-29) 

 Al igual que lo aclarado al final de la sección 1.13, el resto de las ecuaciones de plasti-

cidad en términos de las tensiones corrotadas son comunes a las del modelo hipoelastoplásti-

co, y son desarrolladas en la siguiente sección. 
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1.16 TEORIA DE PLASTICIDAD EN TERMINOS DE TENSIONES CORROTADAS. 

 

 En las secciones precedentes se desarrollaron los modelos constitutivos hipoelastoplás-

tico e hiperelastoplástico, señalando las particularidades de cada caso. A continuación se des-

criben las ecuaciones de plasticidad comunes a ambos modelos, siguiendo el esquema de de-

ducción de la plasticidad clásica infinitesimal (ver Zienkiewicz – Taylor 1991, vol. 2, pag. 

228 a 232), con todas las magnitudes medidas sobre la configuración corrotada. Entonces, a 

partir de (1.13-19) o (1.15-26), el incremento de deformación plástica, asumiendo plasticidad 

asociada, viene dado por: 

 
τ

kτε
∂

∂
Λ=

),(P Fdd  (1.16-1) 

Y el incremento de deformación elástica, según (1.13-18) o (1.15-8), se puede escribir como: 

 τCε dd 1τE ][ −=  (1.16-2) 

Nótese que en las expresiones anteriores se ha utilizado la notación matricial o de Voigt 

(1.11-2), eliminando por simplicidad los corchetes de los vectores. El incremento total de la 

deformación logarítmica simétrica (1.4-24) resulta: 

 
τ

kττCεεε
∂

∂
Λ+=+= − ),(][ 1τPE Fddddd  (1.16-3) 

 La condición de plastificación, que determina el nivel de tensiones τ  para el cual se ini-

cian las deformaciones plásticas, puede ser escrita en forma genérica como: 

 0),( =kτF  (1.16-4) 

donde k  es el conjunto de variables internas del material que gobiernan el endurecimiento, o 

evolución de la superficie de fluencia (1.16-4). Sobre esta superficie de fluencia 0=F  se 

mantienen las tensiones durante un proceso de carga plástica ( 0>Λd ). Esto también puede 

ser establecido por la condición de consistencia 0=Fd  que, por la regla de diferenciación en 

cadena, puede ser escrita como: 

 0. =Λ−
∂
∂=

∂
∂+

∂
∂= dAdFdFdFFd τ

τ
k

k
τ

τ
 (1.16-5) 

donde el parámetro A viene dado por: 

 
Λ∂

∂−=
d
dFA k

k
 (1.16-6) 
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Luego, a partir de (1.16-3) y (1.16-5), análogamente a la plasticidad infinitesimal, se deduce 

el incremento del multiplicador plástico: 

 
A

dd
T

T

+
=Λ

−

aCa
εCa

][
][

τ

1τ
 (1.16-7) 

donde a  es la dirección del flujo plástico (1.13-20), representado en plasticidad asociada por 

el vector normal a la superficie de fluencia: 

 
τ

kτa
∂

∂
=

),(F  (1.16-8) 

Para los casos de endurecimiento isotrópico:  

 0)()(),( =−= kτkτ gfF  (1.16-9) 

donde )(τf  es una función escalar que determina el nivel de las tensiones τ , y )(kg  es el 

límite elástico que depende de un conjunto de variables internas k  del material. Resulta en 

estos casos: 

 
τ
τa

∂
∂

=
)(f , ó     ,  ,  ,  ,  ,

123123332211 







∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
τ
f

τ
f

τ
f

τ
f

τ
f

τ
fTa  (1.16-10) 

 La matriz constitutiva elastoplástica, definida por: 

 )]([][ PEτ
EP

τ
EP εεCεCτ dddd +==  (1.16-11) 

puede ser deducida a partir de (1.16-3) y (1.16-7), obteniéndose en notación matricial o de 

Voigt: 

 
AT

T

+
−=

aCa
CaaCCC

]..[
].[.].[][][

τ

ττ
ττ

EP  (1.16-12) 

y en notación tensorial: 

 
AT

T

+
−=

aCa
CaaCCC

..
...

τ

ττ
ττ

EP , ó  
AaCa

CaaC
CC

tursturs

pqklpqmnijmn
ijklijkl +

−=
τ

ττ
ττ

EP )(  (1.16-13) 

 Una función escalar de variable tensorial satisface la condición de objetividad, según 

(1.7-19), si cumple: 

 ff =+ , ó  )()( ττ ff =+  (1.16-14) 

Como las tensiones corrotadas de Kirchhoff se mantienen invariables ante rotaciones rígidas, 

esto es ττ ≡+  de acuerdo a (1.7-18), entonces no se imponen restricciones a la función de 

fluencia, es decir, )(τf  puede representar un comportamiento anisotrópico en la plastifica-

ción. De otra manera, si la variable tensorial fuera una medida de tensión que no es invariable 
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ante rotaciones rígidas, tal el caso de σ  según (1.7-12) o τ  según (1.7-15), entonces la fun-

ción de fluencia, para que se cumpla (1.16-14), debería ser una función isotrópica de las ten-

siones, y por lo tanto, debería depender solamente de los invariantes de tensiones (ver Simo – 

Hughes 1998, pag. 261). De acuerdo a lo visto aquí y en (1.13-5), se observa que formular el 

comportamiento del material en términos de tensiones corrotadas no impone restricciones de 

isotropía a la respuesta del modelo, ni en el campo elástico ni en el plástico. 

 En particular, si el material modelado es isotrópico, la función )(τf  puede ser expresa-

da en términos de los invariantes 1I , 2J  y θ  de la tensión corrotada τ , y por la regla de dife-

renciación en cadena, el vector de flujo plástico (1.16-8) puede ser rescrito como (ver Owen – 

Hinton 1980, pag. 229 a 231): 

 TTTT CCCfJ

J

fI
I
fJIf

332211
2

2

1

1

21 )(

)(

),,( 2
1

2
1 aaa

ττττ
a ++=++==

∂
θ∂

θ∂
∂

∂
∂

∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂
θ∂

 (1.16-15) 

donde: 

{ }0 0, 0, 1, 1, 1,1
1 ==

τ
a

∂
∂IT  
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312312
d
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d
22

d
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∂
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a  (1.16-16) 
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En tanto, las constantes iC , al igual que la forma explícita de la función de fluencia (1.16-4), 

están definidas según el criterio de plastificación que se adopte, el cual depende del material 

en estudio. 

 En este trabajo se desarrolla la formulación, en términos de las tensiones corrotadas de 

Kirchhoff, de dos criterios de plastificación: el criterio de Von Mises, aplicable a sólidos me-

tálicos, y el criterio de Estados Críticos Modificado, aplicable a suelos arcillosos compresibles 

(ver sección 2.8). Para realizar dicha tarea es necesario calcular inicialmente los invariantes de 

tensiones. El primer invariante del tensor de Cauchy es: 

 Iσ :1 == iiI σ  (1.16-17) 

Expresándolo en función de las tensiones corrotadas τ  se tiene: 
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 1
EEEE

1 :)(::)( JIJJJI TT
ii ===== IσRIRσIσRRτ  (1.16-18) 

El segundo invariante del tensor desviador de las tensiones de Cauchy es: 

 dddd
2 :

2
1

2
1 σσ== ijijJ σσ  (1.16-19) 

y en términos de la tensión corrotada τ  resulta: 

 dddd
2 :

2
1

2
1 ττ== ijijJ ττ   

 [ ] 2
2dd2EdEEdE ):(

2
1)(:)(

2
1 JJJJJ TT === σσRσRRσR  (1.16-20) 

El tercer invariante del tensor desviador de Cauchy, teniendo en cuenta la simetría de σ , es: 

 ddddddddd
3 :

3
1)(:

3
1

3
1 σσσσσσ === T

kijkijJ σσσ  (1.16-21) 

y expresado en términos de la tensión corrotada de Kirchhoff es: 

 3
3ddd3dddddd

3 ):(
3
1:

3
1

3
1 JJJJ kijkij ==== σσσττττττ  (1.16-22) 

 El criterio de plastificación de Von Mises establece los siguientes valores de las cons-

tantes de (1.16-15): 

 01 =C   

 31
2

−= JC  (1.16-23) 

 03 =C   

mientras que la función de fluencia, representada gráficamente en la Figura 1-VI, y para endu-

recimiento isotrópico, resulta: 

 0)()(),( =−= kgfkF ττ  (1.16-24) 

donde )(kg  es la tensión de comparación, dependiente de una única variable k  de endureci-

miento, que define el límite elástico de la función de fluencia. Esta tensión de comparación es 

un parámetro que depende del material, y no depende de la medida de tensiones utilizada, es 

decir, su valor es el mismo si se mide sobre la configuración actual deformada o sobre la con-

figuración corrotada: 

 )()( kgkg =   ⇒   )()( στ ff =  (1.16-25) 

Y como en el criterio de Von Mises: 

 23)( Jf =σ  (1.16-26) 

de acuerdo a (1.16-20) y (1.16-25), se llega a: 
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Plano desviador
1 2 3+ +σ σ =0   σ

σ3

σ1

Eje hidrostático
     1 2 3= =σ σσ

Superficie de fluencia

σ2

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1-VI: Superficie de fluencia del criterio de Von Mises. 
 
 

 

 )(3)( 1
2

1 ττ fJJJf −− ==  (1.16-27) 

El parámetro A definido en (1.16-6), para este criterio y considerando que P: ετ dkd =  (work 

hardening), es igual al parámetro de endurecimiento 'H : 

 

E
E

E
H

d
kd

k
g

d
kd

k
FA

T

T

−
==

Λ∂
∂

=
Λ∂

∂−=
1

'  (1.16-28) 

siendo E  y TE  los módulos de elasticidad longitudinales correspondientes al campo elástico 

y plástico, respectivamente, obtenidos ambos de ensayos unidimensionales. 
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Capítulo 2  
 
 
 

MECANICA NO LINEAL DE MEDIOS POROSOS SATURADOS 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.1 INTRODUCCION. 

 

 En este Capítulo se desarrolla el modelo matemático no lineal aplicado específicamente 

a suelos saturados compresibles, extendiendo los modelos presentados en el Capítulo 1 al aná-

lisis de materiales bifásicos, sólido – agua, e incorporando una función de fluencia adecuada 

para la descripción del comportamiento elastoplástico de las arcillas compresibles de la región 

Nordeste Argentino. El criterio de fluencia utilizado es el de Estados Críticos Modificado, 

desarrollado por Di Rado - Awruch (1997, Capítulos 2 y 3), remitiéndose a dicho trabajo a los 

lectores interesados de ampliar algún concepto de ese tema. 

 Inicialmente se hace una introducción del concepto de consolidación y el mecanismo 

con que este fenómeno se produce. En las secciones siguientes se realiza el tratamiento mate-

mático del problema. Se comienza por el estudio de la fase sólida del suelo saturado, exten-

diendo la ecuación incremental del equilibrio, desarrollada en el Capítulo anterior para sólidos 

continuos, a sólidos porosos saturados de agua. Luego se estudia el comportamiento del agua 

que llena los poros del suelo a través de la ecuación de continuidad de los fluidos. El trata-
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miento conjunto de ambas fases, sólido – agua, se realiza por medio de un sistema de ecua-

ciones acoplado. La solución de este sistema acoplado se busca aplicando el método de los 

elementos finitos, obteniéndose un sistema incremental de ecuaciones cuyas incógnitas son 

los incrementos de desplazamientos y de presión de poros. En la parte final del Capítulo se 

presenta el criterio de plastificación de Estados Críticos Modificado, en términos de la tensión 

corrotada de Kirchhoff, utilizado para modelar el comportamiento elastoplástico de las arci-

llas compresibles que abundan en esta región Nordeste de la Argentina. 

 

 

2.2 LA CONSOLIDACION DE SUELOS SATURADOS. 

 

 Los asentamientos experimentados por los suelos compresibles son por lo general exce-

sivos y/o irregulares, causando daños muy serios a las estructuras que soportan. Se requiere 

entonces de rigurosos análisis, como la simulación numérica, que puedan predecir dichos 

efectos con procedimientos de cálculo que sean capaces de representar las no linealidades fí-

sicas y geométricas del comportamiento de la masa del suelo. 

 La deformación de una masa de suelo bajo carga se debe principalmente a la reducción 

del volumen de los vacíos, llamados poros. Si estos poros se encuentran llenos de agua, caso 

que se conoce como saturado, la disminución de volumen se produce cuando el agua es ex-

pulsada de dichos poros. Este proceso se denomina consolidación de suelos. 

 El proceso de consolidación de suelos puede ser prácticamente instantáneo o durar un 

largo periodo de tiempo, según sea la permeabilidad de los suelos cargados. En terrenos muy 

permeables como las arenas, el proceso es casi instantáneo, puesto que el agua de los poros 

puede drenar rápidamente. En cambio, la consolidación de arcillas o limos arcillosos es mu-

cho mas lenta, debido a la dificultad que encuentra el agua para escurrir dentro de una masa 

de suelo muy poco permeable, haciéndose necesario incluir al tiempo como una variable fun-

damental para tratar el problema. Este último caso es el analizado en el presente trabajo. 

 Es muy común caracterizar el problema de la consolidación de suelos a través del si-

guiente proceso: la carga o presión aplicada a la masa de suelo saturado, debido a la casi in-

compresibilidad del agua alojada en los poros, es tomada inicialmente por ésta en forma de 

una sobrepresión (por encima de la presión hidrostática que naturalmente tiene el agua) de-

nominada tensión neutra o presión de poros. Luego, al transcurrir el tiempo, el agua sobreten-
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sionada fluye disipando la presión de poros y transmitiendo la carga en mayor proporción a 

las partículas sólidas del suelo. Esta tensión genuina de la masa sólida o esqueleto granular, se 

denomina tensión efectiva. La suma de ambas tensiones, neutra y efectiva, debe siempre equi-

librar a la carga total (peso propio, sobrecargas externas, etc.) que solicita la masa de suelo y 

que se denomina tensión total. Cuando el agua es expulsada en una medida suficiente como 

para anular la tensión neutra o presión de poros, la tensión efectiva se hace igual a la total, y 

en ese instante se considera que finaliza la consolidación primaria. La consolidación que se 

produce posteriormente se denomina consolidación secundaria, causada principalmente por la 

deformación de las partículas sólidas. 

 La deformación total de la masa de suelo, debido a la reducción de vacíos por la disipa-

ción de la presión de poros y a la deformación de las partículas sólidas, genera los asenta-

mientos en superficie que afectan las estructuras fundadas sobre ese suelo. 

 

 

2.3 LAS TENSIONES EN LA MASA DE SUELO. 

 

 En la mecánica de los medios porosos saturados es usual dividir la tensión de Cauchy 

total σ  que soporta la masa de suelo en la tensión efectiva σ′ , soportada por las partículas só-

lidas, y en la presión de poros p, soportada por el agua que llena los vacíos intersticiales, y en 

el caso mas general también se llevan en cuenta las tensiones prσ  originadas por las deforma-

ciones en los granos sólidos debidas a la presión de poros. Se puede escribir entonces: 

 pr. σIσσ −−′= p  (2.3-1) 

donde I es el tensor identidad de segundo orden, y la convención de signos usada es: 

- para compresión del agua: p > 0 

- para compresión de las partículas: iiσ  < 0 

 Multiplicando la (2.3-1) por J, Jacobiano del movimiento macroscópico de la fase sóli-

da definido en (1.4-7), se obtiene, según (1.6-10), la tensión de Kirchhoff: 

 pr... τIτστ −−′== pJJ  (2.3-2) 

Y de acuerdo a (1.6-11), la tensión de Kirchhoff corrotada queda definida como: 

 pr.... τIτRτRτ −−′== pJT  (2.3-3) 

 En las soluciones incrementales de problemas no lineales, como fue visto en la sección 

1.8, se utilizan las tasas de las tensiones y de las deformaciones. Además, si el problema invo-



Mecánica No Lineal Aplicada a Problemas Geotécnicos Regionales. Capítulo 2 60 
 

lucra grandes deformaciones, o no linealidad geométrica, las tasas deberán ser objetivas (ver 

sección 1.7). En este trabajo se adoptó, en el desarrollo de los modelos tanto hipoelastoplásti-

co, sección 1.13, como hiperelastoplástico, sección 1.15, la relación constitutiva en términos 

de la tasa de las tensiones corrotadas de Kirchhoff τ& , indiferente a rotaciones de cuerpo rígi-

do, para describir el comportamiento del material. Expresando entonces la (2.3-3) en tasas, se 

obtiene: 

 prw ττττ &&&& −−′=  (2.3-4) 

donde la parte absorbida por la fase sólida del suelo viene dada, a partir de (1.8-16) y en nota-

ción de Voigt, por: 

 DCτ ].[ τ=′&  (2.3-5) 

donde ][ τC  es la matriz constitutiva que contiene las propiedades del material suelo, obteni-

das de ensayos drenados. Estableciendo de manera similar la relación entre las tasas de ten-

sión y deformación provocadas por la presión de poros, se tiene: 

 prτpr ].[ DCτ =&  (2.3-6) 

siendo prD  la tasa de deformación corrotada de las partículas sólidas, generada por la presión 

de poros, cuya magnitud, asumiendo un comportamiento isotrópico de los granos sólidos, re-

sulta: 

 prw

s

pr

3
1 DτD ≡−= &
k

 (2.3-7) 

donde se tuvo en cuenta la convención de signos definida al comienzo de la sección. Además 

sk  es el módulo de compresibilidad volumétrica de los granos del suelo, y wτ&  está dado mas 

adelante en la (2.3-9). Finalmente, debido a la característica hidrostática (o esférica) de las 

tensiones del agua, despreciando cualquier esfuerzo tangencial por viscosidad, la presión de 

poros y su tasa resultan magnitudes configuracionalmente independientes. Esto es: 

 Iττ ..ww pJ=≡  (2.3-8) 

y: 

 [ ]ppJpJpJ &&&&& +=+=≡ ).:(......ww DIIIIττ  (2.3-9) 

donde se tuvo en cuenta, según (1.4-8), que: ) traza(DJJ =& . 

 Para materiales isotrópicos, incorporando (2.3-5), (2.3-6), (2.3-7) y (2.3-9) en (2.3-4), se 

obtiene en notación matricial (o de Voigt): 
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  [ ] [ ]pp
k
JppJ TT &&& +++−= )..(.].[

3
)..(..].[ τ

s

τ DmmCDmmDCτ   

 pJpJ T &....)...(.].[ τ αα mDmmDC −−=  (2.3-10) 

donde m es un vector de componentes: { }0 ,0 ,0 ,1 ,1 ,1T =m , y α  es la constante de Biot en 

la configuración corrotada (ver Figura 1-V), definida como: 

 
s

τ

9
]..[1

k

T mCm
−=α  (2.3-11) 

Para la forma integrada (2.3-3), a partir de (2.3-7) y (2.3-8),también se deduce: 

 Iττ ... pJ α−′=  (2.3-12) 

 

 

2.4 ECUACION DE EQUILIBRIO EN TASAS DE MEDIOS POROSOS 

SATURADOS. 

 

 Para poder aplicar la ecuación de equilibrio en tasas (1.10-11) a suelos saturados, es ne-

cesario obtener primero una expresión de la tasa de tensión total medida sobre la configura-

ción actual )(Bϕ . Expresando entonces la (2.3-4) en términos de la tasa objetiva de Jaumann 

de la tensión de Kirchhoff, y recordando la (1.13-14), se obtiene: 

 prJwJJJ )()()(.. ∇∇∇∇ −−′== τττRτRτ T&  (2.4-1) 

Llevando en cuenta (2.3-5), (2.3-6) y (2.3-9), se puede escribir en notación matricial o de 

Voigt: 

 DCτ ].[)( τJJ =′∇   

 prτJprJ ].[)( DCτ =∇  (2.4-2) 

 [ ]ppJ T && +=≡∇ )..(..)( wwJ Dmmττ   

donde ][ τJC  es el tensor constitutivo, presentado en (1.8-6), cuya expresión, a partir de (1.8-

16), (1.4-23) y (1.13-14), resulta en notación tensorial: 

 TT RRCRRC ττJ = , ó  ττJ
mnpqlqkpjnimijkl CRRRRC =  (2.4-3) 

expresión que involucra la suposición simplificativa de considerar 0C ≅′′  en la (1.13-13). Por 

otra parte, prD  es la tasa de deformación de los granos sólidos generada por la presión de po-
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ros, cuya magnitud para materiales isotrópicos está dada por la (2.3-7). Para estos casos de 

isotropía, también se puede expresar la (2.3-10) en términos de J∇τ : 

 pJpJ T &....)...(.].[ τJJ αα mDmmDCτ −−=∇  (2.4-4) 

donde α  es la constante de Biot medida sobre la configuración actual deformada, dada por: 

 
s

τJ

9
]..[1

k

T mCm
−=α  (2.4-5) 

 Llevando en cuenta (2.4-1) y (2.4-2) en (1.8-11), se puede calcular la falsa derivada de 

la tensión de Kirchhoff de la siguiente manera: 

 DττDτττττ ..)()()( prJwJJc −−−−′=≡ ∇∇∇∇
vL   

 [ ] DCDCDmmDC ].[].[)..(..].[ prτJτJ ′−−+−= ppJ T &   

 [ ] prτJτ ].[)..(..].[ DCDmmDC −+−= ppJ T &  (2.4-6) 

con C′  dado, en notación tensorial, por: 

 τDDτDC +=′ : , ó  )(
2
1

ikjliljkjkiljlikijklC τδτδτδτδ +++=′  (2.4-7) 

expresión análoga a la (1.13-9), pero donde τ  ahora representa a la tensión de Kirchhoff total, 

dada en (2.3-2), del material bifásico suelo saturado. Además, a partir de (2.4-3) y (2.4-6), se 

tiene: 

 CRRCRRCCC ′−=′−= TTττJτ , ó  ijklmnpqlqkpjnimijkl CCRRRRC ′−= ττ  (2.4-8) 

No debe confundirse este tensor constitutivo con el que se obtiene de la siguiente separación 

de la falsa derivada de la tensión de Kirchhoff: 

 prwc )()()( τττττ vvvv LLLL −−′=≡∇  (2.4-9) 

donde: 

 DCDττDττ :
~

..)()( τJ =′−′−′=′ ∇
vL  (2.4-10) 

con: 

 CRRCRRCCC
~~~ ττJτ ′−=′−= TT , ó  ijklmnpqlqkpjnimijkl CCRRRRC

~~ ττ ′−=  (2.4-11) 

y: 

 DττDDC ..:
~ ′+′=′ , ó  )(

2
1~

ikjliljkjkiljlikijklC τδτδτδτδ ′+′+′+′=′  (2.4-12) 

expresión en términos de la tensión de Kirchhoff efectiva. 

 Para materiales isotrópicos, recordando (2.4-4), la (2.4-6) queda expresada: 

 pJpJL T
v &....)...(.].[ τ αα mDmmDCτ −−=  (2.4-13) 
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estando la constante de Biot α  dada en (2.4-5). 

 Recordando la (1.10-10) y lo comentado en el parágrafo siguiente, es posible obtener la 

forma débil de la ecuación de equilibrio expresada en tasas, equivalente a (1.10-11) pero apli-

cable a medios porosos saturados: 

 [ ] =−+−+∫
)(

prτJτ )(:).:.(.:.:
B

B

ϕ

ϕδ
t J

dppJ ttttttttt DCDIIDCτLL &   

 ∫∫
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)(..)(...
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BB
ϕϕ

ϕδϕδ
tt

ddρ tt tvbv &&  (2.4-14) 

o, para materiales isotrópicos: 

 [ ] =−−+∫
)(

τ )(....).:.(.:.:
B
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ϕ

ϕααδ
t J

dpJpJ ttttttttt &IDIIDCτLL   

 ∫∫
∂

∂+=
)()(

)(..)(...
BB

BB
ϕϕ

ϕδϕδ
tt

ddρ tt tvbv &&  (2.4-15) 

 Para llegar al sistema acoplado, y antes de implementar la solución por el método de los 

elementos finitos, es necesario analizar el comportamiento de la fase fluida (el agua) que llena 

los poros del medio poroso saturado. 

 

 

2.5 ECUACION DE CONTINUIDAD DEL FLUIDO. 

 

 El movimiento de los fluidos a través de un medio poroso saturado está gobernado por 

la ley de Darcy, que puede ser expresada en la configuración geométrica del tiempo actual de 

la siguiente manera: 

 ).(.w pz +∇−= γkv  (2.5-1) 

donde wv  es el vector velocidad espacial del fluido, k  es una matriz que contiene los coefi-

cientes de permeabilidad del suelo en las diferentes direcciones, γ  es el peso específico del 

agua, z  es la altura geodésica en relación al sistema de referencia y ∇  es el vector gradiente 

espacial. 

 Por otra parte, la ecuación de continuidad del fluido viene dada por: 

 0w =−∇ χ&vT  (2.5-2) 
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donde χ&  es la tasa de acumulación del fluido por unidad de volumen de la configuración ac-

tual )(Bϕ , dependiente de (ver Zienkiewicz – Humpheson – Lewis 1977, pag. 155 y 156): 

a) La tasa de acumulación debido a la deformación específica total volumétrica: 

 Dm .vol1
TD −=−=χ&  (2.5-3) 

b) La tasa de acumulación debida a la variación de volumen de los granos del suelo, produci-

da por la variación de presión: 

 
s

2 )1(
k
pn
&

& −−=χ  (2.5-4) 

donde n es la porosidad del suelo. 

c) La tasa de acumulación debida a la compresibilidad del fluido: 

 
w

3 k
pn
&

& −=χ  (2.5-5) 

donde kw es el coeficiente de compresibilidad volumétrica del agua. 

d) La tasa de acumulación debida a la compresibilidad media de los granos del suelo, produ-

cida por la variación de las tensiones efectivas actuando sobre el volumen actual )1( n−  de la 

fase sólida: 

 







+= mDCm
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k
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k
T &

&χ  (2.5-6) 

 Introduciendo (2.5-3), (2.5-4), (2.5-5) y (2.5-6) en (2.5-2), y teniendo en cuenta la ex-

presión (2.5-1), se obtiene: 

).(..
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τJ
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2
sws

zγ
k

p+p
kk

n
k

n T
T

TTT ∇∇=
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−+

− kDCmmkmCm &  (2.5-7) 

Esta ecuación, válida en la configuración actual deformada )(BS ϕ= , tiene como condicio-

nes de contorno, en )()()( vp BBB ϕϕϕ ∂∪∂=∂ , los valores prescriptos de la presión de poros 

p  y de velocidad del fluido wv : 

pp =  en  (B)ϕp∂  

w. vk =∇− p  en  (B)ϕv∂  

También se tienen condiciones iniciales del tipo pp=0  en la configuración original B . 

 

 



Mecánica No Lineal Aplicada a Problemas Geotécnicos Regionales. Capítulo 2 65 
 
2.6 SISTEMA SOLIDO - AGUA ACOPLADO. 

 

 El análisis en conjunto del medio bifásico en estudio, suelo saturado, se puede realizar 

mediante el acoplamiento de las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de cada una de 

las fases. De esta manera las incógnitas de cada ecuación son calculadas simultáneamente 

considerando la interacción de las fases. 

 La fase sólida (o esqueleto granular) del suelo está gobernado por la ecuación de equili-

brio (2.4-15), en tanto, la fase fluida (el agua) se rige por la ecuación de continuidad (2.5-7). 

Para poder encontrar la solución de esta última ecuación es necesario aplicarle el método de 

Galerkin, con un factor de peso pδ , obteniéndose la siguiente expresión integral sobre la con-

figuración actual: 

∫∫∫ =
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kk  (2.6-1) 

donde n es la dirección normal al contorno (B)ϕv∂ , y: 

 







−+

−
= mCm ]..[

)3(
1)1( τJ

2
sws

T

kk
n

k
ns  (2.6-2) 

 Por lo tanto, las ecuaciones (2.4-15) y (2.6-1) constituyen el sistema acoplado del medio 

poroso saturado, cuyas incógnitas, los incrementos o tasas de desplazamientos u&  y de presión 

de poros p& , pueden ser calculadas aplicando el método de los elementos finitos. 

 

 

2.7 APLICACION DEL M.E.F. AL SISTEMA ACOPLADO. 

 

 En la aplicación del método de los elementos finitos (M.E.F.) las incógnitas del proble-

ma, las tasas de los desplazamientos u&  y de la presión de poros p& , son interpoladas en térmi-

nos de sus valores nodales usando funciones de interpolación uN  y pN  respectivamente. Para 

tener uniformidad en el grado de exactitud del cálculo de las incógnitas, en la solución de 

problemas numéricos se utilizarán elementos rectangulares de ocho nodos para los desplaza-

mientos y de cuatro para la presión de poros, debido a que la presión de poros, de acuerdo a 
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(2.3-1), es una magnitud que debe tener el mismo grado de precisión que las tensiones, calcu-

ladas éstas a partir de derivadas de los desplazamientos. Por lo tanto, se tiene: 

 }ˆ.{}{ u uNu && =   

 }ˆ.{p pN && =p  (2.7-1) 

donde los valores de las incógnitas en los nodos del elemento finito están dados por los vecto-

res }ˆ{u&  para la tasa de desplazamientos, y }ˆ{p&  para la tasa de la presión de poros. 

 Discretizando la ecuación de equilibrio (2.4-15) de manera análoga a lo hecho en la sec-

ción 1.11, y llevando en cuenta (2.7-1), con vu ≡& , se puede escribir en cada elemento finito: 

 extˆ.~ˆ. FpLuK &&& =−  (2.7-2) 

siendo: 
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 (2.7-3) 

 ∫=
)(

pu )(....)(~

B

B
ϕ

ϕα
t

dtT NmBL  (2.7-4) 

y: 

 ∫∫
∂

∂+=
)(

u

)(

u
ext )(}..{)()(.}..{)(

BB

BB
ϕϕ

ϕϕ
tt

ddρ TT tNbNF &&&  (2.7-5) 

donde uβ  y uB  son las relaciones }{L  - }ˆ{u& , según (1.11-8), y }{D  - }ˆ{u& , según (1.11-7), 

respectivamente, pero expresados ambos en términos de uN . Además, el valor de α  está da-

do en (2.4-5), y el de ][ τC  se obtiene de (2.4-8). 

 Discretizando también la ecuación de continuidad del fluido (2.6-1), llevando en cuenta 

(2.7-1), se obtiene a nivel de cada elemento: 

 ext1
~ˆ.ˆ.~ˆ. FpHuLpS &&& −=++ tT  (2.7-6) 

siendo: 
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 ∫ ∇∇=
)(

pp )(...)(
B

B
ϕ

ϕ
t

dT NkNH  (2.7-9) 

y: 
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con s definido en (2.6-2) y donde w
nv  es la velocidad de flujo prescripta normal al contorno 

(B)ϕv∂ , dada por: 

 nv
n

k .)( ww
n =



 +

−=
∂

∂ γ zpv  (2.7-11) 

 Juntando la expresiones (2.7-2) y (2.7-6) se obtiene la forma matricial del sistema aco-

plado: 
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 Aplicando el método del parámetro Θ  a la incógnita p se tiene: 

 ppp ttt &&& ).1( . ΘΘ −+= ∆+  (2.7-13) 

con 10 ≤≤Θ ; y considerando que: 
t

ttt

∆
∗−∗

=∗
∆+ )()()(& , se puede escribir: 
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 (2.7-14) 

Llevando esta última expresión a una forma incremental simétrica, se obtiene: 

 







∆
∆

+













∆

=







∆
∆










∆+−−
−

ext

ext

1
~ˆ

ˆ
.ˆ

ˆ

).(~
~

F
F

p
u

H0
00

p
u

HSL
LK

t

t

T ttΘ.
 (2.7-15) 

donde, para eliminar la asimetría del sistema, se cambió el signo de la última ecuación. 

 La expresión (2.7-15) luego de ser montada para todo el dominio en estudio, e incluidas 

las correspondientes condiciones de contorno, conduce al sistema de ecuaciones algebraicas 

incrementales que son resueltas iterativamente, de acuerdo a lo discutido en la sección 1.2, 

debido a que el problema es no lineal. 

 El proceso iterativo se extiende hasta que el error o residuo ℜ  sea menor o igual a una 

tolerancia preestablecida. Este residuo, análogamente a (1.11-21), se calcula para medios po-

rosos saturados de la siguiente manera: 
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 (2.7-16) 

donde }{ )(itt σ∆+  es el vector de tensiones totales (tensiones efectivas mas presión de poros) 

de Cauchy, calculado a partir de (1.6-11), como: 

 )(1)( )..( iTttitt J RτRσ −∆+∆+ =  (2.7-17) 

en términos de la tensión corrotacional total de Kirchhoff τ , cuyo valor en la iteración (i) del 

tiempo t+∆t es directamente la sumatoria de los incrementos de tensión total (2.3-4) evaluados 

hasta ese momento. 

 

 

2.8 CRITERIO DE PLASTIFICACION PARA SUELOS COMPRESIBLES. 

 

 En la sección 1.16 se desarrolló el criterio de plastificación de Von Mises, aplicable a 

metales, en términos de las tensiones corrotadas, quedando pendiente el desarrollo de un crite-

rio de plastificación o fluencia aplicable a suelos arcillosos compresibles, también en términos 

de las tensiones corrotadas. En este trabajo se ha elegido el criterio de plastificación de Esta-

dos Críticos Modificado para la descripción del comportamiento elastoplástico del suelo. El 

criterio de Estados Críticos, ha sido propuesto originalmente por Zienkiewicz – Humpheson – 

Lewis (1975), y modificado luego por Di Rado - Awruch (1997). 

 El criterio de plastificación de Estados Críticos Modificado establece una función de 

fluencia 0),,( =′ θqpF  expresada en términos de los invariantes p′ , q  y θ , cuyas expresio-

nes son: 

 
3
1I

p −=′  (2.8-1) 

 23Jq =  (2.8-2) 

 2/3
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33)3sen(

J
J

−=θ  (2.8-3) 
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donde 1I  es el primer invariante, 2J  y 3J  son los segundo y tercer invariantes, respectiva-

mente, del tensor desviador, los tres de las tensiones efectivas de Cauchy σ′ . El valor de θ  

calculado a partir de (2.8-3) tiene como valores límites: oo 3030 ≤≤− θ . 

 Expresando los invariantes en términos de la tensión efectiva corrotada τ ′ , llevando en 

cuenta (1.16-18), (1.16-20) y (1.16-22), se obtiene: 

 pJ
JII

p ′=−=−=′
33

11  (2.8-4) 

 JqJJJq === 2
2

2 33  (2.8-5) 

 )3sen(
)(2

33
)(2

33)3sen( 2/3
2

2
3

3

2/3
2

3 θθ =−=−=
JJ

JJ
J

J
 (2.8-6) 

 Concretamente, el criterio de fluencia de Estados Críticos Modificado puede escribirse: 
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Figura 2-I: Criterio de plastificación de Estados Críticos Modificado. 
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donde copkg =)(  es la tensión de comparación que define el límite elástico de la función de 

fluencia, y )2( apco −  es la presión inicial de preconsolidación, ver Figura 2-I. Además: 

 
φφ tgtg

cCa ==
∗

∗
 (2.8-8) 

con: 

 
θθ sen.sencos.3

sen3tg
φ

φφ
−

=∗  (2.8-9) 

y 

 
θθ

cC
sen.sencos.3

cos..3
φ
φ

−
=∗  (2.8-10) 

siendo c y φ  los coeficientes de cohesión y fricción interna del suelo, respectivamente. En la 

Figura 2-I se puede observar que sobre la línea de estados críticos se tiene: 

1
tg)(

=







′ ∗φ +ap

q . 

 El coeficiente de cohesión medido en la configuración corrotada resulta: cJc .= , mien-

tras que el ángulo de fricción interna se mantiene inalterado, esto es: φφ ≡ . En consecuencia, 

expresando las magnitudes (2.8-8), (2.8-9) y (2.8-10) en términos de las tensiones efectivas 

corrotadas, recordando además que θθ ≡  según (2.8-6), se tiene: 

 aJca .
tg

==
φ

 (2.8-11) 

 ∗∗ =
−

= φ
φ

φφ tg
sen.sencos.3

sen3tg
θθ

 (2.8-12) 

 ∗∗ =
−

= CJ
θθ

cC .
sen.sencos.3

cos..3
φ
φ  (2.8-13) 

 Análogamente a lo visto en (1.16-25), la tensión de comparación cop  es independiente 

del tensor de tensiones usado en la definición de la superficie de fluencia (2.8-7), es decir: 

 copkgkg =≡ )()(   ⇒   ),,(),,( θθ qpfqpf ′≡′  (2.8-14) 

siendo ),,( θqpf ′  la función de fluencia definida en términos de las tensiones efectivas co-

rrotadas τ ′ : 
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donde se llevaron en cuenta las (2.8-4), (2.8-5), (2.8-11) y (2.8-12). 

 El vector de flujo plástico a  se desarrolla en función de τ ′  según (1.16-15), y sus tér-

minos ia  lo hacen según (1.16-16), en tanto que las constantes iC , para el criterio de Estados 

Críticos Modificado, quedan definidos como: 
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En el caso que θ  adopte los valores límites anteriormente señalados, o30±=θ , las constantes 

2C  y 3C  vienen dadas por las siguientes expresiones: 
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 Análogamente al caso de los sólidos continuos, la distinción entre el comportamiento 

elástico y plástico de los materiales porosos se visualiza sobre un gráfico tensión – deforma-

ción específica, y específicamente para el material suelo, dicha distinción se aprecia mejor 

analizando el comportamiento durante un proceso de compresión confinada o ensayo odomé-

trico. En la Figura 2-II se grafica la respuesta linealizada del suelo cuando es sometido a una 

compresión efectiva p′ , representándose en el eje de ordenadas el volumen específico: 

v=1+e, siendo e la relación de vacíos actual del suelo, y en el eje de abscisas, el logaritmo na-

tural de p′ . 
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Figura 2-II: Curva de Compresibilidad. Trayectorias elásticas y plásticas. 
 
 

 En el gráfico la línea A-B-C es la recta virgen de consolidación, o línea normalmente 

consolidada (L.N.C.), que describe la respuesta del suelo cuando es sometido a presiones su-

periores a cualesquiera antes soportadas. En la descarga el suelo describe líneas tales como la 

B-D o C-E, denominadas rectas de expansión y recarga, sobre las cuales las deformaciones 

experimentadas son totalmente recuperables o elásticas, mientras que sobre la recta virgen de 

consolidación se producen deformaciones elásticas y plásticas (o irrecuperables). Las pen-

dientes de las líneas de expansión y normalmente consolidada son, respectivamente, K  y ω . 

 La evolución de la superficie de fluencia, sea ésta un endurecimiento o un ablandamien-

to, se calcula con la siguiente ecuación: 

 ).exp(.0 P
vcoco εχpp =  (2.8-18) 

siendo cop0  la preconsolidación inicial (ver Figura 2-I), P
vε  la deformación volumétrica plás-

tica total, y χ  un coeficiente dado por: 

 
K

e
βχ

−
+

−=
ω

01
 (2.8-19) 

donde 0e  es la relación inicial de vacíos, ω  y K  son los índices de compresión y expansión, 

respectivamente, definidos en la Figura 2-II a partir de ensayos odométricos, y β  es una va-
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riable de endurecimiento que debe ser ajustada en función del tipo de suelo, pero que es del 

orden de cop0 . 

 A efectos de utilizar directamente los parámetros medidos de ensayos, las variables χ  y 

P
vε  de (2.8-18) se definen en la configuración deformada. También podrían definirse en la 

configuración corrotada, pero requerirían un cálculo adicional sin sentido ya que, de acuerdo a 

lo visto en (2.8-14), la tensión de comparación cop  es configuracionalmente independiente. 

 La deformación volumétrica plástica queda definida a partir de (1.16-1), pero en la con-

figuración actual deformada, como: 
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qpfddε P
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Λ=
θ  (2.8-20) 

donde Λd  es el multiplicador plástico. Derivando ),,( θqpf ′ , dada en (2.8-7), respecto a 

31Ip −=′ , se puede escribir: 
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con ∗φtg  definida en (2.8-9), y: 

 
 +ap

qη
)( ′

=  (2.8-22) 

 Aplicando logaritmo natural a (2.8-18) y diferenciando ambos miembros, se deduce la 

relación entre la variación de la presión cop  y la deformación volumétrica P
vε : 

 P
v
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co dεχ
p

dp
.=  (2.8-23) 

Esta expresión y la (2.8-21) son las utilizadas para el cálculo del parámetro A, definido en 

(1.16-6), que para este criterio de plastificación y considerando que: P
vdεdk =  (strain harde-

ning), resulta: 
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φ
ηχ

p
dΛ

dε
dε
dp

d
dk

k
g

d
kd

k
FA co

P
v

P
v

co  (2.8-24) 

Como puede observarse, el igual que copkgkg =≡ )()( , este parámetro también es una mag-

nitud configuracionalmente independiente. 
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Capítulo 3  
 
 
 

APLICACION COMPUTACIONAL 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.1 INTRODUCCION. 

 

 Este Capítulo presenta en detalle los procedimientos de cálculo para la aplicación com-

putacional de los modelos desarrollados en los Capítulos 1 y 2, vale decir, para materiales só-

lidos continuos y porosos saturados, respectivamente. La formulación de los procedimientos 

se encuentra ordenada según la secuencia con que el programa computacional realiza los cál-

culos. La definición de las ecuaciones y variables de la formulación presentada debe ser bus-

cada en los Capítulos respectivos, o mas resumidamente en la lista de símbolos ubicada al 

comienzo del texto. 

 El programa computacional desarrollado en esta Tesis es una extensión del programa 

FECCUND (Finite Element Consolidation Code Unlinear Development), construido durante 

la Tesis de Magíster de Di Rado, H. A. (1997), a problemas no lineales geométricos, agregán-

dose además el tratamiento de tensiones y preconsolidaciones iniciales. También se incluyó 

un nuevo algoritmo de retorno de tensiones, algoritmo Plano Cortante, para el análisis de no 

linealidad física. El programa completo ha sido codificado en lenguaje Fortran, y se encuentra 
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disponible en el Departamento de Mecánica Aplicada de la Facultad de Ingeniería de la 

U.N.N.E. 

 A continuación de los procedimientos de cálculo de las primeras secciones, se presentan 

soluciones numéricas de varios problemas estructurales. Para los cálculos se utilizan elemen-

tos finitos rectangulares de ocho nodos para la descripción de la variable desplazamiento, y de 

cuatro nodos para la descripción de la variable presión de poros (usada en los modelos de sue-

los saturados), con 2 x 2 puntos de Gauss para la integración numérica. Los problemas resuel-

tos corresponden a estados planos de tensiones y estados planos de deformaciones, y fueron 

tomados en su mayoría de publicaciones de reconocidos autores con el objeto de poder com-

parar y validar los resultados de los modelos desarrollados y programados en esta Tesis, tanto 

para sólidos continuos como para suelos saturados. En los ejemplos presentados se utilizan los 

criterios de plastificación de Von Mises para metales y de Estados Críticos Modificado para 

suelos saturados compresibles. 

 En el desarrollo numérico se toma como configuración de referencia a la geometría ori-

ginal y se la va actualizando al alcanzar el equilibrio en cada paso de carga, genéricamente en 

el tiempo t, actualizándose también las magnitudes que describen el estado tensional y de de-

formación del cuerpo. En cuanto a las tensiones iniciales se las toma como preexistentes en el 

cuerpo al momento de comenzar el análisis, sin llevar en cuenta las deformaciones que acom-

pañaron su aparición, es decir, se toma la configuración original (indeformada) sometida a es-

tas tensiones preexistentes. 

 

 

 

3.2 PROCEDIMIENTO DE CALCULO PARA SOLIDOS CONTINUOS. 

 

[1] Inicio del proceso con: t = 0, Xx =t , 0u =ˆt , IFFURF === PE .. ttttt , σστ 0== tt , 

ggt 0)( =k , 0F =ext
t . Siendo I la matriz identidad, σ0  las tensiones iniciales o preexis-

tentes en el cuerpo y g0  la tensión de comparación (o límite elástico) inicial. 
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[2] Progreso del tiempo un paso ∆t (tiempo actual = t+∆t), aplicando un incremento de carga 

definido en (1.11-16): 

 )(}..{)(.}..{
)()(

ext ∫∫
∂

∆+∆+∆+ ∂+=
BB

BB
ϕϕ

ϕϕ
tt

ddρ ttTttTtt tNbNF  

con: }{}{}{ bbb ∆+=∆+ ttt  y }{}{}{ ttt ∆+=∆+ ttt . 

[3] Cálculo de la matriz de rigidez, dada en (1.11-14) y (1.11-15), de cada elemento finito: 

∫∫ +=+=
)()(

τ
geomat )(.]..[ )(]..[

BB

BB

ϕϕ

ϕϕ

tt

d
J

d tTtTttt βσβBCBKKK  

con ][ σt  dada en (1.11-10), y ][ τC  en (1.11-9), a partir de las definiciones (1.13-13) pa-

ra materiales hipoelásticos o (1.15-11) para los hiperelásticos. 

Ensamblaje de la matriz de rigidez de todo el sistema. 

[4] Imposición de las condiciones de contorno, desplazamientos prescritos, y cálculo de las 

incógnitas )(ˆ iu∆  del sistema de ecuaciones (1.2-6) resultante: 

)1(
intext

)(ˆ . −∆+∆+ −=∆ ittttit FFuK  

siendo (i) la iteración en curso, y: 

∫ −∆+−∆+ =
)(

)1()1(
int )(}..{

B

B
ϕ

ϕ
t

dittTitt σBF , con  σσ ttt ≡∆+ )0(  

[5] Actualización de los desplazamientos nodales según (1.2-6): 

)()1()( ˆˆˆ iittitt uuu ∆+= −∆+∆+ , con  uu ˆˆ )0( ttt ≡∆+  

[6] Cálculo del gradiente de deformación (1.4-1) y su determinante (1.4-7): 

X
uIF

∂
∂+=

∆+
∆+

)(
)( ˆ itt

itt , y  ]det[ )()( ittitt J F∆+∆+ =  

[7] Cálculo del tensor derecho de elongaciones definido en (1.4-5): 

• Si el material es hipoelástico: 

)()()( .)( ittTittitt FFU ∆+∆+∆+ =  

Por descomposición espectral: 

∑
=

∆+ ⊗=
N

j

jjjitt

1

)()()()( . ppU λ , ó  ∑
=

∆+ =
N

j

j
n

j
m

ji
mn

tt ppU
1

)()()()( ..λ  
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donde )( jλ  y )( jp  son los autovalores y autovectores, respectivamente, de 

[ ])()( .)( ittTitt FF ∆+∆+ ; y N es la dimensión del problema. 

• Si el material es hiperelástico, de (1.15-1) y (1.15-4): 

1P)()(E ).( −∆+∆+ = FFF tittitt  

)(E)(E)(E .)( ittTittitt FFU ∆+∆+∆+ =  

Por descomposición espectral: 

∑
=

∆+ ⊗=
N

j

jjjitt

1

)()()()(E . ppU λ , ó  ∑
=

∆+ =
N

j

j
n

j
m

ji
mn

tt ppU
1

)()()()(E ..λ  

donde )( jλ  y )( jp  son los autovalores y autovectores, respectivamente, de 





 ∆+∆+ )(E)(E .)( ittTitt FF . 

[8] Cómputo del incremento de deformación corrotada según (1.4-23): 

[ ]
[ ]
[ ] IUUUU

UUUUUU

UUUUε

−+=

−+−=

∆+∆=∆

∆+−−∆+

∆+−−∆+

−−

)(11)(

)(11)(

)(1)(1)()()(

.)().(
2
1         

).()()).((
2
1         

.)().(
2
1

ittttitt

titttttitt

iititii

 

Para materiales hiperelásticos corresponde colocar EU  en lugar de U. 

[9] Cálculo de la tensión elástica de prueba a partir de (1.13-18) o (1.15-8): 

}].{[}{ )(τ)( ii εCτ ∆=∆    ⇒    )()( ititt τττ ∆+=∆+  

donde, para problemas bidimensionales, el vector: { }122211
)( 2    }{ εεεTi ∆∆∆=∆ε , siendo 

ijε∆  las componentes del tensor calculado en [2]. 

[10] Evaluación de la función de fluencia (1.16-4): 

)()(),( kτkτ gfF −=  

 Si F  < 0 ⇒  campo elástico, no se corrige la tensión calculada en [9]. Saltar al punto [11]. 

 Si F  ≥  0 ⇒  campo plástico, se reduce la tensión calculada en [9] a la superficie de fluen-

cia utilizando algún algoritmo de retorno de tensiones (ver sección 3.4), obteniéndose al fi-

nal del mismo los valores de )(P itt ε∆∆+  y )(itt τ∆+ .  
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[11] Cálculo del tensor rotación: 

• Para materiales hipoelásticos, a partir de (1.4-5): 

1)()()( ).( −∆+∆+∆+ = ittittitt UFR  

• Para materiales hiperelásticos, se actualizan: 

el gradiente de deformación plástico definido en (1.15-29): 

PE)(P1E)(P . ..)( FUεUIF ttitttitt




 ∆+= ∆+−∆+  

el gradiente de deformación elástico dado en (1.15-4): 

1)(P)()(E ).( −∆+∆+∆+ =
ittittitt FFF  

el tensor derecho de elongaciones, de acuerdo al punto [7], y finalmente el tensor rotación 

dado en (1.15-4): 

1)(E)(E)(E ).( −∆+∆+∆+ =
ittittitt UFR  

[12] Cálculo de la tensión de Cauchy, según (1.6-11) para materiales hipoelásticos: 

Tittittittittitt J ).(..)( )()()(1)()( RτRσ ∆+∆+∆+−∆+∆+ =  

donde )(itt τ∆+  es el obtenido de [10]. Para materiales hiperelásticos, según (1.15-5), co-

rresponde utilizar ER  en lugar de R. 

[13] Evaluación del equilibrio del cuerpo mediante el cálculo del residuo ℜ  (1.11-21): 

∫ ∆+∆+∆+∆+∆+ −=−=ℜ
)(

)(
ext

)(
intext

)( )(}..{
B

B
ϕ

ϕ
t

dittTttittttitt σBFFF  

 Si ℜ  es mayor a un error tolerable preestablecido, se itera a partir del punto [4] haciendo 

i=i+1. 

 Si ℜ  es menor al error tolerable preestablecido, se avanza en el tiempo con el siguiente in-

cremento de carga a partir del punto [2], actualizándose todas las magnitudes: )()( •=• ∆+ ttt , 

siendo )(•∆+ tt  la magnitud calculada en la última iteración, y la configuración deformada 

de referencia pasa a ser la geometría recientemente equilibrada: 

uXx ˆtttt ∆+∆+ += . 
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3.3 PROCEDIMIENTO DE CALCULO PARA MATERIALES POROSOS 

SATURADOS. 

 

 El procedimiento de cálculo para suelos saturados es básicamente el mismo al descrito 

en la sección anterior, con algunas modificaciones menores en los puntos que a continuación 

se detallan: 

[2] Progreso del tiempo un paso ∆t (tiempo actual = t+∆t) con un incremento de los vectores 

de cargas definidos en (2.7-5) y (2.7-10): 

 )(}..{)()(.}..{)(
)(

u

)(

u
ext ∫∫

∂

∆+∆+∆+ ∂+=
BB

BB
ϕϕ

ϕϕ
tt

ddρ ttTttTtt tNbNF  

∫∫
∂

∂+∇∇=∆
)(

w
n

p

)(

p
ext

v

)(..)()()..(..)(~

BB

BB
ϕϕ

ϕϕγ dvdz TT

t

NkNF  

con: }{}{}{ bbb ∆+=∆+ ttt  y }{}{}{ ttt ∆+=∆+ ttt . 

[3] Cálculo, a nivel de cada elemento finito, de la matriz de rigidez (2.7-3): 

 

∫∫

∫
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dpd
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 y de las matrices de flujo (2.7-7), (2.7-8) y (2.7-9): 

 ∫=
)(

pp
1 )(...)(

B

B
ϕ

ϕ
t

dsTt NNS  

 ∫ 







−=

)(

p

s

τJ
u )(..

9k
]..[1.)(~

B

B
ϕ

ϕ
t

d
T

Tt NmmCmBL  

 ∫ ∇∇=
)(

pp )(...)(
B

B
ϕ

ϕ
t

dTt NkNH  

 Y ensamblaje del sistema acoplado para todo el conjunto de elementos finitos. 

[4] Imposición de las condiciones de contorno, desplazamientos y presiones de poro pres-

criptos, y cálculo de las incógnitas )(ˆ iu∆  y )(ˆ ip∆  del sistema de ecuaciones acoplado da-

do en (2.7-15): 
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siendo (i) la iteración en curso, y: 

∫ −∆+−∆+ =
)(

)1(u)1(
int )(}..{)(

B

B
ϕ

ϕ
t

dittTitt σBF  

donde )1( −∆+ itt σ  es la tensión total de la iteración anterior calculada [12]. 

[5] Actualización de los desplazamientos y presiones de poro nodales: 
)()1()( ˆˆˆ iittitt uuu ∆+= −∆+∆+ , con  uu ˆˆ )0( ttt ≡∆+  
)()1()( ˆˆˆ iittitt ppp ∆+= −∆+∆+ , con  pp ˆˆ )0( ttt ≡∆+  

Los puntos [6], [7], [8], [9], [10] y [11] del procedimiento de la sección anterior son los 

mismos para el caso del material suelo saturado, teniendo en cuenta que la tensión calcu-

lada en [9] corresponde a la fase sólida (tensión efectiva), y que en el punto [10] se utiliza 

la función de fluencia definida en (2.8-14) y (2.8-15): 

01
tg
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)(),,(),,(
2

2
1 =−
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∗
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cop
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qa+pJkgqpfqpF
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[12] Cálculo de las tensiones totales. De (2.3-12): 

mττ ... )()()()( ittittittitt pJ ∆+∆+∆+∆+ −′= α  

con )(itt τ′∆+  obtenido de [10]. Y a partir de (2.7-17) para materiales hipoelásticos: 
Tittittittittitt J ).(..)( )()()(1)()( RτRσ ∆+∆+∆+−∆+∆+ =  

Para materiales hiperelásticos, según (1.15-5), corresponde utilizar ER  en lugar de R. 

[13] Evaluación del equilibrio del cuerpo mediante el cálculo del residuo ℜ  (2.7-16): 
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Y al igual que en la sección anterior: 

 Si ℜ  es mayor a un error preestablecido, se itera a partir del punto [4] haciendo i=i+1. 

 Si ℜ  es menor al error preestablecido, se avanza en el tiempo con el siguiente incremento 

de carga a partir del punto [2], actualizándose todas las magnitudes: )()( •=• ∆+ ttt , siendo 

)(•∆+ tt  la magnitud calculada en la última iteración, y la configuración deformada de refe-

rencia pasa a ser la geometría recientemente equilibrada: uXx ˆtttt ∆+∆+ += . 
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3.4 ALGORITMO DE RETORNO PLANO CORTANTE. 

 

 En este trabajo se utilizó el Algoritmo Plano Cortante (ver Simo – Hughes 1998, pag. 
149) para el retorno de las tensiones a la superficie de fluencia, que consiste en: 

a) Se inicializa: k = 0 (iteración plástica), y 0)0( =∆Λ∆+ tt . 

Nótese que en la notación se reemplazó el superíndice de la iteración de equilibrio (i) por 
el de la iteración plástica (k), estando comprendido un proceso iterativo plástico completo 
dentro de cada iteración de equilibrio. 

b) Se computa, de acuerdo al criterio de fluencia utilizado, la función de fluencia 
)()( ktt f τ∆+ , la dirección del flujo plástico )(ktt a∆+ , y el módulo plástico )(ktt A∆+ . 

c) Se calcula el multiplicador plástico: 

)()(τ)(

)1()(
)(2

]..[)( kttkttTktt

kttktt
k

A
gf

∆+∆+∆+

−∆+∆+

+
−

=Λ
aCa

δ  

d) Se actualiza el límite de fluencia: 
)()(2)1()( .)()( kttkkttktt Agg ∆+−∆+∆+ Λ+= δkk  

e) Se calcula el verdadero multiplicador plástico para esta iteración:  

)()(τ)(

)()(
)(2

]..[)( kttkttTktt

kttktt
k

A
gf

∆+∆+∆+

∆+∆+

+
−

=Λ∆
aCa

 

Si este módulo es menor que un cierto error preestablecido, vale decir que: 

0)()(),( ≅−= ∆+∆+∆+ kτkτ gfF tttttt  

entonces finaliza el algoritmo. Sino, se continúa con el punto f). 

f) Se actualiza las variables: 

)()(2)1(P)(P . kttkktktt aεε ∆+−∆+ Λ∆+∆=∆  
)(2)1()( kkttktt Λ∆+∆Λ=∆Λ −∆+∆+  

g) Se computa las tensiones: 
)(Pτ)( ].[ kttttktt εCττ ∆−= ∆+∆+∆+  

siendo τtt ∆+  la tensión elástica de prueba calculada en el punto [9] (secciones 3.2 y 3.3). 

h) Se hace k = k+1, y se reinicia el algoritmo a partir del punto b). 

Al finalizar las iteraciones para el equilibrio del paso de tiempo actual, es decir cuando ℜ  es 

menor al error tolerable preestablecido (ver punto [13] de las secciones 3.2 y 3.3), se inicializa 

el incremento de deformaciones plásticas: 0ε =∆∆+ Ptt . 
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3.5 EJEMPLO 1: VOLADIZO CON CARGA DISTRIBUIDA. 

 

 El voladizo en estudio, mostrado en la Figura 3-I, es discretizado con cinco elementos 

finitos de ocho nodos y resuelto en estado plano de tensiones bajo una carga vertical unifor-

memente distribuida. La viga es asumida de sección cuadrada, de material isotrópico y elásti-

co, por lo que el límite de fluencia es considerado lo suficientemente alto como para evitar 

cualquier respuesta plástica. 

 El propósito de este ejemplo es comparar los resultados, para grandes deformaciones, de 

las formulaciones de Bathe – Ozdemir (1976, pag. 88) con los de esta Tesis. En la Figura 3-II 

se puede apreciar la coincidencia de las respuestas de ambos trabajos. A efectos de independi-

zar los valores del sistema de unidades utilizado, en el eje vertical se representa la relación 

descenso del extremo libre dividido la longitud actualizada L, y en el eje horizontal, el pará-

metro de carga IELqK .. 3= , correspondientes a cada paso de carga. Para obtener la solución 

completa se han utilizado en este trabajo 20 pasos o incrementos iguales de carga. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Datos del problema: 

Módulo de elasticidad: E = 1,2 x 104 lb/in2 = 82740 kN/m2 
Módulo de Poisson: ν = 0,2 
Sección: b x h = 1 in x 1 in = 2,54 cm x 2,54 cm 
Inercia: b x h3 / 12 = 0,08333 in4 = 3,4686 cm4 
Longitud inicial: L0 = 10 in = 0,254 m 
Carga distribuida: q (kN/m) 
Descenso vertical extremo libre: d (m) 

 

Figura 3-I: Voladizo con carga distribuida. Malla de elementos finitos y datos. 
 
 

L

h

q/2

q/2
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Figura 3-II: Respuesta elástica no lineal del voladizo. 
 

 

 

 

3.6 EJEMPLO 2: VIGA BIEMPOTRADA HIPERELASTOPLASTICA. 

 

 Este es un ejemplo típico estructural, plano de tensiones, extensamente publicado, que 

sirve para validar los resultados del modelo desarrollado en esta Tesis. Se realiza un análisis 

hiperelastoplástico de una viga empotrada en ambos extremos y que soporta una carga pun-

tual en el centro de su luz. Las dimensiones de la viga son: sección rectangular de 0,092 m x 

0,50 m, y 20 m de longitud. Debido a la simetría del problema, se representa la mitad de la 

viga con una malla de 5 elementos finitos de 8 nodos, la que se muestra, junto a otros datos, 

en la Figura 3-III. 

 El criterio de plastificación utilizado es el de Von Mises, con un parámetro de endure-

cimiento H' = 4x106 para el análisis de pequeñas deformaciones, y H' = 0 (plasticidad perfec-

ta) para el de grandes deformaciones. 
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Datos del problema: 

Módulo de elasticidad: E = 1,2 x 107 t/m2 
Módulo de Poisson: ν = 0,3 
Tensión de fluencia: g = σy = 3,0 x 104 t/m2 
Carga: P = 500 t 
Longitud: L = 20 m 

 

Figura 3-III: Viga biempotrada. Malla de elementos finitos y datos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

K-Z-O: Kanchi – Zienkiewicz – Owen (1978) 
 
 

Figura 3-IV: Descensos del centro de la viga. 
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 En la Figura 3-IV se representan las curvas de descensos del centro de la viga, para dis-

tintas intensidades de carga, correspondientes a los distintos análisis. Se puede apreciar la di-

ferencia en la respuesta según cada una de las no linealidades (de material y/o geométrica) 

consideradas. En el caso del análisis elastoplástico con grandes deformaciones se observa cla-

ramente la transición entre un comportamiento a flexión pura y un comportamiento a flexo-

tracción generado por la deformación de la viga. En la misma Figura se graficaron los resulta-

dos obtenidos por Kanchi – Zienkiewicz – Owen (1978, pag. 175) para el análisis, tanto elás-

tico como elastoplástico, de grandes deformaciones. Mediante la comparación gráfica se pue-

de apreciar la gran aproximación de los resultados obtenidos por el modelo hiperelastoplástico 

de esta Tesis. 

 

 

 

3.7 EJEMPLO 3: CONSOLIDACION ELASTICA UNIDIMENSIONAL. 

 

 Se hace el análisis dentro del campo elástico de un suelo saturado inicialmente libre de 

tensiones. La malla de elementos finitos está representada por una columna de 10 elementos 

rectangulares en la Figura 3-V. Se trata de un problema en estado plano de deformaciones, 

cuyas condiciones de contorno son: base impermeable con desplazamientos restringidos en 

ambos sentidos, laterales verticales impermeables con desplazamiento horizontal restringido, 

y superficie cargada con sobrepresiones de poro nulas a lo largo de todo el proceso de defor-

mación. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 3-V: Consolidación unidimensional. Datos y malla de elementos finitos. 

Módulo de elasticidad: E = 100 kPa 
Coeficiente de Poisón: ν = 0,3 
Permeabilidad vertical: kv = 8,64*10-4 m/día 
Peso específico del agua: γ = 10 kN/m3 
Cohesión: c = 100 kPa 
Angulo fricción interna: φ = 10º = 0,1745 rad. 
A: punto donde se mide la presión de poros. 

5 m 

1 m 

90 kPa 

A 
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 Los datos del tipo de suelo, mostrados junto a la geometría inicial en la Figura 3-V, si 

bien no corresponden a un suelo típico de la región Nordeste Argentino, fueron tomados de la 

publicación de Borja – Tamagnini – Alarcón (1998) a efectos de poder comparar los resulta-

dos obtenidos. En cuanto a la carga, consiste en una compresión uniforme de 90 kPa aplicada 

en forma instantánea en la parte superior de la columna de suelo. 

 En la Figura 3-VI se aprecian las curvas de consolidación que representan la presión de 

poros total, en el eje vertical, contra el tiempo, en escala logarítmica en el eje horizontal. La 

medición de las presiones de poro se realiza en el punto de Gauss A (mostrado en la Figura 

3-V) cercano al fondo de la columna de suelo. La presión de poros total es igual a la presión 

hidrostática mas la sobrepresión generada por la carga en superficie, así, la presión total ini-

cial de 140 kPa es el resultado de sumar 50 kPa de la presión hidrostática inicial y 90 kPa de 

la carga instantánea en superficie. En la Figura 3-VI se contrastan los resultados de los análi-

sis lineal (pequeñas deformaciones) y no lineal geométrico (grandes deformaciones). Los va-

lores finales de presión de poros son las presiones hidrostáticas finales, correspondientes con 

la altura final de la columna de suelo, esto es, 5 m para el análisis lineal, y 3,24 m para el aná-

lisis no lineal. En la misma Figura se puede apreciar la gran coincidencia de los resultados de 

esta Tesis con los obtenidos por Borja – Tamagnini – Alarcón (1998, pag. 110). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figura 3-VI: Curvas de consolidación. 
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Figura 3-VII: Asentamiento de la superficie. 
 

 La Figura 3-VII grafica los descensos de superficie, en el eje vertical, contra el tiempo, 

en escala logarítmica en el eje horizontal. Se observa que para el análisis lineal se obtiene un 

asentamiento total de 3,34 m, en tanto para el análisis no lineal geométrico, el asentamiento 

total resulta de 1,76 m. A pesar de la gran magnitud del asentamiento, es sabido que el análi-

sis lineal no lleva en cuenta la variación de la geometría a lo largo de la deformación, obte-

niéndose en consecuencia los 50 kPa de la presión hidrostática final de la Figura 3-VI. 

 

 

 

3.8 EJEMPLO 4: CONSOLIDACION ELASTOPLASTICA BIDIMENSIONAL. 

 

 En este ejemplo se analiza el problema de una zapata flexible de 10 m de ancho y longi-

tud infinita (estado plano de deformaciones), apoyada sobre una capa de 1 m de espesor de 

material drenante, que descansa sobre un estrato de 20 m de profundidad de arcilla saturada 

compresible. La capa de drenaje se considera que permanece en el campo elástico a lo largo 

de todo el proceso de carga. La arcilla, en cambio, es supuesta con distintos estados de pre-

consolidación inicial, que generan mayor rigidez en la respuesta del suelo cuando es sometido 
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a recargas posteriores, y con un comportamiento elastoplástico, siguiendo el criterio de plasti-

ficación de Estados Críticos Modificado, cuando es sometida a cargas superiores a dichas pre-

siones de preconsolidación. 

 Las características físicas, tanto de la capa drenante como de la arcilla, aunque no co-

rresponden a las de suelos de la región Nordeste Argentino, fueron adoptadas para poder vi-

sualizar las diferencias entre los resultados de los análisis de pequeñas y grandes deformacio-

nes, forzando al modelo matemático no lineal a resolver problemas con verdaderamente gran-

des deformaciones, y para posibilitar además la comparación de los resultados aquí obtenidos 

con los de otras publicaciones. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Propiedades de los materiales: 
CAPA DRENAJE:  ARCILLA: 

Módulo de elasticidad    E = 1000 kPa  E = 500 kPa 
Módulo de Poisson    ν = 0,0   ν = 0,4 
Peso específico     γ = 2 tn/m3   γ = 2 tn/m3 

Fricción interna     φ = 30º = 0,5236 rad φ = 15º = 0,2618 rad 
Cohesión      c = 10 kPa   c = 50 kPa 
Relación inicial de vacíos    e0 = 1,0   e0 = 2,0 
Compresibilidad de los granos   ks = 1*106 kPa  ks = 1*106 kPa 
Permeabilidad horizontal    kh = 1*102 m/día  kh = 8*10-5 m/día 
Permeabilidad vertical    kv = 1*102 m/día  kv = 8*10-5 m/día 
Pendiente L.N.C. en plano v  - p′ln    -   ω  = 0,40 
Pend. línea recarga en plano v  - p′ln   -   K  = 0,10 
Variable de endurecimiento    -   β  = 0,50 

 

Figura 3-VIII: Fundación corrida. Malla elementos finitos y propiedades materiales. 

30.00 m
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 La malla de elementos finitos, su geometría inicial, y las características de los dos tipos 

de suelo utilizados son mostrados en la Figura 3-VIII, donde además puede observarse que 

tanto el fondo de la malla como los bordes laterales son considerados impermeables, lo que 

obliga a que el drenaje se produzca solo a través del límite superior o superficie libre. Entre 

las características del material figuran los coeficientes ω , K  y β  utilizados por el criterio de 

Estados Críticos Modificado, cuya interpretación física puede verse en la sección 2.8. 

 En principio el suelo es sometido a un estado tensional variable con la profundidad, re-

presentado en la Figura 3-IX. Se trata de tensiones iniciales en equilibrio, generadas por peso 

propio. Posteriormente se somete toda la masa a cargas de superficie que producen tres esta-

dos de preconsolidación, cop0  = 50 kPa, 25 kPa, y cero (normalmente consolidado). Estos es-

tados tensionales iniciales son los utilizados para analizar las distintas respuestas de la masa 

de suelo cuando es sometida a una sobrecarga de superficie. 

 La sobrecarga de superficie, de intensidad p = 120 kPa, es aplicada a tasa constante en 

un periodo de 90 días, luego del cual es mantenida constante. Este periodo de tiempo es mu-

cho menor que el requerido para alcanzar la consolidación total, y por lo tanto el suelo se 

comporta esencialmente como no drenado durante la aplicación de la carga. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 3-IX: Estado tensional inicial debido a peso propio. 
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Figura 3-X: Evolución  de asentamientos en el punto medio de la superficie. 
 
 

 

 En la Figura 3-X se muestra la evolución en el tiempo de los desplazamientos verticales 

de la superficie del suelo en correspondencia con el eje de simetría del problema. Se incluyen 

las curvas del análisis de grandes deformaciones (no linealidad geométrica) para los distintos 

grados de preconsolidación, y del análisis de pequeñas deformaciones para el caso de consoli-

dación normal. Como es esperado, los análisis de grandes deformaciones predicen menores 

valores de asentamientos respecto al análisis de pequeñas deformaciones, disminuyendo ade-

más los desplazamientos a medida que aumenta la preconsolidación. 

 La evolución en el tiempo de la presión de poros es mostrada en la Figura 3-XI. El pun-

to en el cual se miden estos valores está indicado con la letra A en la Figura 3-VIII. Nótese 

que la solución de grandes deformaciones predice menores sobrepresiones de poro, respecto a 

la solución de pequeñas deformaciones, a lo largo de todo el proceso, con un estado final co-

rrespondiente a la presión hidrostática (sobrepresión nula) del punto de medición, que lleva en 

cuenta la deformación finita de la capa de suelo por encima de dicho punto. 
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Figura 3-XI: Curvas de consolidación. Presiones de poro en el punto A. 
 

 

 Los picos de presión de poro coinciden con el momento en que se produce la suspensión 

del incremento de la carga de superficie, a los 90 días. Nuevamente se han considerado los ca-

sos de preconsolidaciones iniciales de 0, 25 y 50 kPa para los análisis de grandes deformacio-

nes, y de consolidación normal para el análisis de pequeñas deformaciones. Para los cuatro 

casos analizados puede observarse que el proceso total de consolidación (disipación total de la 

sobrepresión de poros) dura aproximadamente 100000 días, aunque se aprecia, como es lógi-

co, que este tiempo tienda a disminuir en los casos en que se generan menores deformaciones, 

es decir con mayores preconsolidadiones iniciales. 

 Como es usual en los problemas de Mecánica de Suelos, también se presentan las tra-

yectorias de tensiones, donde se grafica p’ (primer invariante de las tensiones efectivas de 

Cauchy) en el eje de abscisas versus q (raíz cuadrada del segundo invariante de las tensiones 

desviadoras de Cauchy) en el eje de ordenadas. 

 En la Figura 3-XII se representan las trayectorias de las tensiones efectivas de Cauchy 

del punto de Gauss A (ver Figura 3-VIII), correspondientes al análisis de pequeñas deforma-

ciones, considerando los tres grados de preconsolidación inicial utilizados anteriormente para 
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el análisis no lineal geométrico, esto es: cop0  = 0, 25 y 50 kPa. Por supuesto, en los casos de 

suelos preconsolidados el comportamiento es inicialmente elástico, entrando al campo plásti-

co recién cuando las tensiones efectivas alcancen, debido al incremento de la sobrecarga de 

superficie, el valor de la preconsolidación. La sobrecarga es soportada en primera instancia 

por el fluido de los poros, manteniéndose muy pequeño el valor de las tensiones efectivas de-

bido a la baja permeabilidad del medio poroso en estudio y a la rápida aplicación de la carga. 

A partir del momento en que la sobrecarga de superficie permanece constante, se puede ob-

servar como las trayectorias de las tensiones efectivas se desplazan hacia la derecha debido a 

la disipación de las presiones de poro. 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figura 3-XII: Trayectorias de tensiones efectivas para pequeñas deformaciones. 
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Figura 3-XIII: Trayectorias de tensiones efectivas para grandes deformaciones. 
 

 

 En la Figura 3-XIII se representan, en el plano p’ – q, las trayectorias de las tensiones 

efectivas de Cauchy, del mismo punto A, correspondientes al análisis de grandes deformacio-

nes, considerando los tres grados de preconsolidación inicial, es decir cop0  = 0, 25 y 50 kPa. 

Nuevamente, para los casos con algún grado de preconsolidación, el comportamiento del sue-

lo es inicialmente elástico, entrando al campo plástico recién cuando las tensiones efectivas 

alcanzan el correspondiente valor de preconsolidación inicial. En ambos estados, elástico y 

plástico, el recorrido descripto por las trayectorias de tensiones es similar al análisis de pe-

queñas deformaciones. 

 En las Figura 3-XII y Figura 3-XIII se aprecia como inicialmente, durante la aplicación 

de la sobrecarga de superficie, las trayectorias de tensiones se acercan a línea de estados críti-

cos para luego, durante el proceso de consolidación, alejarse de la misma moviéndose hacia la 

derecha del gráfico. La consolidación genera una compactación del esqueleto sólido del suelo, 
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en consecuencia el suelo experimenta una ganancia de la resistencia al corte, lo cual se evi-

dencia por el alejamiento de la trayectoria de tensiones de la línea de estados críticos. Las su-

perficies de fluencias son expandidas desde cada valor inicial, según el estado de preconsoli-

dación en cuestión, hasta una superficie de fluencia final que es prácticamente similar para los 

tres grados de preconsolidación analizados. 

 El ejemplo presentado en esta sección es similar al publicado por Borja – Tamagnini- 

Alarcón (1998, pag. 116 a 121), siendo posible realizar una comparación cualitativa de los re-

sultados aquí mostrados con los de dicha publicación. 

 El criterio de plastificación de Estados Críticos Modificado, utilizado en este trabajo, 

introduce un coeficiente β  (ver sección 2.8) variable con el grado de endurecimiento del sue-

lo. La influencia de este coeficiente está mostrada en la Figura 3-XIV, donde se comparan los 

descensos de la superficie del suelo, en el eje de simetría del problema, para distintos valores 

del coeficiente β .  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 3-XIV: Influencia del grado de endurecimiento en los asentamientos (medido a 
través de la variación del coeficiente β ). 
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 Las curvas de la Figura anterior corresponden al análisis de grandes deformaciones de 

suelos normalmente consolidados ( cop0  = 0 kPa). Se ha incluido también la curva correspon-

diente al análisis de pequeñas deformaciones, calculada con un valor de β  = 0,50, de un sue-

lo normalmente consolidado. En la figura se observa como un suelo menos plástico, corres-

pondiente a un mayor valor del coeficiente β , se comporta con mayor rigidez. 

 

 

 

3.9 EJEMPLO 5: CONSOLIDACION DE UN SUELO REGIONAL. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Propiedades de los materiales: 
ARENA:   ARCILLA: 

Módulo de elasticidad    E = 3000 kPa  E = 1500 kPa 
Módulo de Poisson    ν = 0,3   ν = 0,3 
Peso específico     γ = 2 tn/m3   γ = 2 tn/m3 

Fricción interna     φ = 30º = 0,5236 rad φ = 30º = 0,5236 rad 
Cohesión      c = 0 kPa   c = 0 kPa 
Relación inicial de vacíos    e0 = 1,0   e0 = 2,0 
Compresibilidad de los granos   ks = 1*106 kPa  ks = 1*106 kPa 
Permeabilidad horizontal    kh = 86,4 m/día  kh = 8,64*10-5 m/día 
Permeabilidad vertical    kv = 86,4 m/día  kv = 8,64*10-5 m/día 
Pendiente L.N.C. en plano v  - p′ln    -   ω  = 0,60 
Pend. línea recarga en plano v  - p′ln   -   K  = 0,05 
Variable de endurecimiento    -   β  = 1,00 

 

Figura 3-XV: Suelo Regional. Malla elementos finitos y propiedades materiales. 
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 En esta sección se resuelve el mismo problema del ejemplo anterior (sección 3.8), pero 

con los datos correspondientes a un suelo arcilloso blando típico de la región Nordeste Argen-

tino. Se analiza entonces la consolidación elastoplástica bidimensional de una arcilla saturada 

compresible, cuyos datos y la malla de elementos finitos utilizada son mostrados en la Figura 

3-XV. La capa de drenaje en este caso está representada por una arena gruesa, en estado seco, 

que también permanece en el campo elástico a lo largo de todo el proceso de carga, en tanto 

que la arcilla es considerada con distintos estados de preconsolidación inicial: cop0  = 5 kPa, 2 

kPa, y cero (normalmente consolidado), siguiendo el criterio de plastificación de Estados Crí-

ticos Modificado cuando ingresa al campo plástico. 

 Inicialmente el suelo es sometido al estado tensional, generado por peso propio, repre-

sentado en la Figura 3-XVI. Luego se aplica la misma sobrecarga de superficie p = 120 kPa, 

en un periodo de 90 días, del ejemplo anterior.  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 3-XVI: Estado tensional inicial por peso propio. 
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Figura 3-XVII: Evolución de los asentamientos de superficie en el eje de simetría. 

 
 

 En la Figura 3-XVII se muestra la evolución en el tiempo de los desplazamientos verti-

cales de la superficie del suelo en correspondencia con el eje de simetría del problema. Se in-

cluyen las curvas del análisis de grandes deformaciones (no linealidad geométrica) con los 

distintos grados de preconsolidación, y del análisis de pequeñas deformaciones para el caso de 

consolidación normal. Nuevamente los análisis de grandes deformaciones predicen menores 

valores de asentamientos respecto al análisis de pequeñas deformaciones, disminuyendo aún 

mas cuanto mayor es el grado de preconsolidación. 

 La evolución en el tiempo de la presión de poros, medida en el punto A (ver Figura 

3-XV), es mostrada en la Figura 3-XVIII. En este ejemplo la solución de grandes deformacio-

nes también predice menores sobrepresiones de poro, a lo largo de todo el proceso, respecto a 

la solución de pequeñas deformaciones. Para el análisis de grandes deformaciones se conside-

ran las preconsolidaciones iniciales de 0, 2 y 5 kPa, en tanto que para el de pequeñas defor-

maciones se considera la consolidación normal. Para los cuatro soluciones analizadas se ob-

serva que el proceso total de consolidación dura aproximadamente 50000 días, tendiendo a 

disminuir para mayores preconsolidaciones iniciales. 
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Figura 3-XVIII: Curvas de consolidación. Presiones de poro en el punto A. 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 3-XIX: Trayectorias de tensiones efectivas para grandes deformaciones. 
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 En la Figura 3-XIX se representan las trayectorias de las tensiones efectivas de Cauchy 

del punto de Gauss A (ver Figura 3-XV), correspondientes al análisis de grandes deformacio-

nes, considerando los tres grados de preconsolidación inicial: cop0  = 0, 2 y 5 kPa.  

 Al igual que en el ejemplo anterior, sección 3.8, las trayectorias de tensiones presentan 

un comportamiento inicial prácticamente no drenado, acercándose a la línea de estados críti-

cos. Luego de cesado el aumento de la sobrecarga de superficie, se inicia el proceso de conso-

lidación, moviéndose, las trayectorias de tensiones, hacia la derecha del gráfico. La consoli-

dación genera una ganancia de la resistencia al corte del suelo, expandiéndose además las su-

perficies de fluencias, desde cada valor inicial de preconsolidación, hasta una superficie de 

fluencia final prácticamente similar para los tres grados de preconsolidación analizados. 
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.1 INTRODUCCION. 

 

 En esta Tesis se ha desarrollado un modelo matemático para el análisis no lineal geomé-

trico de materiales elastoplásticos genéricos, extendiéndolo también a materiales bifásicos só-

lido – agua, con vistas al estudio de suelos saturados compresibles. La no linealidad geométri-

ca incluye tanto grandes deformaciones específicas como grandes rotaciones y desplazamien-

tos. Además, la descripción del material se realizó en una configuración geométrica corrotada, 

lo que permite simular comportamientos anisotrópicos, es decir, no se impusieron condiciones 

de isotropía a la respuesta del material. Debido a estas características, el modelo matemático 

se convierte en una importante herramienta para el estudio de uno de los problemas mas gra-

ves, la consolidación y asentamiento de los suelos de cimentación, que enfrentan las funda-

ciones de obras de ingeniería, no sólo en la región Nordeste Argentino, sino también en otras 

muchas regiones dominadas por suelos arcillosos saturados compresibles. 
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4.2 MODELADO DE LA NO LINEALIDAD GEOMETRICA. 

 

 La presentación del modelo no lineal geométrico se ha hecho, en el Capítulo 1, en forma 

genérica para cualquier material elastoplástico. En consecuencia, la aplicación del modelo al 

análisis de un material en particular sólo requiere de seleccionar las propiedades y un criterio 

de plastificación adecuados al material en estudio. En el caso específico de suelos compresi-

bles, como puede verse en el Capítulo 2, se ha utilizado en este trabajo el criterio de plastifi-

cación de Estados Críticos Modificado. 

 La descripción del material en términos de la tensión corrotada de Kirchhoff permitió 

obtener una relación constitutiva en tasas insensible a rotaciones de cuerpo rígido, como pue-

de verse en (1.13-5). Por lo tanto, no se impusieron restricciones de isotropía en la respuesta 

del material, posibilitándose el modelado de materiales anisotrópicos como lo son la mayoría 

de los suelos. 

 En el desarrollo de la formulación, a efectos de conservar la simetría de la matriz de ri-

gidez tangente del sistema de elementos finitos, se ha eliminado el término asimétrico C ′′ , 

dado en la expresión (1.13-10) y analizada su influencia en la sección 1.14, del tensor consti-

tutivo τC . Esta simplificación no generó errores numéricos en la solución de problemas prác-

ticos. Además, debido a la gran coincidencia de los resultados del modelo de esta Tesis con 

los de otras publicaciones, mostrados en el Capítulo 3, se puede decir que la influencia de este 

término no es significativa a la hora de los cálculos de los casos analizados, previamente indi-

cados en la sección 1.14. 

 Durante el desarrollo del modelo de esta Tesis se ha probado una formulación alternati-

va enteramente expresada en términos de magnitudes corrotadas, es decir, referenciada en la 

configuración corrotada, tanto para la descripción del comportamiento del material como para 

el planteo de la ecuación de equilibrio en tasas, lo cual generó que el sistema de ecuaciones de 

elementos finitos a resolver quede expresado en dicha configuración corrotada y que los resul-

tados, deformaciones y tensiones, sean rotados a la configuración actual deformada sólo al fi-

nal de cada paso de carga. La comparación de los resultados de esta formulación alternativa 

con los resultados del modelo finalmente desarrollado en la presente Tesis, no arrojó diferen-

cias significativas, lo cual es lógico considerando la igualdad energética dada en (1.6-9), esto 

es DτDτ :: = . Sin embargo, el esfuerzo computacional resultó mayor con la formulación al-

ternativa debido a la gran cantidad de rotaciones de tensores que es necesario llevar a cabo 
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cuando se resuelve el sistema de ecuaciones de elementos finitos sobre la configuración corro-

tada. 

 

 

4.3 RESOLUCION NUMERICA DEL PROBLEMA NO LINEAL. 

 

 La resolución de todos los problemas no lineales se realizó incrementalmente con pasos 

de tiempo pequeños. Si bien la adopción de pasos pequeños genera una mayor cantidad de 

operaciones numéricas, paralelamente permite efectuar el cálculo simplificado de ciertas 

magnitudes, como por ejemplo el gradiente de deformación plástico de la (1.15-29), sin nece-

sidad de evaluar la integral exacta en el tiempo, ni de calcular un incremento en el punto me-

dio del intervalo, o paso de tiempo, aliviándose el esfuerzo computacional. De esta manera, se 

puede adoptar directamente, aplicando la técnica iterativa de Newton-Raphson Modificado, 

como configuración de referencia a la última equilibrada, esto es, la del tiempo anterior. Por 

lo tanto, el problema no lineal se puede resolver calculando las cargas externas y las tensiones 

internas en el tiempo actual, pero integrándolas sobre la configuración geometría del tiempo 

anterior. 

 La evaluación del error o residuo ℜ  se puede realizar en forma incremental y exacta 

con la expresión (1.11-18), pero para lograr un mejor control numérico de las tensiones tota-

les, integradas a lo largo de todo el proceso de carga, y para evitar la acumulación de errores 

por redondeo, es mas conveniente el cálculo del residuo a través de la expresión (1.11-21), la 

cual confronta en todo momento las cargas externas con las tensiones internas, totales ambas 

al tiempo actual. 

 

 

4.4 EJEMPLOS PRACTICOS RESUELTOS. 

 

 Los ejemplos prácticos utilizados para la comparación de resultados, efectuada en el 

Capítulo 3, fueron tomados de reconocidas publicaciones, por lo que la coincidencia de las so-

luciones numéricas de esta Tesis con las de dichas publicaciones, tanto para descripciones 

hipoelastoplásticas como hiperelastoplásticas, autoriza a decir que el modelo matemático aquí 

desarrollado es adecuado para la simulación de problemas de no linealidad geométrica. Si 
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bien los ejemplos resueltos corresponden a problemas planos de tensiones y de deformacio-

nes, que son los implementados en el programa computacional, toda la formulación del mode-

lo está hecha para problemas genéricos multiaxiales. Por lo tanto, para poder resolver casos 

tridimensionales solamente es necesario modificar la codificación del programa, sin necesidad 

de efectuar deducciones teóricas adicionales. 

 Las características de los materiales utilizados para los ejemplos del Capítulo 3 no res-

ponden, en la mayoría de los casos, a las características de los materiales reales. Sin embargo, 

los valores utilizados permiten visualizar las diferentes respuestas que brindan los análisis de 

pequeñas (linealidad geométrica) y grandes deformaciones (no linealidad geométrica), for-

zando al mismo tiempo al programa computacional, desarrollado en esta Tesis, a resolver 

problemas altamente no lineales. De esta manera, para resolver el ejemplo de la sección 3.9, 

se han usado las características físicas típicas de un suelo regional muy blando, permitiéndose 

la apreciación de las grandes deformaciones del material y del contraste entre los análisis li-

neal y no lineal geométrico. 

 

 

4.5 RECOMENDACIONES PARA DESARROLLOS POSTERIORES. 

 

 A partir del trabajo realizado en esta Tesis, y como desarrollos posteriores, se propone 

la deducción de potenciales elásticos (funcionales de energía acumulada w ) para los tipos de 

suelo que se quieran analizar, de manera de poder aplicar el modelo hiperelástico en la simu-

lación del comportamiento no lineal, evitando así la utilización de las criticadas descripciones 

hipoelásticas (ver primer parte de la sección 1.15). 

 Se deja además, para posteriores trabajos, la posibilidad de deducir y aplicar funciones 

de fluencia anisotrópicas, para el tipo de suelo que se desee estudiar, en términos de las ten-

siones corrotadas de Kirchhoff, de manera de poder extender la representación de la respuesta 

anisotrópica del material también al campo plástico. El criterio de plastificación utilizado en 

este trabajo, de Estados Críticos Modificado, establece una función isotrópica de fluencia. 

 Se recomienda también la resolución de sistemas de elementos finitos con matrices de 

rigidez no simétricas, resultantes de no eliminar el término asimétrico C ′′  de la expresión 

(1.13-13), evaluando cuantitativamente las diferencias con los resultados obtenidos por el 
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modelo simétrico de esta Tesis, y las diferencias entre los tiempos insumidos por el cálculo 

computacional en ambos casos. 

 Aprovechando el trabajo desarrollado por otra de las líneas de investigación del Depar-

tamento de Mecánica Aplicada de la Facultad de Ingeniería, donde se ha gestado la presente 

Tesis, se propone estudiar el comportamiento no lineal geométrico de materiales trifásicos, 

sólido – agua – aire, para ser aplicado al análisis de suelos parcialmente saturados. Teniendo 

en cuenta la naturaleza esférica (o hidrostática) del comportamiento mecánico del aire, al 

igual que en el caso del agua, la inclusión de esta tercer fase parece no acarrear mayores com-

plicaciones desde el punto de vista de la no linealidad. 

 Por último, aunque se trate de una tarea eminentemente práctica de codificación, se re-

comienda la ampliación del programa computacional para alcanzar el importante objetivo de 

resolver problemas tridimensionales. 
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