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3

ELEMENTOS DE LA TEORIA DE
TENSIONES Y DEFORMACIONES

3.1 DEFINICION DE LOSESTADOS TRIPLES, DOBLESY SIMPLES DE TENSIONES

Consideremos €l caso de un sdlido en equilibrio
bajo la accion de cargas exteriores y aislemos del interior
del cuerpo un cubo elemental de aristas dx, dy y dz, de
manera que las cargas pueden orientarse segun € siste-
ma de referencia.

Sobre cada una de las caras existira un vector ten
sion total de manera tal que € cubo elemental se encuen-
tre en equilibrio. Estos vectores pueden proyectarse &
gun los ges de referencia de manera que en cada una de
las seis caras tendremos en genera una tension normal y
dos tensiones tangenciales perpendiculares entre si. Un
estado de tensiones de estas caracteristicas se dice que es
un “estado triple o espacia”.

En determinadas circunstancias las cargas actuan-
tes sobre e cuerpo hacen que las tensiones sobre el cubo
elemental queden ubicadas dentro de un plano. Este esta
do se denomina“doble o plano”.

Cuando los vectores tension son paraelos a un
ge, el estado sedenomina “simple o lineal”.

En realidad, la definicion de un estado como sim-
ple, doble o triple no solo depende de estado de cargas
actuante sino de la orientacion del cubo elemental. Como
veremos mas adelante, e estado simple puede pasar a ser
un estado doble s e elemento diferencial tiene una rota-
cion, inclusive puede convertirse en un estado triple. El
proceso a revés no siempre es factible. Es decir, s tene-
mos un estado doble, por g emplo, es probable que no e+
contremos, por rotacion del elemento, una posicion para
el cual el estado sea lineal.

Fig.3.1 |~
l N\, Fig.3.2
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Para poder entendernos con claridad al referirnos alas tensiones, vamos a establ ecer ciertas
convenciones:
S;: e subindicei indicaraal gje respecto del cual las tensiones normales son paralelas ( Sy, Sy, S;).
Seran positivas cuando produzcan traccién.

tj; : e subindicei indicarael vector normal a plano donde actuian |as tensiones tangenciales, y el sub-
indicej indicara el gje a que resultan paralelas (1,y, Ty, Tyz, yx, T2 T4).

Tanto las tensiones normales como la tangenciales varian punto a punto en €l interior de un
cuerpo, por lo tanto, debemos tener presente que las tensiones quedan expresadas como funciones:

S=Skysy =ty

3.2 EQUILIBRIO DE UN PRISMA ELEMENTAL

Consideremos, como en lafigura 3.3, un punto A correspondiente a un solido sujeto a tensio-
nes, punto que hacemos coincidir con el origen de coordenadas; y tres planos perpendiculares que pa
san por e punto, coincidentes con los planos coordenados. Supongamos ademas un segundo punto B
del mismo sblido, de coordenadas dx, dy y dz..

Admitiremos que las funciones que definen las tensiones en los puntos del sélido son conti-
nuas y derivables. Las tensiones que actlian en los planos que pasan por B pueden definirse como las
gue actlian en los planos paralelos pasantes por A mas e correspondiente incremento. Asi tendremos,

: 1s,
por giemplo, s,y s, +

dx tomando como incremento el primer término del desarrollo en serie

de Taylor.

Ox

. E—
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El prisma elemental estara sometido a fuerzas actuantes en sus caras como consecuencia de las
tensiones, ademas existira una fuerza de masa que supondremos aplicada en €l baricentro. Llamare-
mos X, Y, Z alas componentes de dicha fuerza por unidad de volumen.

Si planteamos €l equilibrio del prisma elemental tendremos:

s, dx(—:)dy dz - s, dy dz+8‘%ZX +ﬂt—”dz(—:)dx dy - t, dxdy+
2} e z o

o) x
F=0® s, +
a g x

& t o]
+(g‘tyX +ﬂ—yxdyidxdz- t, dxdz+Xdxdydz=0
vy "5

® a&ﬂsx+ﬂtzx +‘”tyx +ngxdydz:O
g‘ﬂx 1z Ty o
t
1-[Sx_|_ﬂyx +ﬂtzx +X:0
X Ty 1z

Por Si = 0; SFz=0, seobtiene :
ECUACIONES DIFERENCIALES

Tt, Ts, Tt DEL EQUILIBRIO (3.2)
Y+ 2L+ 2 +Y=0
™x Ty 1z
t
ﬂtxz+ﬂyz +ﬂSZ+Z:0
™x Ty 1z

Continuando con las ecuaciones de momento, paralo cual suponemos trasladada la terna de
gjes a baricentro del elemento, tendremos:

2 fit )
QA Mx=0 ® Gt +—yzdy‘fdxdzd—y+t axdz Y-
-y g 2 '~ 2
3 fit )
-Gt o+ Zydz‘fdxdyd—z-t dxdyE:O
A PR 2 ¥ 2

Despreciando diferenciales de orden superior nos queda:

t,dxdydz-t dxdydz=0® t =t (3.2

Yy

Identicame nte

Qo Qo

—
1
—
—
1
—
—
1
—
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Estas ultimas ecuaciones reciben el nombre de “LEY DE CAUCHY o LEY DE RECIPRO-
CIDAD DE LAS TENSIONES TANGENCIALES’, cuyo enunciado es: “En dos planos normales
cualesguiera, cuya interseccion define una arista, las componentes nhormales a ésta de las tensiones
tangenciales que acttan en dichos planos, son de igual intensidad y concurren o se alejan de la arista’.

Las ecuaciones diferenciales del equilibrio tienen nueve incognitas, las que considerando la
ley de Cauchy se reducen a seis. Ahora bien, siendo que solo disponemos de tres ecuaciones, e
mero de incognitas excede € nimero de ecuaciones, con lo que concluimos que este problema resulta
ESTATICAMENTE INDETERMINADO. Las ecuaciones que faltan pueden obtenerse solo si se es-
tudian las CONDICIONES DE DEFORMACION vy se tienen en cuenta las propiedades fisicas del
cuerpo dado (por gjemplo laley de Hooke).

La determinacion del estado tensional de un cuerpo siempre resulta indeterminado por condi-
cion interna e implica la consideracion de ecuaciones de compatibilidad, las cuales establecen rela-
ciones entre |las deformaciones, en forma similar a como las ecuaciones diferenciales del equilibrio re-
lacionan alas tensiones entre si.

Hay dos ciencias que tratan de resolver este problema:

- LaTeoriadelaElasticidad
- LaResistenciade Materiaes

En la primera aparecen otras ecuaciones diferenciales aparte de las de equilibrio, se agregan e-
cuaciones de contorno y se trata de obtener la solucion mediante la integracion de las ecuaciones dife-
renciales. El proceso es complgjo y en muchos casos es muy dificil de encontrar la solucidn rigurosa
del problemg, recurriendo a métodos numéricos. En el ambito de la Resistencia de Materiales, en
cambio, se hacen hipotesis aproximadas, aplicables a distintos casos particulares, y que se verifican
experimentalmente.

Cuando resolvimos el problema de la solicitacion rormal, sin haberlo mencionado especifica-
mente, hemos utilizado una ecuacion de compatibilidad: la Ley de Bernoulli. En efecto, esta ley nos
permitio establecer que las deformaciones especificas debian permanecer constantes, con lo que debi-
do ala Ley de Hooke result6é que las tensiones normales también debian ser constante en la seccion
trarsversal.

_P R P P

Si hubiésemos intentado resolver e problema sblo a partir de las tensiones, se podrian haber
encontrado numerosas leyes de variacion s xy) cuya integral en el érea de la seccion transversal diera
como resultado el valor P. Sin embargo, ninguna de estas leyes daria e= cte., que es |0 que se observa
experimental mente.

Para resolver otros problemas como los de torsion, flexion, etc., deberemos seguir un camino
similar a indicado, ya que como hemos visto, las ecuaciones de la Estética no resultan suficiente para
determinar el estado tensional de un cuerpo.

3.3 DEFORMACIONESEN EL ESTADO TRIPLE
L a experiencia demuestra que cuando se produce €l estiramiento de una barra, el alargamiento

longitudinal va acompafiado de acortamientos transversales que son proporcionales al longitudinal. Si
en un cubo diferencial actlia solamente s tendremos:

X

e:s_x
E
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S ademés actla Sy tendremos un valor adicional:

. S,
€,=-me, =-m—=
E

y lo mismo s actlia S ;. En consecuencia podemos establecer |as siguientes leyes:

e, =2ls, - fs, +s.)

(3.4)

€y :é[sy B n(sx +Sz)]

L, rfs,+5,)

Puede demostrarse que las tensiones tangenciales no provocan alargamientos ni acortamien
tos, solo cambios de forma, de modo tal que puede establecerse:

L]

th _txz _t)’Z
c %G %Tg

g, = (35)

Mas adelante veremos que las tres constantes elasticas E, my G no son independientes sino
que estan relacionadas:

m

G = (3.6)

—
+
3

Las seis leyes anteriores, que vienen dadas por las ecuaciones 3.4 y 3.5, congtituyen la dero-
minada “Ley Generalizada de Hooke”

3.4 ESTADO DOBLE

3.4.1 Variacion delastensiones en e punto seglin la orientacion del plano.

Un elemento definido por tres planos normales entre si, esta sometido a un estado plano,
cuando las tensiones en dos de sus caras son nulas.
Analicemos € elemento de la siguiente figura:
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dx =ds. sena

dy =ds.cosa

Adoptamos | as siguientes convenciones de signos:
Tensiones normales. serén positivas cuando produzcan traccion.
Tensiones tangenciales. seran positivas cuando produzcan un giro de momento con sentido horario
respecto a un punto interior del prisma
Angulo a : El ngulo se mide a partir del plano vertical y se considera positivo cuando es antihorario.

El plano definido mediante el angulo a es paralelo a ge z. Los tres planos determinados por
losgesx,y, Yy € angulo a pasan por € mismo punto; de ali que no tenemos en cuenta fuerzas de ne-
sa sobre dicho elemento.

Recordamos por Cauchy:

VA o= Y o (3.7)

Tomando en profundidad una distancia unitaria (d, = 1) y planteando proyecciones de fuer-
zas sobre la direccion 1, por razones de equilibrio tenemos:

A Fs/direc1=0

s ds.1-s dy cosa .1+'[Xy dy sena.1+sy dx sena .1+tXy dx cosa.1=0

s, =s, cos’a +s, senza-ZtXy sena cosa =
, , S, ts, s +*s,
= s _cos‘a+s_ sena+ - -t _sen2a =
X y 2 2 xy
SX+SV S 2 Sy 2
= ———~ +-*(2cos*a- 1) +— (2en‘a- 1)-t_sen2a =
2 2 2 a4
Sx+Sy Sx 2 2 Sy 2 2
= ————+-—>(cos"a - sena)+—(cos“a - sen“a)- t_ senza =
2 2 2 a4
s, *ts, s,-s,
s = + cos2a -t sen2a (3.8
a 2 2 Y
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Similar alo anterior, proyectamos fuerzas sobre la direccién 2:

é Fs/direc2=0

t ds.1-s dysem .1l- ty dy cosa.l+ s, dxcosa.1+tyx dxsena.1=0

a

t = (sX - sy)cosa sena+txy(cos2 a - sena )

t b)) Pa +t,, cos2 3.9
—Tse a+t, cos2a (3.9

a

L as tensiones vinculadas a dos planos perpendiculares se denominan tensiones complementa
rias. Para calcularlas podemos reemplazar en las ecuaciones anteriores, que son validas para cualquier

angulo a, por (a+90°).

b +s ) (s -s )
s' =X L . Y~ cos2a'-t sen2a’
a 2 Xy
S +s s -sS
= X Y+ X Y (-cos2a)-t_ (- sen2a)
2 2 14

Si analizamos la siguiente suma:

S, *s',=s,+s, =cte. - Invariante detensiones (3.10)

a

podemos ver que la suma de las tensiones normales correspondientes a dos planos ortogorales se
mantienen constantes, por |0 que a esta suma se la denomina invariante de tensiones.

3.4.2 Valores maximosy minimos

En e item anterior hemos visto la manera de poder calcular € valor de las tensiones cuando €l
prisma elemental tiene una rotacién; ahora vamos a tratar de determinar |a rotacion que deberia tener
para que las tensiones alcancen valores extremos. Para obtener maximos y
minimos, derivamos e igualamos a cero.

ds
ia :-(sx- sy)senZa- 2txy0052a:0 (Idem 3.9) t:'_:;
L
2t ©
thaS =- ﬁ (311)
x Sy

Observando esta Ultima ecuacion, podemos ver que la misma
queda satisfecha por dos valores de a, los cuales difieren entre si 90°. Re-
emplazando entonces en la ecuacion 3.8 por estos valores [legamos a obte-
ner las expresiones correspondientes a las tensiones normales maximay
minimas. Para ello nos apoyamos en la construccién gréfica de la figura,
de donde resulta muy ssimple obtener los valores de cos2asy sen 2a.
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S -s - 2t

cos2a_ = =7 serla = &

) i\/(sx- sy)2+4txy2 ) i\/(sx- sy)2+4txy2
. :sx+sy . (sx-sy) (sx-sy) izt_xy 2th
” 2 2 \/(sx - sy)2+4txy2 2 \/(sx - sy)2+4txy2
. :sx+sy . (sx-sy)2+4txy2
. 2 2\/(sx- sy)2+4txy2

_S +Sy 1J +4t -

Si calculamos € valor det, paraas

S, -S -2t S, -S
t =— a +1 ( y) =0 (3.12)

B 2 \/(Sx'sy)2+4txy2 xyi\/(sx'Sy)2+4t><yz

podemos ver que las tensiones maximas y minimas, no solo se producen simultdneamente en planos
ortogonales, sino que a mismo tiempo en dichos planos las tensiones tangenciales son nulas. Las ten
siones maximas y minimas se denominan “tensiones principales’ y los ges perpendiculares a los pla-
nos donde actlan, “gjes principales’.

A continuacion vamos a tratar de determinar las tensiones tangenciales maximas y minimas.

dt
& :(s -S )cosZa- 2t sen?a =0
da X y i
— SX ) Sy
tg2a, = +T (3.13)
xy
tg2a =- " 21 ® 2a difiere 90° de 2a,
gsa °

L os planos donde se producen las tensiones principal es difieren 45° de aquellos donde las ten-
siones tangenciales son maximas y minimas.

&S -S 06 (sx-sy) .\ t (+2th)

C X y = Xy

t .
max g 2 Ei\/(sx-sy)z+4txy2 J_r\/(sx-sy)2+4txyz

max
min

t +% s,-s fra’ (314
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S -S

- X y

Caculemos €l valor desa: paraat, siemdo tg2a, = % a
Xy S

==
©
L
o
Fig.3.6.b
< :sx+sy+sx-sy (2txy) ] txy(sx-sy) _S.*ts,
) 2 2 \/(Sx'sy)2+4txy2 \/(Sx'sy)2+4t><y2 2
S _Sx*Sy (3.15)
at — 2 :

3.5 CIRCULO DE MOHR PARA TENSIONES

3.5.1 Trazadoy justificacion en el estado doble

Si consideramos las ecuaciones 3.8y 3.9, v las reordenamos, elevamos a cuadrado y suma-
mos miembro a miembro tendremos:

sx+sy SX-Sy
s, - = cos2a - t, sen2a
2
S,- S,
t, = senZ2a +t  cos2a
2 Xy

&  as,+s, 00 a5 -5, 0

I e R A M) @19
8 2! 2

Esta Ultima expresion resulta ser la ecuacion de una circunferencia con centro sobre un ge
asociado alastensiones normales S, y de abscisa(Sx + Sy )/2. El radio de la circunferencia es:

2
&B,-S,0 1
Bl - e @
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La propiedad fundamental de esta circunferencia es que cada punto de €ella estd asociado a un
par de valores (s, t) correspondiente a un plano. b

Desde € punto de vista practico el trazado
de la circunferencia es muy simple:

- Ubicamos los puntos A y B de coorderedas:
A (Sx, txy)
B (Sy, tyx) —

- Lacircunferencia con centro en C, pasante por
A y B define e Ilamado “Circulo de Mohr”,
cuyo radio coincide con € indicado en la
ecuacion 3.17

SE_SxtSy
2
—_SX_Sy
RC=——2 (3.18)
2
.2
—— &S, -S,0
r =WRC” +RA’ =\/g oIty
2

Si por & punto A trazamos una paralela a la direccion del t respectivo y por e punto B tra
zamos una paralela ala direccion del t respectivo, dichas rectas se cortan en el punto P, € cua pre-
senta propiedades muy importantes. Este punto P se denomina “ punto principal de Mohr”.

Si por & punto principal de Mohr trazamos una recta paralela a plano respecto del cual de-
seamos evaluar las tensiones actuantes, la misma corta a la circunferenciaen el punto M.

JI'E
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A continuacion vamos a demostrar que las coordenadas de ese punto (OT;MT) se correspon
den con losvaloresdesa yta.

Para ello, previamente justificaremos | as siguientes relaciones trigonomeétricas entre angulos
presertes en laFig. 3.8, que utilizaremos para la referida demostracion.

aw=q/2

P—JIL —
en DAE: DA=2.r.cosw

D
—N

en DAA': AA'=DA .senw=2.r.COSW.Senw = r.sen 2w

ademas:

D
—N—

en CAA": AA'=r.snq
entonces: w=q/2

byd=2a

N

5 i — .
—— jd &guo APC lodenominamos (a+g) +a
enPAC: tenemosa P i .

. ==
T b PAC sra:2a +g

luego 2q+4a+2g=180°

D
——

en PCM 20+d+2a+29g=180°

restando m.am. 2a-d=0 b d=2a
Unavez demostradas ambas relaciones, definimos el angulo b
b=2a+q
OT =0OC+CT =0C+r cosb = OC+ r cog(2a +q)
OT = OC + r(cos2a cos(- sen2a senq)

SX+S S -8 t

=2 Y +rcos2a —= Y - rsen2a X
2 2r r

__ S +s s -s
OT = X2 Y+ 2= ycosZa-txysenZa:saOEc.(3.8)
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—
<
I

rsenb = rsen(2a + ) =rsen2a cosq + r cos 2a senq

s _-s
™ :%senZa +t,, cos2a =t ° Ec(3.9)

El circulo de Mohr no sdlo resulta préctico para determinar las tensiones presentes en un plano
cualquiera, sino que a partir del mismo pueden obtenerse las tensiones principales y sus planos prirt
cipales, o las tensiones tangenciales maximay minima. En € circulo de la figura 3.9 hemos represen-
tado las tensiones recientemente mencionadas y sus correspondientes planos de actuacion. En e mis-
mo también puede verse que en correspondencia con las tensiones principales existen tangenciales

nulas.

At
I
I
IG[_n_i
__DI_ :
Fig.3.9 |
Ox+Hldy
V7 ~!
-
— Tmax ?
Chut0y i s o max
5 - o \t'[mln fﬁm:-.

A través del circulo de Mohr podemos analizar algunos casos particulares que nos interesan.

a) Cortepuro

wl_

Tyx
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En este estado vemos que existe un elemento girado a 45° con respecto a solicitado por corte
puro, tal que sus caras estan sometidas a tensiones normales de traccion y compresion, iguaes en va
lor absoluto y numéricamente iguales a la tension tangencial .

b) Traccion simple

M

/
P
a o y Ty
B g T/ /( 1 _EF.
T 0 (8]
/

Fig.3.11

3.5.2 Trazado en € estado triple

Asi como es posible determinar las tensiones
principales en un estado doble, éstas también pueden
cacularse en un estado triple. S suponemos que estas
tensiones son conocidas, es posible demostrar que el
par de tensiones (s ,t) correspondiente a un plano incli-
nado cual-quiera se corresponde con las coorderedas de
cierto punto ubicado dentro del area rayada indicada en
la figura 3.12, encerrada por los circulos, definidos, en
este caso por |las tres tensiones principales.

Un hecho importante a destacar es € que
se observa en €l circulo de la fig. 3.13. Alli te-
nemos un estado triple donde s3=0, y puede Tmax
verse gque la tension tangencial maxima resulta '
mayor gue la que corresponderia al estado plano
correlacionado con las tensiones principales s

. _ Tmax12
y s exclusivamente o3 o2 o1

Fig.3.13
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