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ELEMENTOS DE LA TEORIA DE
TENSIONES Y DEFORMACIONES

3.1 DEFINICION DE LOS ESTADOS TRIPLES, DOBLES Y SIMPLES DE TENSIONES

Consideremos el caso de un solido en equi-
librio bajo la accion de cargas exteriores y aislemos
del interior del cuerpo un cubo elemental de aristas
dx, dy y dz, de manera que las cargas pueden orien-
tarse segun el sistema de referencia.

Sobre cada una de las caras existird un vec-
tor tension total de manera tal que el cubo elemental
se encuentre en equilibrio. Estos vectores pueden
proyectarse segun los ejes de referencia de manera
que en cada una de las seis caras tendremos en gene-
ral una tensiéon normal y dos tensiones tangenciales
perpendiculares entre si. Un estado de tensiones de
estas caracteristicas se dice que es un “estado triple o
espacial”.

En determinadas circunstancias las cargas
actuantes sobre el cuerpo hacen que las tensiones so-
bre el cubo elemental queden ubicadas dentro de un
plano. Este estado se denomina “doble o plano™.

Cuando los vectores tension son paralelos a
un eje el estado se denomina “simple o lineal”.

En realidad, la definicion de un estado como
simple, doble o triple no solo depende de estado de
cargas actuante sino de la orientacion del cubo ele-
mental. Como veremos mas adelante, el estado sim-
ple puede pasar a ser un estado doble si el elemento
diferencial tiene una rotacién, inclusive puede con-
vertirse en un estado triple. El proceso al revés no
siempre es factible. Es decir, si tenemos un estado
doble, por ejemplo, es probable que no encontremos,
por rotacion del elemento, una posicion para el cual
el estado sea lineal.
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Para poder entendernos con claridad el referirnos a las tensiones, vamos a establecer ciertas

convenciones:

O;: el subindice 1 indicard al eje respecto del cual las tensiones normales son paralelas ( Oy, Oy, O;).

Seran positivas cuando produzcan traccion.
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T;; : el subindice i indicara el vector normal al plano donde actian las tensiones tangenciales, y el sub-
indice j indicara el eje al que resultan paralelas ( Txy, Txz> Tyzs Tyxs Tzxs Tzy )-

Tanto las tensiones normales como la tangenciales varian punto a punto en el interior de un
cuerpo, por lo tanto, debemos tener presente que las tensiones quedan expresadas como funciones:

3.2 EQUILIBRIO DE UN PRISMA ELEMENTAL

Consideremos, como en la figura 3.3, un punto A correspondiente a un sé6lido sujeto a tensio-
nes, punto que hacemos coincidir con el origen de coordenadas; y tres planos perpendiculares que pa-
san por el punto, coincidentes con los planos coordenados. Supongamos ademas un segundo punto B
del mismo soélido, de coordenadas dx, dy y dz..

Admitiremos que las funciones que definen las tensiones en los puntos del s6lido son conti-
nuas y derivables. Las tensiones que actian en los planos que pasan por B pueden definirse como las
que actian en los planos paralelos pasantes por A mas el correspondiente incremento. Asi tendremos,
0o,

por ejemplo, 6. y o + dx tomando como incremento el primer termino del desarrollo en serie

ox

de Taylor.

El prisma elemental estara sometido a fuerzas actuantes en sus caras como consecuencia de
las tensiones, ademas existira una fuerza de masa que supondremos aplicada en el baricentro. Llama-
remos X, Y, Z a las componentes de dicha fuerza por unidad de volumen.

Si planteamos el equilibrio del prisma elemental tendremos:

Fig. 3.3
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ZFX =0 > (cx + 666" dx)dy dz-o, dydz +(1:ZX + %“‘dz]dx dy -z, dxdy+
X Z

ot
+[ryx +- ddexdz—r  dxdz+Xdxdydz=0
oy v

0
- oo, +ar”‘ + T x dxdydz=0
ox 0z 0Oy

Planteando ademds XFy=0y XFz=0 se llega a:

0
0o Tnn +6TZ" +X=0
ox Oy oz
ot,, 0o, Or,
5 + 5 + 5 +Y =0 ECUACIONES DIFERENCIALES DEL EQUILIBRIO (3.1)
X y /
ot
ot +— oo, +Z=0
ox o0y oz

Continuando con las ecuaciones de momento, donde suponemos trasladada la terna de ejes al bari-
centro del elemento, tendremos:

ot
D> Mx=0 - (Tyz +ayzdy}dx dz dzy+1:yZ dx dz dzy_

y

ot dz dz
-t +—2dz |dxdy ——1._ dxdy —=0

Despreciando diferenciales de orden superior nos queda:

1, dxdydz—-1, dxdydz=0 —> 1, =T,

y

Idénticamente
ZMy = 0 9 TXZ = TZX

(3.2)
ZMZ=0 - T, =T,

X

Estas ltimas ecuaciones reciben el nombre de “LEY DE CAUCHY o LEY DE RECIPROCI-
DAD DE LAS TENSIONES TANGENCIALES”, cuyo enunciado es: “En dos planos normales cua-
lesquiera, cuya interseccion define una arista, las componentes normales a ésta de las tensiones tan-
genciales que actuan en dichos planos, son de igual intensidad y concurren o se alejan de la arista”.

Las ecuaciones diferenciales del equilibrio tienen nueve incégnitas, las que considerando la
ley de Cauchy se reducen a seis. Ahora bien, siendo que solo disponemos de tres ecuaciones, el nume-
ro de incognitas excede el numero de ecuaciones, con lo que concluimos que este problema resulta
ESTATICAMENTE INDETERMINADO. Las ecuaciones que faltan pueden obtenerse solo si se estu-
dian las CONDICIONES DE DEFORMACION vy se tienen en cuenta las propiedades fisicas del cuer-
po dado (por ejemplo la ley de Hooke).

La determinacién del estado tensional de un cuerpo siempre resulta indeterminado por condi-
cion interna e implica la consideracion de ecuaciones de compatibilidad, las cuales establecen relacio-
nes entre las deformaciones, en forma similar como las ecuaciones diferenciales del equilibrio relacio-
nan a las tensiones entre si.
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Hay dos ciencias que tratan de resolver este problema:

- La Teoria de la Elasticidad
- La Resistencia de Materiales

En la primera aparecen otras ecuaciones diferenciales aparte de las de equilibrio, se agregan
ecuaciones de contorno y se trata de obtener la soluciéon mediante la integracion de las ecuaciones dife-
renciales. El proceso es complejo y en muchos casos es muy dificil de encontrar la solucion rigurosa
del problema, recurriendo a métodos numéricos. En el ambito de la Resistencia de Materiales, en cam-
bio, se hacen hipotesis aproximadas, aplicables a distintos casos particulares, y que se verifican expe-
rimentalmente.

Cuando resolvimos el problema de la solicitacién normal, sin haberlo mencionado especifi-
camente, hemos utilizado una ecuacioén de compatibilidad: la Ley de Bernoulli. En efecto, esta ley nos
permitio establecer que las deformaciones especificas debian permanecer constantes, con lo que debido
a la Ley de Hooke resultd que las tensiones normales también debian ser constante en la seccion trans-
versal.

0'=:; N jgcdsz:jggdsz:;jng:P (3.3)

Si hubiésemos intentado resolver el problema solo a partir de las tensiones, se podrian haber
encontrado numerosas leyes de variacion oy cuya integral en el area de la seccion transversal diera
como resultado el valor P. Sin embargo, ninguna de estas leyes daria €= cte., que es lo que se observa
experimentalmente.

Para resolver otros problemas como los de torsion, flexion, etc., deberemos seguir un camino
similar al indicado, ya que como hemos visto, las ecuaciones de la Estatica no resultan suficiente para
determinar el estado tensional de un cuerpo.

3.3 DEFORMACIONES EN EL ESTADO TRIPLE

La experiencia demuestra que cuando se produce el estiramiento de una barra, el alargamiento
longitudinal va acompafiado de acortamientos transversales que son proporcionales al longitudinal. Si
en un cubo diferencial actiia solamente o tendremos:

si ademads actlia Oy tendremos un valor adicional:
r Gy
E,=-pegy = —ME

y lo mismo si actua G,. En consecuencia podemos establecer las siguientes leyes:

&, = Ell[cx —M(Gy +GZ)]
g, = ::[cy —u(cx +GZ)] (3.4)

€, = Ell[cz —M(Gx +Gy)]

/ 1
Puede demostrarse que las tensiones tangenciales *L
no provocan alargamiento ni acortamientos, solo cambios P
de forma, de modo tal que puede establecerse: i

X sz z
Y= V= Vo= (3.5)
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Mas adelante veremos que las tres constantes elasticas E, p y G no son independientes sino que
estan relacionadas:

G=_ Y (3.6)

21+p)

Las seis leyes anteriores, que vienen dadas por las ecuaciones 3.4 y 3.5, constituyen la denomi-
nada “Ley Generalizada de Hooke”.

3.4 ESTADO DOBLE

3.4.1 Variacion de las tensiones en el punto segiin la orientacion del plano.
Un elemento definido por tres planos normales entre si, esta sometido a un estado plano,
cuando las tensiones en dos de sus caras son nulas.

Analicemos el elemento de la figura:

dx =ds.sena

dy = ds.cosa
2 4Oy
~ Tyx |\
XY
¢ L0x ! y G{ N Ox
P NTo Txy
dy ///// /////
P g
e Oy}~
7 dx ,Y‘I’

Fig. 3.5

Adoptamos las siguientes convenciones de signos:
Tensiones normales. seran positivas cuando produzcan traccion.
Tensiones tangenciales: seran positivas cuando produzcan un giro de momento con sentido horario
con respecto a un punto interior del prisma.
Angulo « : El angulo se mide a partir del plano vertical y se considera positivo cuando es antihorario.

El plano definido mediante el angulo a es paralelo al eje z. Los tres planos determinados por
los ejes x, y, y el angulo a pasan por el mismo punto; de alli que no tenemos en cuenta fuerzas de masa
sobre dicho elemento.

Recordamos por Cauchy:

|Txy|= |Tyx| (37)

Planteando proyecciones de fuerzas sobre la direccion 1, por razones de equilibrio tenemos:
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D Fs/direc1=0
c,ds1-c dycosal+rt  dysenal-oc, dxsenal+t, dxcosal=0

2 2 2 2 Gx + Gy
G, =0, cosa’ + o seno’ — 2T, seno. coso =G, cosa’ + o seno” + T

c.+0 c,+0, o,

—%—rxysenZ(x =71+ 5 (2c0s0c2 —1)+ c;"/(Zsenoc2 —1)—

G, +06, o c
-t sen2a = ———+ 2" (cos2 a— senza)+ Ty (cos2 a— senza)— T, 5en20;
6,+6, G©,-G
c,=——+——"cos2a -1 _sen2a (3.8)
a 2 2 Xy

Similar a lo anterior, proyectamos fuerzas sobre la direccion 2:

ZFs/direc2=0

T,ds1-c dysenol-7t  dycosal+oc dxcosal+t, dxsenol=0

T = (csx -0, )cosoc sena. +7T, (cos2 o —sen’a )

(Gx B cy)
T, = ——sen2o+ 1t _ cos2a (3.9
2 W

a

Las tensiones vinculadas a dos planos perpendiculares se denominan tensiones complementa-
rias. Para calcularlas podemos reemplazar en las ecuaciones anteriores, que son validas para cualquier

angulo a, por ( a+90°).

o' = (GX +6y)+ (G" ;Gy)cos2a‘—txysen2a‘

Si analizamos la siguiente suma:

c,+0',=0, +0, =cte. <« Invariantede tensiones (3.10)

podemos ver que la suma de las tensiones normales correspondientes a dos planos ortogonales se man-
tienen constantes, por lo que a esta suma se la denomina invariante de tensiones.

3.4.2 Valores maximos y minimos

En el item anterior hemos visto la manera de poder calcular el valor de las tensiones cuando el
prisma elemental tiene una rotacion, ahora vamos a tratar de determinar la rotacion que deberia tener
para que las tensiones alcancen valores extremos.

d
% — (5, - o, Fen2a— 21, cos20.=0

da (Idem 3.9)
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27,
tg2a, =— (3.11)
o, -0, =

Observando esta Ultima ecuacion, podemos ver que la misma
queda satisfecha por dos valores de a, los cuales difieren entre si 90°.
Reemplazando entonces en la ecuacion 3.8 por estos valores llegamos
a obtener las expresiones correspondientes a las tensiones normales
maxima y minimas. Para ello nos apoyamos en la construccion grafi-
ca de la figura, de donde resulta muy simple obtener los valores de
cos 20.; y sen 20..

Ox-Oy

o, — -2t
sen2a,, =

c
+ \/(cx —cy)z + 41:,‘y2 + \/(cx —cy)z + 41:,‘y2

_ o, +0, N (Gx —Gy) (cx —Gy) Tyy 2t
m 2 2 J(csx - cy)z +4‘l:xy2 2 \/(cx —cy)z + 41:,(y2

cos2a,, =

(3.12)

s o, +0, N (cx —cy)z +4th2
ac -
2 Zx/(cs'x - cy)z + 41:xy2

=6"+0-yi;x/(csX —cy)z +4rxy2

max
min 2

Si calculamos el valor de t,, para o

. _ 0,0, —thy (Gx_ y)

c
g 2 x/(o-x—cy)z+4rxy2 e ix/(cx—cy)z+4rxy2 -

podemos ver que las tensiones maximas y minimas, no solo se producen simultdneamente en
planos ortogonales, sino que al mismo tiempo en dichos planos las tensiones tangenciales son nulas.
Las tensiones maximas y minimas se denominan “tensiones principales” y los ejes perpendiculares a
los planos donde actuan, “ejes principales”.

0

A continuacidn vamos a tratar de determinar las tensiones tangenciales maximas y minimas.

dt,
da = (cx -0, )cos 2a0-21 sen2a =0
c,—0C
tg2a, = +27y (3.13)
Tyy
tg2o, =— - 20, difiere 90° de 20,
tg2a.,

Los planos donde se producen las tensiones principales difieren 45° de aquellos donde las ten-
siones tangenciales son maximas y minimas.
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T

max

_[cx—cy] .~5,) v, (r2e,)

min 2 i\/(cx —0'y)2 +4t i i\/(cx —cy)z +4t,
(3.14)
Tﬁ?ﬁ‘ = i;X/(csx —cy)z +4th2
Calculemos el valor de 6 para tq;
s =cr,‘+0y_'_($,‘—o'y (Z’ny) _ Ty (GX—Gy) =Gx—0y
C 2 Jlo.-0,f+4r} [lo.-0,f 4, 2
- - c,+0o, o5
ot 2 .

3.5 CIRCULO DE MOHR PARA TENSIONES

3.5.1 Trazado y justificacion en el estado doble

Si consideramos las ecuaciones 3.8 y 3.9, y las reordenamos, elevamos al cuadrado y suma-
mos miembro a miembro tendremos:
c,+0, c,+o

G, — = —~  Ycos2o—1. sen2aq.
2 W

o, -0, 5
T = sen2o.+T.. cos2o
2 Y

GX+G ’ 2 ()'X—C)'v : 2
5 _ || e e ) (3.16)
o 2 o 2 Xy

Esta ultima expresion resulta ser la ecuacion de una circunferencia con centro sobre un eje aso-
ciado a las tensiones normales G, y de abscisa (Ox+ Gy )/2 . El radio de la circunferencia es:

2
J[G‘;Gy] it = ;\/(O'X—cy)z+4rxy2 (3.17)

La propiedad fundamental de esta circunferencia es que cada punto de ella esta asociado a un
par de valores (o, t) correspondiente a un plano.

Desde el punto de vista practico el trazado de la cir-
cunferencia es muy simple:
- Ubicamos los puntos A y B de coordenadas:

A (oy, Txy)

B (oy, Tyx)

- La circunferencia con centro en C, pasante por A y B de-
fine el llamado “Circulo de Mohr”, cuyo radio coincide
con el indicado en la ecuacion 3.17

Fig. 3.7
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Si por los puntos A y B trazamos dos rectas paralelas a los planos de actuacion de las tensio-
nes que definen los puntos, dichas rectas se cortan en el punto P, el cual presenta propiedades muy im-
portantes. Este punto P se denomina “punto principal de Mohr”.

Si por el punto principal de Mohr trazamos una recta paralela al plano respecto del cual de-
seamos evaluar las tensiones actuantes, la misma corta a la circunferencia en el punto M.

Fig. 3.8

A continuacidon vamos a demostrar que las coordenadas de ese punto (OT;MT) se corresponden
con los valores de ca y ta.

B=2a+6
OT=0C+CT=0C +r cosp=OC+r cos(2a +6)

OT = OC +r(cos20. cos 0 —sen2a. send)

c.+0 G.—0C T
= Y ircos2a——— Y —rsen2a
2 2r r
. o,+c, o©, -0,
OT = + cos2a —t sen2o =G
2 Y *

2
TM = rsenf = rsen(20. + 0)
=rsen2o cos 0+ rcos2a send

G, —C

= ?ysenZOL +1T,,00820 =T,

-
2
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El circulo de Mohr no sdlo resulta practico para determinar las tensiones presentes en un pla-
no cualquiera, sino que a partir del mismo pueden obtenerse las tensiones principales y sus planos
principales, o las tensiones tangenciales maxima y minima. En el circulo de la figura 3.9 hemos repre-
sentado las tensiones recientemente mencionadas y sus correspondientes planos de actuacion. En el
mismo también puede verse que en correspondencia con las tensiones principales existen tangenciales
nulas.

~
Omax

JGmin

Fig. 3.9

A través del circulo de Mohr podemos analizar algunos casos particulares que nos interesan.

g

a) Corte puro

\ /Gmax
Txy G_rnin_ CM‘ ——
Tyx 4 N / N °
Fig. 3.10 |

En este estado vemos que existe un elemento girado a 45° con respecto al solicitado por corte puro,
tal que sus caras estan sometidas a tensiones normales de traccidon y compresion, iguales en valor abso-
luto y numéricamente iguales a la tension tangencial.

b) Traccion simple

Fig.3.11
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3.5.2 Trazado en el estado triple

Asi como es posible determinar las tensiones
principales en un estado doble, éstas también pueden cal-
cularse en un estado triple. Si suponemos que estas ten-
siones son conocidas, es posible demostrar que el par de
tensiones (o, t) correspondiente a un plano inclinado
cualquiera se corresponde con las coordenadas de cierto
punto ubicado dentro del area rayada indicada en la figura
3.13, encerrada por los circulos, definidos, en este caso
por las tres tensiones principales.

Fig. 3.12

Un hecho importante a destacar es el que se ob-
serva en el circulo de la fig. 3.13. Alli tenemos un esta- At
do triple donde 65=0, y puede verse que la tension tan- ‘
gencial maxima resulta mayor que la que corresponderia
al estado plano correlacionado con las tensiones princi- ‘
pales 6; y o, exclusivamente.

Fig.3.13

3.2.a Estado de tensiones en el espacio

Consideremos un punto A interior de un cuerpo sometido a cargas. En dicho punto aplicamos
una terna de ejes ortogonales X, y , z. Suponemos conocidos los valores de las componentes de las ten-
siones G y T que actuan en los planos definidos por dichos ejes.

Gx Gy Gz
plano L xqt,, plano Lyqt,, plano 1 z<t
sz Tyz TZ)’

Supongamos ahora un plano inclinado respecto de los ejes adoptados, que contiene al punto
A. El trazado del plano oblicuo lo haremos desplazado con el objeto de facilitar la representacion gra-
fica. Generamos un tetraedro sobre el cual haremos nuestras consideraciones. Al plano inclinado lo de-
finimos por su normal n que forma angulo o, oy, o, con respecto a los ejes. Los cosenos directores
de dicha normal los designaremos: 1, m, n.

coso, =1

h coso, =m

COS(X,Z =1
A
Sup BCD = Q
A
Sup ACD=Q1

A
Sup ABD=Qm

A
Sup ABC=Qn
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El problema que analizaremos a continuacion consiste en establecer las relaciones que permi-
tan vincular la tension total p, y sus componentes ¢ y T que actuan sobre la superficie inclinada con las
tensiones existentes en los planos definidos por la terna de ejes adoptados.

Primeramente consideremos la tensiéon p descompuesta en tres componentes paralelas a los
ejes coordenados: py , py. pz.

Por condicion de equilibrio del tetraedro debe cumplirse:

YF, »pQ-00,-1,0Q -1,Q,=0
ZFy -»p, Q-1 Q -0 Q -1,Q =0

dYF,—>p,Q-1,Q -1,Q -06,Q,=0
Operando queda:

p,=ocl+1, m+1t,n
p, =1, ,l+om+1,n (**)

p,=T,l+1,m+o,n

Expresiones que vinculan las tensiones conocidas, que actiian en las caras ortogonales, con la
tension incognita p.

Conocidas estas componentes podemos hallar el valor de p=-/p> + p; +pl.

También podemos calcular la componente de tension normal: c=p I+p, m+p, n, asu vez

la componente tangencial: t=./p’ —c” .

Se puede apreciar que al cambiar la orientacion del plano considerado, varia la tension resul-
tante aplicada al mismo, y consecuentemente sus componentes. Entre los infinitos planos que pasan
por ese punto, habré planos para los cuales la componente T = 0. Para esas direcciones la tension nor-

mal o adquiere sus valores algebraicos maximos y minimos (en nuestra materia lo demostramos para
el caso de estado plano de tensiones).

Cuando p = o, tales planos se denominan planos principales, las tensiones que ocurren en los
mismos tensiones principales y las direcciones de estas ultimas, direcciones principales.

En este caso:
p,=ol p,=0m p,=0n

Reemplazando en (**) y agrupando
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0=(c,-o)l+t,m+1,n
0=1 1+(c,—c)m+7,n

0=1,l+7,m+(c,—o)n

Los valores de I, m y n que satisfacen el sistema de ecuaciones, nos dan posiciones de planos
para los cuales las tensiones son principales. La condicion para que 1, m y n tengan valores distintos de
cero, es que el determinante del sistema sea nulo.

(Gx _6) Tyx Tox
Ty (o, -0) T, |=0
Tz Tyz (Gz - G)

Desarrollando el determinante y reemplazando los datos conocidos (x, Gy, Gy, Txy, Txz> Tyz) S€
obtiene una ecuacion de tercer grado en o, que nos dara tres valores de tension normal: ;, G2, G3,que
son las tensiones principales en el espacio.

Es decir que en el punto A, existirdn tres direcciones para las cuales en sus planos respectivos
solo se producen tensiones normales.

Las direcciones principales son normales en- 2
tre si y 6 toma valores que son: maximo, minimo y el
restante intermedio.

En materias de cursos superiores se ampliard
el tratamiento de este tema.




