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PROGRAMA DE LA ASIGNATURA  

1. OBJETIVOS  

Profundizar el entrenamiento en interpretar la simbología y los procedimientos de cálculo más usuales en la 
ingeniería. 

2. 

2.1 

CONTENIDOS 

 CONTENIDOS MÍNIMOS 
Análisis vectorial. Aplicaciones. Funciones escalares y vectoriales. Cuádricas. Cálculo diferencial e integral 
en campos escalares. Aplicaciones. Cálculo diferencial e integral en campos vectoriales. Aplicaciones. 

CONTENIDO ANALÍTICO 

UNIDAD I: FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 
Nociones de Geometría Analítica en E-3 . Representaciones gráficas. Sistemas de coordenadas. Espacio 
euclídeo de n dimensiones. Entornos. Clasificación de puntos: Interiores, exteriores, de acumulación, aisla- 
dos, frontera. Conjuntos abiertos, cerrados, acotados. Conjuntos conexos. Funciones de varias variables 
reales. Dominio. Curvas y superficies de nivel. 

UNIDAD II : LÍMITES 
Límite doble. Límites iterados. Relación entre el límite doble y los límites iterados o sucesivos. Funciones 
continuas. Propiedades. Aplicaciones. 

UNIDAD III: DERIVADAS Y DIFERENCIALES PRIMERAS 
Derivadas parciales para dos variables. Representación geométrica de las derivadas. Derivadas parciales 
de funciones de más de dos variables. Plano tangente a una superficie. Diferencial de una función de dos 
variables. Forma analítica de la diferencial. Interpretación geométrica. Existencia de la diferencial. Continui- 
dad de las funciones diferenciables. Derivadas parciales y continuidad. Aplicaciones. 

UNIDAD IV: FUNCIONES COMPUESTAS E IMPLÍCITAS 
Funciones compuestas de una variable independiente. Derivación total. Forma invariante de la diferencial. 
Derivadas direccionales. Representación gráfica. Funciones implícitas de una variable independiente. Exis- 
tencia de la función implícita. Derivación. Generalización. Derivadas parciales. Aplicaciones. 

UNIDAD V: DERIVADAS Y DIFERENCIALES SUCESIVAS 
Derivadas parciales sucesivas. Conmutabilidad de la derivación sucesiva. Teorema de Schwartz. Diferen- 
ciales parciales sucesivas. Fórmula simbólica. Desarrollo de Taylor y Mac-Laurin para funciones de dos va- 
riables. Extremos relativos de funciones de dos variables independientes. Condiciones necesarias para su 
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existencia. Condiciones suficientes. Extremos relativos de funciones con variables ligadas. Método de los 
multiplicadores de Lagrange. 

UNIDAD VI: GEOMETRÍA DIFERENCIAL 
Curvas en el espacio. Longitud de arco. Funciones vectoriales de una variable real: Límites, continuidad, 
derivación. Propiedades de las derivadas; representación geométrica, interpretación física. Vector tangente 
unitario. Representaciones paramétricas equivalentes. La longitud de arco normal unitario. Vector binormal. 
Rectas tangente, normal y binormal. Ecuación de un plano. Triedro móvil. Torsión. Fórmulas de Frenet- 
Serret. 

UNIDAD VII: CAMPOS ESCALARES Y VECTORIALES 
Campos escalares y vectoriales. Derivadas de un campo escalar respecto de una dirección. Teorema del 
Valor Medio. Propiedades de las derivadas. Gradiente. Operador Nabla. Relación entre las derivadas direc- 
cionales y el gradiente. Interpretación geométrica del gradiente. Vector normal unitario y plano tangente a 
una superficie. Divergencia. Interpretación física de la divergencia. Rotacional. Interpretación física del rota- 
cional. Propiedades. 

UNIDAD VIII: INTEGRALES PARAMÉTRICAS 
Integrales que dependen de un parámetro. Continuidad. Derivación bajo el signo integral: Regla de Leibniz; 
generalización. Integrales sucesivas. 

UNIDAD IX: INTEGRALES MÚLTIPLES 
Partición de una región del plano. Integral doble: Definición, propiedades. Reducción de la integral doble a 
integrales sucesivas. Generalización para integrales definidas en dominios no rectangulares. Aplicaciones 
geométricas de la integral doble. Aplicaciones físicas. Integrales triples: Definición. Aplicaciones geométri- 
cas y físicas de la integral triple. Cambio de variables en una integral doble. Jacobiano. 

3. 

3.1 

BIBLIOGRAFIA  

BIBLIOGRAIFA BASICA 
 � ANÁLISIS MATEMÁTICO I Y II - Rey Pastor - Pi Calleja - C. Trejo - Ed. Kapelusz. 
 � APUNTES DE ANÁLISIS MATEMÁTICO I Y II- Prof. Antonio B. Mahave. 
 � ANÁLISIS MATEMÁTICO- Hasser- Lasalle Sullivan - Ed. Triller. 
 � INTRODUCCIÓN AL ANÁLISIS MATEMÁTICO I Y II - Hebe Rabuffetti. 
 � CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I y II - N. Piskunov. 
 � INTRODUCCIÓN AL CÁLCULO Y AL ANÁLISIS MATEMÁTICO II - Courant John 
 � ELEMENTOS DE CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL - Tomos I y II - Sadosky - Güber. 

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTARIA 
 � CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL - Granville, Smith y Longley - Editorial Hutea. 
 � CÁLCULO DIFERENCIAL - 1175 PROBLEMAS RESUELTOS - Manual Schaum. 
 � CÁLCULUS - T.M. Apóstol - Tomos I y II. 
 � ANÁLISIS MATEMÁTICO - T.M. Apóstol. 
 � MATEMÁTICAS UNIVERSITARIAS - Britton, Kriegh, Rutland - Ed.CECSA. 

METODOLOGIA DE ENSEÑANZA  

Las clases de la materia se imparten dentro del horario establecido en forma teórico práctica, donde los 
fundamentos teóricos de los distintos temas se introducen mediante explicaciones, exposiciones dialoga- 
das, técnicas de estudio dirigido y a continuación dichos fundamentos se aplican inmediatamente a la reso- 
lución de ejercicios y problemas prácticos, los que se pueden resolver de manera individual o grupal. Los 
mismos se presentan a los alumnos en una guía publicada al principio del ciclo. A ello se suman las clases 
prácticas de repaso previas a los parciales y las clases individuales de consulta sobre cualquiera de los 
contenidos del programa de acuerdo con las necesidades y disponibilidad de tiempo de los alumnos. 
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El alumno podrá: 

1) Promover la asignatura en forma total con los sig uientes requisitos : 
     a) Asistir a no menos del 80% de las clases teórico prácticas 
     b) Tener aprobadas las asignaturas correlativas correspondientes del plan de estudios: Análisis 
Matemático I y Álgebra y Geometría, antes del 6to. turno de examen del año del cursado. 
     c) Aprobar dos parciales prácticos con calificaciones no inferiores a Bueno (7), con la posibilidad de 
dos recuperatorio práctico, y aprobar dos parciales teóricos con calificación mínima de seis(6), con la 
posibilidad de un recuperatorio teórico. 

Cumplimentadas las condiciones antes mencionadas, el alumno tendrá aprobada la asignatura sin examen final. 
 

2)  Regularizar la parte práctica de la asignatura con los siguientes requisitos : 
     a) Asistir a no menos del 80% de las clases teórico prácticas 
     b) Tener regularizadas las asignaturas correlativas 
     c1) Aprobar los dos parciales prácticos, con la posibilidad de dos recuperatorios. 
 

Cumplimentadas las condiciones antes mencionadas, el alumno tendrá la condición de Regular en la materia 
hasta el 8º turno del año próximo y deberá aprobar un examen final de los contenidos teóricos de la asignatura. 

O:  

            c2) Aprobar el examen final práctico en el 7º u 8º turno del año de cursado. 

     

3) Alumnos libres:  
     No cumpliendo ninguna de las condiciones antes nombradas, los alumnos tendrán la posibilidad de 
rendir como alumnos libres, en mesa de examen final, debiendo aprobar un examen final práctico 
eliminatorio de la totalidad de la asignatura y final teórico oral o escrito. 
 

 
ACLARACIONES CON RESPECTO A LAS EVALUACIONES: 

* Aprobar un examen parcial o final, teórico o práctico, con calificación seis (6), significa acreditar el conocimiento 
del 60% de los temas evaluados. 

* Exámenes parciales prácticos: Se evaluarán en ellos, además de los desarrollos prácticos, conceptos teóricos 
con preguntas de respuestas breves, que justifiquen dichos procedimientos. 

*Exámenes finales para alumnos regulares: Rendirán un examen final teórico que consta de un breve coloquio 
de conceptos básicos y luego desarrollo de temas. 

* Exámenes finales para alumnos libres: Rendirá un examen final práctico, de aprobarse pasarán a la evaluación 
de la parte teórica, en la que se tomará un breve coloquio de conceptos teóricos básicos y luego desarrollo de 
temas.  

*Los dos exámenes recuperatorios de la parte práctica podrán asignarse ambos a un mismo parcial que no se 
aprobó o uno para cada uno en el caso que no se hubieren aprobados los dos parciales. 
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Trabajo Práctico Nº 1: Funciones de varias variables 

• REPRESENTACIÓN DE SUPERFICIES 

1. Dadas las siguientes superficies, identificarlas, hallar sus trazas, sus intersecciones con los ejes 
coordenados y representarlas gráficamente. 
 

a) 012z3y2x4 =−++  

b) 0z4y2x816 =−+−  

c) 10z2y5 =+  

d) 4z=  

e) 1
2

z

16

y

9

x 222

=++  

f) 1
25

z

9

y

4

x 222

=−+  

g) 1
16

z

9

x

4

y 222

=−−  

h) 4yx 22 =+  

i) 04 2 ≥−= zparayz  

j) 22 yxz +=  

k) 4
4

x

9

y
z

22

+−=  

2. Relacione la ecuación con su gráfica (marcada I-VIII). Dé razones para su elección 

 a) 1z9y4x 222 =++ ;  b) 1zy4x9 222 =++ ;   c) 1zyx 222 =+−  

 d) 1zyx 222 =−+− ;  e) 22 zx2y += ;    f) 222 z2xy +=  

 g) 1z2x 22 =+ ;   h) 22 zxy −=  

 
 
  I.   II.    III.   IV. 

 
 V. VI    VII.       VIII. 

3. Responda: 

 a) ¿Qué representa la ecuación 2xy =  como una curva en 2ℜ ? 

 b) ¿Qué representa como superficie en 3ℜ ? 

 c) ¿Qué representa la ecuación 2yz = ? 
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4. Intersecciones entre superficies y volúmenes limitados por superficies: Esquematizar las 
siguientes regiones 

a) 0x;0y;0z;9zyx 222 ====++  

b) 4x;0x;0y;0z;y4z 2 ====−=  

c) 1x;0x;1y;0y;yxz 22 ====+=  

d) octanteprimerelen04z2yx2;yxz 22 =+−++=  

• FUNCIONES DE DOS VARIABLES 

1. f(x,y) = x2 + 3 xy + 5 y3 – 2 y2 + 8  
Calcular:     a) f(0;0) 
  b) f(1;0) 
  c) f(0;2) 
  d) f(1;1) 

2. 








=

≠∀
+
−

=
)0;0()y;x(0

)0;0()y;x(
yx

x2y

)y,x(f 22

2

 

 
 

3. La altura h de las olas en el mar abierto depende de la velocidad v del viento y la duración del 
tiempo t que el viento haya estado soplando a esa velocidad. En la siguiente tabla aparecen los 
valores de la función ( )tvfh ,= en pies: 

a) ¿Cuál es el valor de ( )15,40f ? ¿Cuál es su significado? 

b) ¿Cuál es el significado de la función ( )tfh ,30= ? describa el comportamiento de esta función. 

c) ¿Cuál es el significado de la función ( )30,vfh = ? Describa el comportamiento de esta función. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. Responder si la función está o no definida en los siguientes casos.  

yxpara
xy

xy2
)y;x(f

22
=

−
=  

4
yxpara

ysenxcos

ysenxsen
)y;x(f

22

π==
−
−=  

 
 

 5 10 15 20 30 40 50 
10 2 2 2 2 2 2 2 
15 4 4 5 5 5 5 5 
20 5 7 8 8 9 9 9 
30 9 13 16 17 18 19 19 
40 14 21 25 28 31 33 33 
50 19 29 36 40 45 48 50 
60 24 37 47 54 62 67 69 

Duración (horas) 

V
el

o
ci

d
ad

 d
el

 v
ie

n
to

 (
km

/h
) 

Calcular:    a) f(1;0) 
       b) f(2;2) 
      c) f(0;0) 
      d) f(x;0) 
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Puntos interiores, exteriores y frontera. Conjuntos abiertos, cerrados, acotados y conexos 

5. Dados los siguientes conjuntos en  R2 
a) Graficarlos 
b) Hallar el conjunto derivado (conjunto de puntos de acumulación) 
c) Hallar el conjunto de sus puntos interiores 
d) Justificar si son conjuntos abiertos o cerrados 
e) Definir su frontera 
f) Decir si son o no conexos 

 







 ≥−= 0

2

x
y/)y;x(A  

{ }2/);( 2 <∧<= yxyyxB  

[ ] [ ]{ }3)1(1)1(/);( 2222 >+−∨<+−= yxyxyxC  









≥∧<+= 11
94

/);(
22

y
yx

yxD  

{ }1/);( ≤+= yxyxE  

 

6. Describir analíticamente los siguientes conjuntos de puntos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

• DOMINIO E IMAGEN DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES 

1. Determinar el dominio y la imagen de las siguientes funciones. Graficar el dominio 
 

a) 2216 yxz −−+=  b) )yxsen(arcz +=  c) )yx(lnxyz +++=  

d) 
)16y()2x3x(

6x2
z

22 −+−
+=  e) ( ) ( )yxcos.yx

z
4

1
22 +−

=  f) 
4yx

)yx2(ln
z

22 −+
−=  

g) 
)yx(9

1
z

22 +−
=  h) 

xy

1
z

−+
=  i) 2)xy(senz −+=  

j) 4xylnz −=  k) )(xysenz =   

 

a)

2

c) 4

-3
2

b)
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• CURVAS DE NIVEL 

1. Cada una de las siguientes ecuaciones representa el relieve de distintos terrenos. Grafique las 
curvas de nivel de cada uno de ellos con una separación de 1 m desde 2 m de profundidad y 

hasta 2 m de altura ( )2zy  z ≤Ζ∈ . 

a) yxz +=  b) xy2z =  c) 
1x

y2
z

2 +
=   

2. La siguiente ecuación representa la radiación de temperatura dentro de un local en ºC. Graficar 
las isotermas (curvas de igual temperatura) para hacer un estudio de climatización del mismo. 
Considerar qué valores extremos puede tomar la temperatura. 

    a) 10y3xz 22 ++=       b) yx22z −−=  

3. A continuación se ilustra un mapa de contornos para una función f, utilícelo para estimar los 
valores de f (-3,3) y f (3,-2). ¿Qué se puede decir acerca de la forma de la superficie? 

10

1

Y

X

70 60 50 40

10

20

30

 

4. A continuación se ilustran dos mapas de contorno. Uno es para una función f cuya gráfica es 
un cono, el otro es para función g cuya gráfica es un paraboloide. ¿Cuál es cuál, y por qué? 

III

XX

YY
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5. Relacione la función con su gráfica y con su curva de nivel. De razones para su elección. 

a)
²y4²x

1
z

+
=   b) 23 xy3xz −=   c) ²y

4

1
xsenz 2 +=  

 
A.     B.     C. 

 
Y

X

Y

X

Y

X

 
   I.       II.      III. 
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Ejercicios Complementarios: 
 

• REPRESENTACIÓN DE SUPERFICIES 
 

1. Dadas las siguientes superficies, identificarlas, hallar sus trazas, sus intersecciones con los ejes 
coordenados y representarlas gráficamente 

a) 0428 =−− yx  

b) 39612 =−+ zyx  

c) Crear la ecuación de un plano que resulte paralelo al eje   y 

d) 8x4 =  

e) 3
2

1 =y  

f) Hallar la ecuación de un plano que resulte paralelo al plano  xz 

g) Escribir las ecuaciones correspondientes a los tres planos coordenados. 

h) 01
164

22

≥=+ zpara
zx

 

i) 22 yx4z2 +=−  

j) 1
1694

222

=+− zyx
 

k) 09
4

2
2 ≥+








+−= zcon

y
xz  

2. Decir a qué cuádricas corresponden las siguientes ecuaciones y hacer un esquema en cada caso: 

a) 
2

2

a

x
 + 

2

2

b

y
 – 

2

2

c

z
 = 1 

b) 
2

2

a

x
 + 

2

2

b

y
 + 

2

2

c

z
 = 1 

c) 
2

2

a

x
 – 

2

2

b

y
 – 

2

2

c

z
 = 1 

d) –
2

2

a

x
 + 

2

2

b

y
 + 

2

2

c

z
 =1 

e) 
2

2

a

x
 + 

2

2

b

y
 + 

2

2

c

z
 = -1 

f) 
2

2

a

x
 + 

2

2

b

y
 = z 

g) 
2

2

a

x
 – 

2

2

b

y
 = z 

h) 
2

2

a

x
 – 

2

2

b

y
 = -z 

3. Intersecciones entre superficies y volúmenes limitados por superficies: Esquematizar las 
siguientes regiones 

a) 0x;0y;0z;x4z;y4z 22 ===−=−=  

b) octanteprimerelen
yx

xz 1
64

;2 2 =+−= . 

c) z = 4 - x2    ;    y = 2 – x   ;   y = 2 + x    en el primer octante. 

d) x2 + y2 = 16   ;    z = y   ;   z = 2y     en el primer octante. 

e) z = 4
916

22

+− xy
   ;   1

46
=+ yx

   en el primer octante. 

f) Trace la región limitada por la superficie ²y²xz +=  y 1²y²x =+  para 2z1 ≤≤ . 

g) Trace la región limitada por los paraboloides 22 yxz +=  y 22 yx2z −−= . 

h) Encuentre una ecuación  para la superficie formada por todos los puntos que equidistan del 
punto (-1,0,0) y el plano 1x= . Identifique la superficie. 
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• FUNCIONES DE DOS VARIABLES 
1. 1·5··2),( 325 −−+= yyxxyxf  

Calcular:    a) f(1;0) 
      b) f(0;1) 
      c) f(1;-1) 
      d) f(-1;1) 

2. 








=

≠∀
−=

yx0

yx
yx

1

)y,x(f 22
              Calcular:     a) f(0;1) 

 
 
 
 

3. Responder si la función está o no definida en los siguientes casos.  

a) yxpara
xy

xy2
)y;x(f

22
=

−
=  

b) yxpara
yx

yxf >
−

= 1
);(  

Puntos interiores, exteriores y frontera. Conjuntos abiertos, cerrados, acotados y conexos 

4. Dados los siguientes conjuntos en  R2 

a) Graficarlos 

b) Hallar el conjunto derivado ( conjunto de puntos de acumulación) 

c) Hallar el conjunto de sus puntos interiores 

d) Justificar si son conjuntos abiertos o cerrados 

e) Definir su frontera 

f) Decir si son o no conexos 

{ }244/);( <−∧≤−= yyxyxA  









≤+≤= 8
2

2/);(
2

2 y
xyxB  

{ }01/);( 22 ≥∧<+= yyxyxC  

{ }1020/);( <≤∧<≤= yxyxD  

{ } { }2 2 2 2( ; ) / 0 ( ; ) / 1E x y x y x y x y= + > + <I  

5. Describir analíticamente los siguientes conjuntos de puntos. 

 

 

 

 
 
 
 

-2

+2

a)

1

1 6

4

b)

       b) f(a;-a) 
       c) f(0;0) 
       d) f(-a;a) 
       e) f(a;1/a) 
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• DOMINIO E IMAGEN DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES 
 
 
1) Determinar el dominio y el rango de las siguientes funciones. Graficarlas 
 

a) 
)yx(sen

1
z

−
=  b) 4y2xz 22 −++=  c) 3yxcosarcz 22 −+=  

d) 
yx

yx25
z

22

−
−−+

=  

 

e) 
)yx(sen

yx9
z

22

−
−−+

=  f) 
24

2

x

)yx(nl
z

−+
−=  

g) 
)1yx(ln

1
z

22 −+
=  

h) 

1
4

y

9

x

1
z

22

−++
=  

i) )yx1(xyz −−+=  

j) )4xy(lnz −+=  k) 
22

2

yx16

)yx(ln
z

−−+
−=  l) 

)yx(ln

1
z

22 −
=  

m) 
)3yx(ln

1
z

−+
=    

 
2) Encuentre y trace el dominio de la función. 

a) yx)y,x(f +=  

b) yx)y,x(f +=  

c) ²)y9²x9ln()y,x(f −−=  

d) 
y3x

y3x
)y,x(f

+
−=  

e) 
4²y²x

x5x3
)y,x(f

−+
+=  

f) )xyln(xy)y,x(f +−=  

g) y²xxy)y,x(f +=  

h) ²)y²x4ln(1²y²x)y,x(f −−+−+=  

i) ²z²y²x1)z,y,x(f −−−=  

j) ²)z²y4²x416ln()z,y,x(f −−−=  

 

3) Sea ( ) ( )1yxlny,xf −+=  
 a) Evalúe f (1,1) 
 b) Evalúe f (e,1) 
 c) Encuentre el dominio de f. 
 d) Encuentre la imagen de f. 
 

4) Sea ( ) yx2

ey,xf −=  
 a) Evalúe f (2,4) 
 b) Encuentre el dominio de f. 
 c) Encuentre la imagen de f. 
 

5) Sea ²y4²x936)y,x(g −−=  

 a) Evalúe g (1,2). 
 b) Encuentre y trace el dominio de g. 
 c) Encuentre la imagen de g. 
 
  



ANÁLISIS MATEMÁTICO II           Guía de Trabajos Prácticos 
 
 

 
9 

6) Sea )zyxln(²x)z,y,x(f +−=  
 a) Evalúe f (3,6,4). 
 b) Encuentre el dominio de f. 
 c) Encuentre la imagen de f. 
 

7) Sea .1²z²y²x1)z,y,x(f −++=  

 a) Evalúe f (1,3,-4). 
 b) Encuentre el dominio de f. 
 c) Encuentre la imagen de f. 
 
• CURVAS DE NIVEL 

 
1. Graficar las curvas de nivel para  Zz∈  y 2z ≤ , de las siguientes superficies 

a) 
1x

x2
z

2 +
=  b) 

1x

1y
z

2 +
−=  c) yx1z +++=  

d) 22 yxz +=  e) 22 yxz −=   

 
2. En los siguientes casos, considerar los valores que pueden asignarse a  z y graficar las curvas de nivel. 

        a) 
3x

y
z

2 +
=      b) 5yx4z −+=  

3. Una placa metálica delgada, ubicada en el plano xy, tiene temperatura T(x,y) en el punto (x,y). Las 
curvas de nivel de T se denominan isotermas porque en todos los puntos de una isoterma la 
temperatura es la misma. Trace algunas isotermas si la función de temperatura esta dada por  

   ( ) ( )22 y2x1100y,xT ++=  
 
4. Si V (x,y) es el potencial electrónico en un punto (x,y) del plano xy, entonces las curvas de nivel de V 

se llaman curvas equipotenciales porque en todos los puntos de dicha curva el potencial eléctrico es 

igual. Trace algunas curvas equipotenciales si ²y²x²rc)y,x(V −−= , donde c es una constante 

positiva. 
 
5. Relacione la función con su gráfica y esquematice su curva de nivel. De razones para su elección. 

a) ²y²xsenz +=  

b) 
22 yx22 e yxz −−=  

c) y sen x senz ⋅=  

I 
 

II 
 

III 
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Trabajo Práctico Nº 2: Límites  

• LÍMITES 
 
Calcular, si existen, el límite doble y los límites iterados de las siguientes funciones en los puntos 
indicados. Probar por otros caminos si fuera necesario. 
 
1) xyxlím

),()y,x(
+

−→

2

13
 2) 

yx

yx
lím

),()y,x( +
−

→ 00
 

3) 
)yx(y

)ysen()yx(
lím

),()y,x( −
−

→ 3

29 22

00
 4) 

)y()yx(

)y()x(
lím

),()y,x( 32

94 22

32 −−
−−

→
 

5) 
2200 22

3

yx

xy
lím

),()y,x( +→
 6) 

2200

3

yx

xy
lím

),()y,x( ++→
 

7) 
xy

)xy(sen)x(
lím

),()y,x( 3

2
00

+
→

 
8) 

22

22

00
4 yx

yx

),()y,x(
lím −

+

→
 

  
 

• CONTINUIDAD 
 

1) Dadas las siguientes funciones, determinar si son continuas en el origen, justificando la respuesta.   
 

a) 
22 yx

xy
z

++
=  b) 









=

≠
++=

);()y;x(

);()y;x(
yx

xy

z

000

00
22  

c) 








=

≠
+
−

=
)0;0();(5

)0;0();(
22

22

yx

yx
yx

yx

z  

 
2) Dadas las siguientes funciones, determinar si son continuas en el punto (1;1) justificando la respuesta. 

a) 




=
≠+

=
);()y;x(

);()y;x(yx
z

111

113

 b) 
yx

x
z

−+
= 2

 

 
3) Definir   f(0;0)  para  que la función sea continua en dicho punto 
 

a) 
yx

yx
z

+
−=

22

 b) 22

22

yx

)yxsen(
z

+
−=  

c) 
)3(2
 )9( 2

−
−=

xy

ysenx
z  
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Ejercicios Complementarios: 

• LÍMITES 
 
Calcular, si existen, el límite doble y los límites iterados de las siguientes funciones en los puntos 
indicados. Probar por otros caminos si fuera necesario. 
 

1) 
yx

yx
lím

),()y,x( 62

3
00 +

−
→

 2) 
yx

yx
lím

),()y,x( 23

2
00 +−

−
→

 

3) 22

22

00 2

3

yx

yx
lím

),()y,x( +
−

→
 4) 

2211 yx

xy
lím

),()y,x( +→
 

5) 
x

xseny
lím
yx

)3( 2

)0,0(),(

+
→

 6) 
xy

xsenyysenx
lím

),()y,x(

22

00

−
→

 

7) 222

22

00 )yx(yx

yx
lím

),()y,x( −+→
Probar con y = x 8) 

yx

yx
lím

),()y,x( 2

23
00 −

−
→

 

9) 
y

)xysen(
lím

),()y,x( 00→
 10) 

)x()xy(

)xx()xy(
lím

),()y,x( 22

23222

11 −−
+−−

→
 

11) 
2

73
12 +

−−
−→ x

yx
lím

),()y,x(
 12) 44

22

00 yx

yx
lím

),()y,x( +→
      Probar sobre   y = x 

13) 
x

senylím
),()y,x(

1
00→

 14) 24

2

00 yx

yx
lím

),()y,x( +→
       Probar con  y = x2 

15) 
1

1
lím

22

)0,1(),( −
−+−

→ x

xyxy
yx

 16) 
1243

1892
lím

22

22

)3,2(),( +−−
+−−

→ yxyx

xyxy
yx

 

17) 
yx

yx
yx 54

23
lím

)0,0(),( −
+

→
 sobre y = 4x 

18) z
yx )0,0(),(
lím

→
    con 

( )




=
≠⋅

=
0  x si                              0

0 xsi             xseny
z

π
 

 

• CONTINUIDAD 
 

1) Dadas las siguientes funciones, determinar si son continuas en el origen, justificando la respuesta.   
 

a) 




=
≠+

=
);()y;x(

);()y;x(yx
z

003

003

 b) 








=

≠
+
−

=
);()y;x(

);()y;x(
yx

yx

z

000

00
22

22

 

c) f(x,y)








=

≠⋅
=

0  0

0  
1

sen

ysi

ysi
y

x
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2) Determinar si son continuas en el origen las siguientes funciones 
 

a) 




=
≠+

=
);()y;x(

);()y;x(yx
z

000

003

 b) 








=+

≠+
+
+

=
00

0
33

23

yx

yx
yx

yx

z  

 

c) 








=

≠
+
+

=
);()y;x(

);()y;x(
yx

yx

z

000

00
2

22

22

 

 

d) 








=

≠
+=

)0;0();(5

)0;0();(
5

22

22

yx

yx
yx

xy

z  

e) 








=+

≠+
+
−

=
01

0

yx

yx
yx

yx

z  f) 








=

≠
=

00

0
1

y

y
y

sen.x
z  

 
 
3) Determinar en qué región son continuas las siguientes funciones 
 

a) xyez
1

=  b) 
yx

x
z

−+
= 3

 
c) )yxln(z 224 +−=  

d) )yxyxtg(z 22 2 ++=  e) 
yx

x
z

53 +
=  f) 

y

x
senxz 2=  

 
4) Definir   f(0;0)  para  que la función sea continua en dicho punto 

 
 

a) xy
yx

yx
z −

+
−=

22

22

 b) 
22 yx

sen.yz
+

= π
 c) 

)xysen(

)xytg(
z

5

2=  
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Trabajo Práctico Nº 3: Derivadas y diferenciales primeras 

• DERIVADAS   PARCIALES 
 

1) Calcular las siguientes derivadas parciales aplicando la definición de derivada en los puntos indicados 

a) 22 32 xyyxz −=  en oP = (3;-1) b)  xyxyyxz 252 23 +−=  en oP = (2;-3) 

c) ycos.xsenz=  en oP = (0;0)  
 

 
2) Aplicar las reglas de derivación para calcular las funciones derivadas de las siguientes dadas 

a) 32 )yx()yx(z −+=  b) 
yx

yx
z

+
−=  c) 22

22

yx

yx
lnz

+
−=  

 
3) Demostrar que si 

a) 
yx

yx
senz

+
−= , entonces es   0=+ '

y
'
x z.yz.x  

b) 
zy

yx
xu

−
−+= , se verifica que    1=++ '

z
'
y

'
x uuu  

c) yln.ez y

x

= ,  entonces es    
yln

z
z.yz.x '

y
'
x =+  

 

4) Calcular si existe, la derivada parcial respecto de  x   en   oP =(0;8) de    3 xyz=  

 

5) Calcular la pendiente de la recta tangente a la curva intersección de la superficie 223 6 yxxz −=   con 

el plano  2=y   en el punto oP =(1;2) 

 

• DIFERENCIALES 
 
1) Calcular el diferencial total de las siguientes funciones 

a) yx e.xe.yz 22 +=  b) )xln.ysen(z =  

c) 
x

y
tgarcz =  

d) zyxu 2=  

 
2) Dada la función  y.xz=  comparar y hallar la diferencia entre  dz  y  ∆z 

3) Calcular el diferencial total de  2223 xyyxyxz ++=  en );(P 110 = , con 20,dx=  y 050,dy =  

4) Calcular el valor de la función 54 y.xz =  en  0171,x = , 990,y = , aplicando diferenciales. 

5) Calcular el volumen del material necesario para fabricar un vaso cilíndrico de las siguientes 

dimensiones: 

a) R: radio interior del cilindro,  H: altura interior,  K: espesor de las paredes y fondo del cilindro 

Dar solución exacta y aproximada. 

b) Medidas interiores: 3 cm de radio y 12 cm de altura, con un espesor de material de 3 mm.  

Dar solución exacta y aproximada. 
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6) Los lados de un terreno triangular miden 100 y 125 metros con un error de 0,02 m y el ángulo 

comprendido es de 60º con un error posible de 1º.¿Cuál es el error aproximado en que está medido el 

terreno? 

7)    El peso específico de un sólido se da por la fórmula   
w

P
s =   , en donde, P es el peso en el vacío y w 

es el peso de un volumen igual de agua. ¿Cómo afecta al peso específico calculado un error de ±0,1 

en el valor de P y ±0,05 en el valor de w, suponiendo P = 8  y  w = 1 en el experimento: a) si ambos 

errores son positivos;  b) si un error es negativo?  C) ¿Cuál es aproximadamente el mayor error 

porcentual? 

8)    El período de oscilación de un péndulo es  
g

l
P π2= , a) ¿cuál es el mayor error aproximado en el 

período si hay un error de ±0,04 m en la medida de una suspensión de 3 m, y si  g, que se toma como 

9,80 m/seg2, puede tener un error de 15 mm/seg2?; b) ¿cuál es el error porcentual? 

 
 

Ejercicios Complementarios: 

• DERIVADAS   PARCIALES 
 

1) Calcular las siguientes derivadas parciales aplicando la definición de derivada en los puntos indicados 
 

 

a) 323 yxz=  en oP = (1;2) 

 

b) 443 2 +−= xyxz  en oP = (2;1) 

 
c) yxez +=  en oP = (0;0) 

 

d) yxz +=  en oP = (2;3) 

 

e) yxyxyz +−= 22  en oP = (2;2) 

 

f) 22 yxz +=  en oP = (1;1) 

 
2) Aplicar las reglas de derivación para calcular las funciones derivadas de las siguientes dadas 
 

a) 
2yxez −=  b) )yxln(z −+= 3  c) )xysen(.xyz 3 2=  

d) 







+=

y

x
senarcyxz y 24  e) 

xy

ye.x
z

xy

+
=

2

22

 f) 
x

y
tgarc.

y

x
z

2









=  

g) 
1

2
2

2

+
+

=
xy

xlnxtgarc.y
z  h) 

xy

e.x
z

xy

+
=

2

2

2

3
 i) 

y

x
tg.ez xy=  

j)  
yx

ey
z

xy

−
= .2 2

 en P (2;1) 
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3) Demostrar que si 

a) 
y

x
sen.xz = , entonces es  

2
'' z

zyzx yx =⋅+⋅  

b) 
x

y
cos.y

x

y
sen.xz 22 += , se verifica que  zz.yz.x '

y
'
x 2=+  

c) 22 yxlnz += ,  entonces es   1=+ '
y

'
x z.yz.x  

 

4) Calcular si existe, la derivada parcial respecto de  y   en   oP =(0;4) de 3 xyz=  

 

5) Dado el elipsoide 1
61224

222

=++ zyx
, hallar la pendiente de la recta tangente a la curva intersección 

del elipsoide: 
 

a) Con el plano y = 1, en el punto en que x = 4 
b) Con el plano x = 2, en el punto en que y = 3 

 

• DIFERENCIALES 
 
1) Calcular el diferencial total de las siguientes funciones 
 

a) z = 2 x3 – 4 x y2 + 3 y3 b) yxz 2·cos2=  
 
c) u = (x – y) ln (x + y) 

 

d) 32· zyxu =  
 
2) Calcular ∆u y du para la función u = 2 x2 + 3 y2, cuando x = 10; y = 8; ∆x = 0,2; ∆y = 0,3; y comparar 

los resultados. 
 

3) sea 22 yxyz −= . Calcular ∆z y dz en P (1;2) si dx = 0,01  y  dy = -0,02 
 

4) Calcular el diferencial total de  z = (x + y) y-x  en (6;2)P0 = , con 25,0=dx  y 2,0−=dy  

 
5) Calcular el diferencial total de la función xln.yyln.xz −=  en );(P 110 = , con 10,dx =  y 

20,dy −=  
 

6) Calcular el valor de la función 65 y.xz =  en  00171,x = , 9950,y = , aplicando diferenciales. 
 

7) Calcular aproximadamente aplicando diferenciales 5 32 12283 ),.(),( +  

 

8) Investigar si es diferenciable en el origen la función  








=

≠
+=

);()y;x(

);()y;x(
yx

y.x

z

000

00
22

 

 

9) Al medir un bloque paralelepípedo de madera, han resultado las dimensiones 10, 12 y 20 cm en cada 

una con un error probable de 0,05 cm cada una. Hallar aproximadamente el máximo error que puede 
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cometerse al calcular el área total del bloque y el porcentaje de error como consecuencia de las 

medidas individuales. 

 

10) Los radios de las bases de un tronco cónico circular recto miden 5 cm y 11 cm respectivamente, y el 

lado mide 12 cm; el error máximo de cada medida es de 1 mm. Determinar el error aproximado y el 

error por ciento al calcular con estas medidas: a) la altura;   b) el volumen. 

 

11) Se da la superficie 
yx

yx
z

+
−= . Si en el punto donde x = 4, y= 2 se aumentan x  y  y  cada uno en 0,1, 

¿cuál es el valor aproximado del cambio de z? 

 

12) La resistencia de un circuito se halló empleando la fórmula  C = E / R, siendo C = intensidad de la 

corriente y E = fuerza electromotriz. Si hay un error de 1/10 de amperio en C y 1/20 de voltio en E,     

a) ¿cuál es el valor aproximado del error de R si las lecturas son C = 15 amperios y E = 110 voltios? 

b) ¿cuál es el error porcentual? 

 

13) Si para calcular )yx(sen +  se emplease la fórmula ysenxcosycosxsen)yx(sen +=+ , 

¿cuál sería el valor aproximado del error que resultaría si se hiciese un error de 0,1º en la medida 

tanto de  x  como de  y, y si estas medidas diesen 
5

3=xsen  y  
13

5=ysen ? 

 

14) La aceleración de un cuerpo que se desliza hacia abajo en un plano inclinado, prescindiendo del 

rozamiento, viene dada por la fórmula  isen.ga = . Si  g varía 3 cm/seg2, y si el valor de  i, que 

mide 30º, puede tener 1º de error, ¿cuál es el error aproximado del valor calculado de  a? Tómese el 

valor normal de  g  = 9,80 m/seg2. 

 

15) Suponiendo que la ecuación característica de un gas perfecto sea tRnvp ... = , en donde v = volumen,  

p = presión,  t = temperatura absoluta,  n = cantidad de gas expresada en moléculas gramo (moles) y  

R una constante, ¿cuál es la relación diferencial entre las diferenciales  dv, dp,  dt? 

 

16) Aplicado a un caso experimental el resultado del problema anterior, supóngase que hayamos 

encontrado  t =300º, p = 10.000Kg/m2,  v = 0,417 m3,  n = 8,583  y  R = 0,8478
molK

mKgm

.º

/. 23

. Hallar el 

cambio de  p, suponiéndolo uniforme, cuando  t  cambia a 301º y  v  a 0,420 m3. 
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Trabajo Práctico Nº 4: Funciones compuestas e implícitas 

• FUNCIONES  COMPUESTAS 
 

1) Sea 




−=
+=

−+=
12

1
243

2
2

ty

tx
,xyyxz      , hallar 

dt

dz
  en  1=t  

 

2)  Sea 






−=
+=

+=
−

vey

uex
,)yxln(z

v

u

5

222      , hallar 
u

z

∂
∂

  y  
v

z

∂
∂

 

 

3) Sea 




−=
+=

=
uvuy

vusenx
exz xy

2)2cos(

3)2(
      ,.

2

     , hallar 
u

z

∂
∂

  y  
v

z

∂
∂

 en )0;0();( =vu  

 

4) Sea 














=
=

=

+=
tz

ty

t
x

xzeu xy

4

1

   , 233      , hallar  
dt

du
 , expresar en función de t. 

 

5) Sea 




=
=

+
=

tseny

tcosx
,

yx

xy
z

22

2
       , hallar 

dt

dz
  en  

2

π=t  

 

6) Dada  23 yxz +=  con 




=
=

vsen.uy

vcos.ux

  

analizar si se verifica la relación: 
2

2

222 1








∂
∂+








∂
∂=









∂
∂+








∂
∂

v

z

uu

z

y

z

x

z

 

• FUNCIONES IMPLÍCITAS 
 
1) Calcular la derivada de las siguientes funciones definidas implícitamente si   y = f(x) 

 

a) 042 =+ ysenyx              b) 0=+− ysene ycosx         c) 0422 =−+− yy.x.x  

 

d) 0333 =−+ y.x.ayx         e) 1=− xcoseysene yx  
 
2) Verificar que los valores dados de x y de y satisfacen la ecuación y hallar el valor correspondiente de 

dx

dy
 

a) 3222222 ===++ y,x;yy.xx  

b) 00 ===++ y,x;CeCByAx y.x  

c) 001 ===+ y,x;xseneycose yx  
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3) Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones definidas implícitamente si  z = f(x;y) 

a) ( ) 0222 =−+ z.xsen.yz.x  

b) ( ) ( ) ( ) 0=++ z.xsenz.yseny.xsen en   P(π;0;0) 

c) ( ) 03214 2 =−−+ zysenxz.x  en 






− 1;
2

;20

π
P  

 
4) Dadas las funciones definidas implícitamente por los siguientes sistemas y suponiendo que se verifican 

las condiciones de existencia, calcular las derivadas que se piden en cada caso. 

a) 






=−+−
=+−+

04

0152
3

33

zyx

zyx
             Hallar     

dx

dy
    y      

dx

dz
 

b) 






=+
=+

232

5

tyx

tyx
                             Hallar     

dt

dx
    y      

dt

dy
 

c) 






=−
=+

xxvuy

yvxu

42 3

32

                        Hallar     
y

v
;

y

u
;

x

v
;

x

u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

 
 

Ejercicios Complementarios: 
 

• FUNCIONES  COMPUESTAS 
 

1) Sea 




−=
+=

−+=
13

12
23

2
22

ty

tx
,yyxz   ,    hallar 

dt

dz
  en  1=t  

2) Sea 






=
=

+=
−

t

t

ey

ex
,)yxln(z 22   ,    hallar 

dt

dz
  en  0=t  

3) Sea 




+−=

+=
−+=

uvvvy

uvux
,xyyxz

3

3
2

2

23
 ,    hallar 

u

z

∂
∂

  y  
v

z

∂
∂

 en );()v;u( 21=  

4) Sea  




=
=

++
=

tseny

tcosx
,

yx

xy
z

22

2
   ,     hallar 

dt

dz
  en  0=t  

5) Sea   




−=
=

=
tcosy

tsenx
,

y

x
z

2
3

3

   ,     hallar 
dt

dz
  en  

3

π=t  
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6) Sea   








=
+−=

=
+−=

tez

tty

tsenx

,z.xz.yxu

3

1

2

2 222  ,    hallar 
dt

du
  en  0=t  

7) Dada   






=
=

+=
−

+

vu

vu

ey

ex
,xln.yyln.xz  ,    demostrar que  vue

x

y
y

v

z

u

z +







 +=
∂
∂+

∂
∂

.ln2  

 

8) Demostrar que si  




−=
+=

=
vuy

vux
,

y

x
tgarcz   ,    se verifica que  

22
''

vu

vu
zz vu +

−=+  

9) Sea  




−=
=

++
=

ty

tx

xy

xy
z

2sen

2cos
,

6
22

  ,    hallar 
dt

dz
  para  

2

π=t  

10) f(x,y)






=
=

−+=
tey

tx
paraxyyx

2
22 2

35  ,     hallar 
dt

df
 en el punto   1=t  

• FUNCIONES IMPLÍCITAS 
 
1) Calcular la derivada de las siguientes funciones definidas implícitamente si   y = f(x) 
 

a) 15 x = 15 y + 5 y3 + 3 y5 

b) x = y + 3 y  

c) x3 – 3 a x y + y3 = 0 

d) 6=+
y

x

x

y
 

e) x cos xy = 0 
 
2) Verificar que los valores dados de x  y de  y  satisfacen la ecuación y hallar el valor correspondiente 

de  
dx

dy
 

 

a) 220433 −===+− y,x;y.x.yx  

b) 42422 ===+− y,x;yy.x.x  

c) ( ) 1cos =−+ yyxex    en el origen. 

d) x2 + x y + 2 y2 =28; (2,3) 

e) 532 =+ yx  ; (2,3) 

f) x3 – a x y + 3 a y2 = 3 a3 ; (a,a) 

 

3) Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones definidas implícitamente si  z = f(x;y) 

a) ( )zyxzyx ..sen=++   en el origen. 
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b) 023 =−++ zlnzyx  

c) ( ) 012 33 =+−+ yx.zz.y.xsen  

d) 04222 =−−+− zyxe.z xy  

4) Dadas las funciones definidas implícitamente por los siguientes sistemas y suponiendo que se 

verifican las condiciones de existencia, calcular las derivadas que se piden en cada caso. 

a)   






=−
=++

zyx

zyx
22

22

3

8
                        Hallar     

dz

dy
    y      

dy

dz
 

b)   






−=−
+=−

yxvu

yxvu

22

3
2

2

                      Hallar     
y

v
;

y

u
;

x

v
;

x

u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

c) 











+
−=

+
=

22

22

yx

y
v

yx

x
u

  Hallar     
y

v
;

y

u
;

x

v
;

x

u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂
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TRABAJO PRÁCTICO Nº 5: Derivadas y diferenciales sucesivas 

• DERIVADAS SUCESIVAS 
 
1) Verificar la relación de Schwarz en las siguientes funciones: 
 

a) 
84

22 xyx
z +=                              b)  

yx

y
z

−
=  

 
2) Calcular las derivadas parciales primeras y segundas de las siguientes funciones 
 

a) 
22 x

y

y

x
z −=  

b) )ln.sen( xyz =  

c) 
)xysen(

e
lnz

x2

=  
d) f(x,y) 

x

y
y

y

x
x lnln ⋅+⋅=  

 
3) Demostrar que si 

 

a) 
yx

xy
z

−
= , se verifica que   02 22 =++ "

yy
"
xy

"
xx z.yz.xyz.x  

b) 
yx

yx
z

32

22

+
−= , se verifica que   

x

y

z

z
"
yy

"
xy −=  

 

• DIFERENCIALES SUCESIVAS 
 

1) Hallar zd 2  en  oP =(1;2)  si  3223 5 yxyxz −=  

 

2) Si 244 yxz =  hallar  d3z 
 

• SERIES DE TAYLOR Y MAC LAURIN 
 

1) Desarrollar ( )xylnz=  en el entorno del punto ( )110 ;P =  hasta el 2º orden. 

 
2) Desarrollar las siguientes funciones en un entorno del punto indicado o en las potencias indicadas 

aplicando las fórmulas de Taylor o Mac Laurin según corresponda, hasta las derivadas terceras 
inclusive. 
 

a) 33 2 yxyxxz +−+=   en un entorno del punto ( )210 ;P =  

b) ycos.ez x=  en un entorno del origen. 

c) yxez =  en un entorno del punto ( )1 ; 10 =P  y hallar aproximadamente ( )2,1 ; 1,1f  
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d) yxez +=   en potencias de ( )1−x  y de ( )1−y . 

3) Verificar el siguiente desarrollo: 

...
!

yyxyxx

!

yyxx

!

yx
ycosxcos ++++−++++−=

6

1515

4

6

2
1

642246422422

 

• EXTREMOS RELATIVOS 
1) Calcular los extremos relativos de las siguientes funciones: 

a) 22 224 yyxxz +++=  b) yxxyxz 12153 23 −−+=  

c) 
yx

yxz
484833 +++=  d) 12244 −−−+= yxyxz  

e) yxyxez −−−= 22
  

 

2) Hallar k  para que 22 3 kyxyxz ++=  tenga mínimo relativo en algún punto de su dominio. 

3) Dividir un número a en tres partes tales que su producto sea máximo. 

4) En la parte superior de un edificio, en un espacio vacío limitado por dos paredes verticales 
perpendiculares, una losa horizontal y un techo inclinado que responde a la siguiente ecuación: � =
2 − � − �, se quiere proyectar en el mismo un tanque para agua con la mayor capacidad posible. 
Calcular las dimensiones del tanque y su capacidad.  

                           
 
 

Ejercicios Complementarios: 

• DERIVADAS SUCESIVAS 
 
1) Verificar la relación de Schwarz en las siguientes funciones: 
 

  a) )yxln(z += 2    b)  
DyCx

ByAx
z

+
+=  

 
2) Calcular las derivadas parciales primeras y segundas de las siguientes funciones 
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a) 
x

y
tgarcz =  b)

2yxz =  

c) xln.ysenylnez x +=  d) f(x,y) ( )[ ]y lncos x=  
 
 

3) Demostrar que si 
 

a) )yxsen()yxcos(z −++= 22 , se verifica que   04 =− "
yy

"
xx z.z  

b) )ycosx.(senez t += − , se verifica que   
'
t

"
yy

"
xx zzz =+  

 
 

• DIFERENCIALES SUCESIVAS 
 

1) Hallar  zd 2   si   4223 4 xyxyz +=  
 

2) Hallar  zd 3   si   
22 yxez +=  

 

• SERIES DE TAYLOR Y MAC LAURIN 
 
1) Desarrollar las siguientes funciones en el entorno de los puntos indicados hasta el 2º orden 
 

a) ( )yx2senz=    en  






 π= 1
40 ;P  

 
b) ye.xz =  en  ( )0 ; 10 =P  

 
2) Desarrollar las siguientes funciones en un entorno del punto indicado o en las potencias indicadas 

aplicando las fórmulas de Taylor o Mac Laurin según corresponda, hasta las derivadas terceras 
inclusive. 
 
a) yxez 2+=  en un entorno del punto ( )020 ;P =  

b) ( )yxsenz +=   en potencias de 






 π−






 π−
22

y,x . 

c) ( )22yxsenz −=  en un entorno del origen. 

d) ( )yln.ez x += 1 en un entorno del punto  ( )000 ;P =  

3) Verificar los siguientes desarrollos: 

a) ( ) ( ) ...
3

1
lnlnln2

2

1
1ln 32222 ++−+−+=+ yayxayxyaxyyyax  
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b) ( ) ...
!

yyxyxx
yxyxsen ++++−+=+

3

33 3223

 

• EXTREMOS RELATIVOS 
 
1) Calcular los extremos relativos de las siguientes funciones: 

a) 12322 +−++−= yxyxyxz  b) 2012333 +−++= yxyxz  

c) 122522 22 +−+++= yxyxyxz  d) 
yx

xyz
11 ++=  

e) xyxz 323 −+=  f) 29622 +−−++= yxyxyxz  

g) 
49

5
22 yx

z −−=  h) yyxx
yx

z 325
34

223
34

+−−++=  

i) 2244 yxyxz +++=  
j)






 −−





 −+−

=
yyxx

ez
2122

 

k) ( ) 22 21 yxz +−=  l) xyxz += 23  

m) ycosez x=  n) xyyxz 9162 33 −+=  

o) 29633 +−−+= yxyxz  

2) Hallar k  para que 22 ykxxz ++=  presente un punto crítico en ( )010 ;P −= . Clasificarlo. 

3) Hallar k  para que yxkyxyxz 642 22 ++++=  presente un punto crítico en 






 −−=
2

1

2

3
0 ;P . 

Clasificarlo. 
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TRABAJO PRÁCTICO Nº 6: Integrales paramétricas: 

  
1) Resolver las siguientes integrales paramétricas: 

 a) dx
x

ye

∫
 

1 
 b) ( )∫ +

2 

1 

2 2 dyxyx  c) dx
x

y
∫ +

1 

0 21

2
  

 

 d)∫ ⋅⋅⋅
2 

0 

π
dysenyyx  

 
2) Derivación bajo el signo integral 

Hallar las derivadas de las siguientes integrales paramétricas: 
1º : Por la fórmula de Leibniz. 
2º : Integrando previamente. 
 

a) ( )∫ +
5 

0 

32 34 dxxyyx
dy

d
   ∫ ⋅⋅

2 

0 
cos3

π
dyyxy

dx

d
 

 
3) Se sabe por el teorema de Castigliano que el descenso en una viga debajo de una carga es igual a la 

derivada de la energía respecto de esa carga. 
Si para la siguiente viga la energía es: 
  

� = � 	

� · � + � · �

� · � − �·��
� ��

��
�/�

�
�� 

 
         
Se pide calcular el descenso en el punto medio de la viga con la fórmula de Leibniz e integrando 
previamente. 

Descenso: 
P
U

∂
∂=δ    Datos: q = 1 t/m L = 5 m  E . I = 75600 tm2 

Nota: 
Derivar antes de reemplazar el valor de P. 
 
4) Integrales Sucesivas 

Resolver: 
 

a)  ∫ ∫
−

+
a xa

yx
 

0 

 

0 

22

dxdy  )(  

b) ∫ ∫ ⋅−
b

b

a
xya

2 

 

 

0 

2 dxdy  )(  

c)  ∫ ∫
2 

1 

2 

0 
dydx  

y
y  

d) ∫ ∫ +
2 

1 

 

 

2

dydx  )2(
y

y
yx  
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Ejercicios Complementarios: 
 
1) Integrales paramétricas 

Resolver las siguientes integrales paramétricas: 

 a)∫
1 

0 

2 2

2 dxexy x  b) ( )dxxyarctg∫ −⋅−
3 

0 

22 116  c)∫ ⋅2
 

0 

22 dy  cos2
π

yyx  

 d)∫
π 

0 
23  dxxsenxy  e) ( )∫ +

x
dyxy

 

0 

2 3ln  

2) Derivación bajo el signo integral 
Hallar las derivadas de las siguientes integrales paramétricas: 
1º : Por la fórmula de Leibniz. 
2º : Integrando previamente. 

a) ∫ 









−

1 

0 
3 dy

x

y
xy

dx

d
                  

b)  ∫ ⋅2 

0 

2 dx x 
π

senxy
dy

d
 

 
3) Integrales Sucesivas 

 a)∫ ∫
π

θ
θ

2 

0 

 

 

a

sena
ddrr  b)

( )∫ ∫ +
3 

2 

1 

0 2yx

dxdy  c) ( ) dydxyx∫ ∫ +
1 

0 

1 

0 
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TRABAJO PRACTICO Nº 7: Integrales múltiples 
 
1) Calcular las siguientes integrales dobles: 
 

a) ∫∫ +
A

yx
 

22 dydx  )(    donde A = ( ) }{  01- ;10 ;, ≤≤≤≤ yx yx  

b) ∫∫R 
2 dydx  xy3    donde R = ( ) }{  22  ;01 ;, 2xyxx yx ≤≤≤≤−  

c) ∫∫
+

T x

yx
 

22

dydx     donde T = ( ) }{  1  ;1 ;1 ;, ≥+≤≤ yxy xyx  

 
 
2) Hallar por integración doble el área de la superficie limitada por los siguientes pares de curvas: 

a) 3y2 = 25x    ;    5x2 = 9y    b)  x2 + y2 = 10    ;    y2 = 9x 

c) y2 = 4x    ;    2x – y = 4   d)  x2 + y2 = 9; x=y; x=-y; con 0x≥   

 

3) Hallar por integración doble el área de la superficie limitada por: 2 2( 3) 9x y− + = ; 
2 2( 6) 36x y− + = ; y = x  e  y = 0 utilizando coordenadas polares. 

4) Hallar el volumen limitado por el paraboloide circular: 4z = 16 – x2 – y2  y el plano “xy”: 
 

a) En el primer octante. 
b) En los octantes correspondientes a z ≥ 0 

Sugerencia: utilizar coordenadas polares. 
 
5) Hallar el volumen en el primer octante comprendido entre los planos: 

z = 0  y  z = x + y + 2 , interior al cilindro: x2 + y2 = 16. 
Resolver utilizando coordenadas rectangulares y polares. 
 
6) Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide elíptico z = 2x2 + y2 +1 y el plano 

x + y = 1 y los planos coordenados. 
 
7) Un cuerpo está limitado por el cilindro x2 + z2 = a2 y los planos y = 0 ; z = 0 ; y = x. Calcular su 

volumen. 
 
8) Hallar los momentos de inercia Ix e Iy y los radios de giro correspondientes para la superficie situada 

arriba de 0x y limitada por la parábola semicúbica   y2 = x3   y la recta   y = x. 
 
9) Calcular el momento de inercia del triángulo limitado por las rectas x + y = 2 ; x =2  e  y = 2, con 

respecto al eje 0x. 
 
10) Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por las parábolas: 

y2 = 4x + 4  ;  y2 = -2x + 4. 
 

11) Resolver las siguientes integrales triples: 

a) dzdy dx   zy x 
1 

0 

1 

0 

x-2 

0 ∫ ∫ ∫
−x

 

b)   dxdy  dz
1 

0 

2 

1 

3 

2 ∫ ∫ ∫  
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12) Calcular el volumen del tetraedro limitado por los planos x + y + z = 1; x = 0 ; y = 0 ; z = 0. 
 
13) Calcular el volumen limitado por el cilindro x2 + y2 = 4  y los planos z = 0  y  z = 6. 
 
14) Hallar el volumen limitado por el paraboloide z = 2x2 + y2  y el cilindro z = 4 – y2 . Sugerencia: 

utilizar coordenadas cilíndricas. 
 
15) Hallar el centro de gravedad del cuerpo limitado por el paraboloide y2 + 2z2 = 4x  y el plano x =2. 

 
16) Una viga de 2 m de longitud de sección rectangular cuya base mide 10 cm y altura 20 cm está 

sometida a una carga puntual de 100 Kg aplicada en la mitad de su luz. La tensión admisible del 
material es de 7,6 Kg/cm2. a) Verificar la tensión máxima de la viga. b) Si la viga se dispusiera en 
forma horizontal (rotándola 90º), hallar la tensión máxima y compararla con la admisible. (Expresión 

de la tensión máxima: ���� = ����.!���
"#

, siendo $��� = 
%
& , ���� = '

� ). 

                                                              
 

Ejercicios Complementarios: 
 

1) Calcular la siguiente integral doble utilizando coordenadas rectangulares y polares: 
 

∫∫ +
D

yx
 

22 dydx  )(    donde  { }1/);( 22 ≤+= yxyxD  

 
2) Hallar por integración doble el área de la superficie limitada por los siguientes pares de curvas: 
 

 a) byxbyx =+=+ ;  b) 0;cos;sen === xxyxy  

 c) xyxy == ;32   d) 0;0;164 22 ===+ yxyx   

3) Hallar el área de la región exterior a la circunferencia 222 4ayx =+  e interior a la circunferencia 
222 4)2( ayax =+− utilizando coordenadas polares.  

 
4) Calcular el volumen de los cuerpos delimitados por las siguientes superficies: 

 a) 0;0;0;1 ====++ zyx
c

z

b

y

a

x
 b) 1;0;0;0;222 =+====+

b

z

b

y
zyxbyx  

 c) 27333 222 =++ zyx  

5) Hallar el centro de gravedad del triángulo cuyos vértices son A(0;2) ; B(3;2) y C(3;5). También 
determinar los momentos estáticos de dicha figura respecto de los ejes x e y . 

6) Hallar el volumen que se elimina cuando a una esfera de radio 2a se le practica un orificio circular de 
radio a de forma que el eje del orificio sea un diámetro de la esfera. 
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7) Hallar los momentos de inercia Ix e Iy de las siguientes figuras: 

 a) yxxy +=+= 1;12  b) xyxy == ;2  

8) Determinar el centro de gravedad de la semiesfera generada por la semicircunferencia  x2 + y2 = 25 ; 
que gira alrededor del eje y. 

9) Calcular el volumen del sólido de revolución engendrado por la curva representada por la función       
y = x3 , entre x = 0 y x = 2 al girar alrededor del eje y. 

10) Hallar el momento de inercia del cuerpo de revolución de densidad ρ engendrado por la curva            

y = 2 x2 al girar alrededor del eje y entre x = 0 y x = 2, con respecto al eje y. 
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TRABAJO PRÁCTICO Nº 8: Geometría diferencial 
 
 
1) Dados los siguientes vectores: 
 

  3j 3i 6              y                                         j 2i 2
→→→→→→→→

++=−+= kBkA  
 
Hallar: 

→→→→→→
⋅+ Bxa A c)                            BA b)                                 BA )  

 
2) Siendo: 

→→→
− −++= ktjtieR t   tg)1ln( 2  

 

Hallar:   
dt

dR
  ;  

2

2

dt

Rd
  ;  

dt

dR
  ;  2

2

dt

Rd
  para t = 0 

 
3) Demostrar las siguientes propiedades: 
 

a) 
dt

d
( 

→
A  + 

→
B  ) = 

dt

d →
A  +

dt

d →
B  

b) 
dt

d
( 

→
A  x 

→
B  ) = 

→
A  x 

dt

dB
→

 + 
dt

dA
→

x 
→
B  

 
 
4) Una partícula se mueve a lo largo de una curva cuyas ecuaciones paramétricas son: 

x = e-t  ; y = 2 cos 3t ; z = 2 sen 3t ; siendo t el tiempo. Hallar se velocidad y la aceleración en el 
instante inicial t = 0. 

 
 
5) Una partícula se mueve a lo largo de una curva  x = 2 t2; y = t2 – 4 t; z = 3 t ; siendo t el tiempo. 

Hallar las componentes de la velocidad y la aceleración transcurrido 1 segundo en la dirección 
→
i - 3

→
j

+ 2
→
k. 

 
 
6) Una partícula se mueve de forma que su vector de posición viene dado por: 

→
r  = cos wt 

→
i + sen wt

→
j , siendo w una constante. Demostrar: 

a) que la velocidad 
→
V  de la partícula es perpendicular a 

→
r . 

b) que 
→
r x 

→
V  es una constante. 

 
 

7) Hallar la función vectorial 
→
F (t) que representa la recta l que pasa por el punto (1,2,3) y es paralela a 

un vector 3
→
i + 2

→
j . 

a) Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta. 
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b) Hallar la ecuación del plano normal a la recta en el punto. 

8) Siendo 
→
r = sen t 

→
i +cos t

→
j + t

→
k, hallar: en el punto correspondiente a t = 0 

a) Un vector tangente. 
b) Un vector tangente unitario. 
c) Ecuación de la recta tangente. 
d) El vector curvatura y radio de curvatura. 
e) Ecuación del vector normal unitario y de la recta normal. 
f) Ecuación del vector binormal y recta binormal. 
g) Ecuaciones de los planos osculador, rectificante y normal en dichos puntos. 
 
 

9) Hallar la longitud del arco de una circunferencia definida por: 
x = 2 cos t                y = 2 sen t               z = 2 para 0 ≤ t ≤π/2 
 

10) Calcular el camino recorrido por una partícula sobre la trayectoria: 
x = t3                y = 2/3t3+5           z = 2t3-1           con 1 ≤ t ≤ 3 

 
Ejercicios Complementarios: 

 
1) Dados los siguientes vectores: 
 

  j 2i y                 3j 2i 2            ;        2j i 3
→→→→→→→→→→→→

+−=−+=+−= kCkBkA  
 
Hallar: 

a)   C B2A 
→→→

−+ ,   2  A 
→

-  B 
→

+ 3  C 
→

 

b)  A 
→

·  B 
→

 ,   A 
→

·  C 
→

  ,    B 
→

·  C 
→

 

c)  A 
→

x  B 
→

  ,   B 
→

x  C 
→

 

d)  (  A 
→

x  B 
→

) ·  C 
→

 
 
2) Siendo: 

a) 
→→→→

−+= kejtitr t  2 32  para t = 1 

b) 
→→→→

−+= ktjtitr   3sen3cos2  para t = π/2 
 
Hallar: 

   
dt

dr
  ;  

2

2

dt

rd
  ;  

dt

dr
  ;  2

2

dt

rd
 

 
3) Demostrar las siguientes propiedades: 

c) 
dt

d
( 

→
A  · 

→
B  ) = 

→
A

dt

dB
→

 + 
→
B

dt

dA
→

 

d) 
dt

d
( φ

→
A   ) =  φ

dt

dA
→

 + 
→
A

dt

dφ
  donde φ es una función escalar. 
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4) Una partícula se mueve a lo largo de una curva, cuyas ecuaciones son  x = 3 cos 2t,   y = 3 cos 2t,   z 
= 3. Calcular los valores de la velocidad y la aceleración en el instante t = π/2. 

 
5) Una partícula se mueve a lo largo de una curva  x = 2 t2 y = t2 – 4 t z = 3 t ; siendo t el 

tiempo. Hallar las componentes de la velocidad y la aceleración transcurridos  3 segundos en la 

dirección 
→
i - 3

→
j + 2

→
k. 

 
 

6) Siendo 
→
r = sen t 

→
i +cos t

→
j + t

→
k, hallar: en el punto correspondiente a  t = π/2 

a) Un vector tangente. 
b) Un vector tangente unitario. 
c) Ecuación de la recta tangente. 
d) El vector curvatura y radio de curvatura. 
e) Ecuación del vector normal unitario y de la recta normal. 
f) Ecuación del vector binormal y recta binormal. 
g) Ecuaciones de los planos osculador, rectificante y normal en dichos puntos. 

 
 
7) Una partícula se mueve a lo largo de una curva, cuyas ecuaciones son  x = 3 cos 2t;  y = 3 cos 2t; 

z = 3. Calcular el espacio recorrido durante el intervalo entre: t = π/4  y  t = π/2. 
 



ANÁLISIS MATEMÁTICO II           Guía de Trabajos Prácticos 
 
 

 
33 

TRABAJO PRACTICO Nº 9: Campos escalares y vectoriales 
 
 
1) Si  φ(x , y , z) = 3 x2y – y3z2 , hallar el gradiente de φ en el punto (1 ,-2 ,-1). 
 
 

2) Hallar ∇φ , siendo φ = ln r siendo 
→
r  = x

→
i +  y

→
j + z 

→
k 

 
 
3) Demostrar que ∇φ es un vector perpendicular a la superficie φ(x , y , z) = c , siendo c una constante. 
 
 
4) Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie 2xz2 – 3xy – 4x = 7 en P (1,-1,2). 
 
 
5) Hallar la derivada direccional de φ = x2yz + 4xz2 en P ( 1,-2,-1) y en la dirección y sentido de: 

2
→
i -

→
j - 2

→
k. 

 
6) Distribución de temperaturas. La temperatura en grados Celsius sobre la superficie de una placa 

metálica es: 
T)x; y- = 20 − 4x� − y� 

donde x, y se miden en centímetros. ¿En qué dirección crece más rápidamente la temperatura en el 
punto )2; −3-? ¿Cuál es ese ritmo de crecimiento? 

7) Si 
→
A  = 3xyz2

→
i +2xy3

→
j - x2yz 

→
k   y   φ = 3x2 – yz , hallar en P ( 1,-1,1) 

a) Divergencia de 
→
A  = (∇·

→
A ) 

b) 
→
A · ∇φ 

c) ∇(φ ·
→
A ) 

 

8) Si 
→
A = xz3

→
i - 2x2yz

→
j + 2yz4

→
k 

Hallar ∇∧
→
A = (rot 

→
A )   en el punto P (1, -1, 1) 

 
 

9) Si 
→
A = 2xz2

→
i - yz

→
j + 3xz3

→
k   y   φ = x2yz   hallar en P (1,1,1): 

a) ∇∧
→
A . 

b) ∇∧ (φ
→
A ). 

 
10) Probar las siguientes propiedades: 

a) Div (
→
F +

→
G ) = Div 

→
F  +Div 

→
G  

b) Rot (f · 
→
F ) = Grad f x 

→
F  + f · Rot 

→
F  
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Ejercicios Complementarios: 
 
1) Si  φ(x , y , z) = 2 x z4 – x2 y, hallar el gradiente de φ en el punto (2 ,-2 ,-1). 

2) Hallar ∇φ , siendo φ = 
r

1
 

3) Hallar un vector unitario normal a la superficie x2 y + 2 x z = 4 en el punto (2,-2,3). 
 
4) Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie xz2 + x2y = z – 1 en P (1,-3,2). 
 
 
5) Hallar la derivada direccional de φ = 4 xz3 - 3x2y2z  en P ( 2,-1,2) y en la dirección y sentido de: 

2
→
i - 3

→
j + 6

→
k. 

 
6) Hallar la derivada de P = 4e2x – y + z en el punto (1,1,-1) en dirección hacia el punto (-3,5,6). 

7) Si 
→
A = x2y

→
i - 2xz

→
j + 2z

→
k, hallar el rot rot A = ∇x (∇ x

→
A ) 

8) Si 
→
A = 2yz

→
i - x2y

→
j + xz2

→
k, 

→
B = x2

→
i + yz

→
j - xy

→
k   y   φ = 2x2yz3   hallar: 

a) (
→
A ·∇) φ. 

b) 
→
A ·∇φ 

c) (
→
B ·∇)·

→
A  

d) (∇ x 
→
A ) φ 

e) 
→
A  x ∇φ 

 
9) Hallar la derivada direccional de la superficie ϕ : x2y2z +xz2 = 0 en P (1,-1,-1), en la dirección y 

sentido de 
→
d: 

→
i - 2

→
j +2 

→
k. 

 
10) Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie ϕ : 2 x2 +4 y2 – z = 0 en P ( 2,1,12). 
 

11) Dados 
→
A = 2x2y

→
i +3yz3

→
j - xz2

→
k y  ϕ : x2 z3 , calcular la divergencia de ( ϕ · 

→
A ) en P (-1,1,1). 
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Trabajo Práctico Nº 1: Funciones de varias variables 
Representación de superficies: 
1. a) Plano  

Trazas: Plano “xy”: � = − �
� � + 2; plano “xz”: � = 4;  

plano “yz”: � = 2. 
Intersecciones con los ejes coordenados: eje x: � = 4;  

eje y:� = 2; eje z: no existe. 
 
b) Plano 

Trazas: Plano “xy”: � = −2� + 1/2; plano “xz”: � = 
� � − �

�; 
plano “yz”: � = �

� � − �
� 

Intersecciones con los ejes coordenados: eje x: � = 1 4� ;  

eje y: � = 1 2� ; eje z: −1 3� .  
 
 
c)Plano paralelo al eje y: 2� + � = 2 
Trazas: Plano “xy”: � = 1; plano “xz”: � = −2� + 2; 

plano “yz”: � = 2. 
Intersecciones con los ejes coordenados: eje x: � = 1;  

eje y: no tiene; eje z: � = 2. 
 
d) Plano  
Trazas: Plano “xy”: � = 2; plano “xz”: � = 2; plano 

“yz”: no tiene. 
Intersecciones con los ejes coordenados: eje x: � = 2;  

eje y: no tiene; eje z: no tiene. 
 
e) Plano 
Trazas: Plano “xy”: � = 6; plano “xz”: no tiene;  

plano “yz”: � = 6. 
Intersecciones con los ejes coordenados: eje x: no tiene;  

eje y: � = 6; eje z: no tiene. 
 
f) Ecuación plano paralelo al plano xz: � = 2 
Trazas: Plano “xy”: � = 2; plano “xz”: no tiene;  

plano “yz”: � = 2. 
Intersecciones con los ejes coordenados: eje x: no tiene;  

eje y: � = 2; eje z: no tiene.  
 
g) Ecuación plano coordenado “xy”: � = 0; plano coordenado 

“xz”: � = 0; plano coordenado “yz”: x = 0. 
h) Superficie cilindrica elíptica 
Trazas: Plano “xy”:� = −2 ∨ � = 2;  

plano “xz”:
��
 + ��

�� = 1 ∧ � ≥ 0; plano “yz”:� = 4. 

Intersecciones con los ejes coordenados:  
eje x: � = −2 ∨ � = 2; eje y: no tiene; eje z: � = 4.  

y

x 

z

4

2

2

4

2

y

x 

z

0,5

0,5

0,5

-z

-0,5

y

x 

z

2

1

2

y

x 

2

2

2

y

x 

z

2

4

4

4

6

2 6
2

y

x 

z

4

2

2

4

2

y

x 

z

2

4

4

4

6

2 6
2

y
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i) Paraboloide elíptico 
Trazas: Plano “xy”: 4�� + �� = 0; plano “xz”: � = −2��;  

plano “yz”: � = − �
��� 

Intersecciones con los ejes coordenados: eje x: � = 0;  
eje y: � = 0; eje z: � = 0. 

 
 
j)  Hiperboloide de 1 hoja 

Trazas: Plano “xy”: 
��
 − ��

� = 1; plano “xz”:
��
 + ��

�� = 1; 

plano “yz”: − ��
� + ��

�� = 1 

Intersecciones con los ejes coordenados:  
eje x:	� = −2 ∨ � = 2; eje y: no tiene; eje z: � = −4 ∨ � = 4. 
 
k) Paraboloide elíptico 

Trazas: Plano “xy”: 
��
� + ��

�� = 1; plano “xz”:� = −�� + 9; 

plano “yz”: � = − ��
 + 9 

Intersecciones con los ejes coordenados: eje x:	� = −3 ∨ � = 3; 
eje y: � = −6 ∨ � = 6; eje z: � = 9. 

 
 

2)  
a) Hiperboloide de 1 hoja 
(no corta al eje “z”) 
 

b) Elipsoide 
 

c) Hiperboloide de 2 hojas 
(no corta al eje “y”) 
 

y

x 

z

-z

-y

-x 

a

b

-a

-b

 

y

x 

z

-z

-y

-a

-b

-x 

b

a

c

-c

 

y

x 

z

-z

-y

-x 

-a

a

 
d) Hiperboloide de 1 hoja 
(no corta al eje “x”) 
 

e) No tiene representación 
 

f) Paraboloide elíptico 
 
 

y

x 

z

-z

-y

-x 

-b b 

 

 

y

x 

z

-z

-y

-x 

 
g) Paraboloide 
hiperbólico 

 

h) Paraboloide hiperbólico 
  

-y

z

-y

x

-x

-z

 

y

z

-y

x

-x

 

 

  

y

x 

z

2

z

4 6-2-4-6

4

8

4

8

6

2

y

x 

z

4 6 8-4-6-8

4

8

4

6

6

2

10

y

x 

z

-z

-y

-x 

-2

-4
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3) 
a) b) c) 

y

x 

z

4

2

2

 

y

x 

z

2

2

2

4 6

 
y

x 

z

4

2

2

4

2

 
d) e) f) 

y

x 

z

2

4

4

4

6

8

 

y

x 

z

2

4

4

2

6
4

 

y

x 

z

1

2

2

2

3

4

1
1

 
g)   

y

z

1

3

2

2

1
1

2

-1-2

 

  

h)�� + �� = −4�. Superficie: paraboloide de revolución. 

Funciones de dos variables 
1) a) 0 b) -6 c) 7 d) -9 

2) a) -1 b) 0 c) 0 d) 0 e) 
��

� !� 
3) a) La función no está definida.  
b) La función está definida. 
4) A) a)  
b) "# = {(�; �)/|� − �| ≤ 4 ∧ |� − 4| ≤ 2} 
c) "+ = {(�; �)/|� − �| < 4 ∧ |� − 4| < 2} 
d) No es conjunto abierto ni cerrado. 
e) "- = {(�; �)/(|� − �| = 4 ∧ |� − 4| < 2) ∨ (|� − �| ≤ 4 ∧ |� − 4| = 2)} 
f) Conjunto Conexo. 
B) a)  
b) .′ = . 

c) .+ = {(�; �)/2 < �� + ��
� < 8} 

d) El conjunto es cerrado. 

e) .- = {(�; �)/ ��� + ��
 = 1 ∨ ��

1 + ��
�� = 1} 

f) Conjunto conexo. 
 
C) a)  
b) 2′ = {(�; �)/�� + �� ≤ 1 ∧ � ≥ 0} 
c) 2+ = {(�; �)/�� + �� < 1 ∧ � > 0} 
d) No es conjunto abierto ni cerrado. 
e) 2- = {(�; �)/(�� + �� = 1 ∧ � > 0) ∨ (�� + �� ≤ 1 ∧ � = 0)} 
f) Conjunto conexo. 

X-X

y

-y

4

2 4 6 8 10-2

X-X

y

-y

√8√2−√2−√8

−4

2

4

−2

X-X

y

-y

1

1

−1
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D) a)  
b) 4′ = {(�; �)/0 ≤ � ≤ 2 ∧ 0 ≤ � ≤ 1} 
c) 4+ = {(�; �)/0 < � < 2 ∧ 0 < � < 1} 
d) No es conjunto abierto ni cerrado. 
e) 4- = {(�; �)/[(� = 0 ∨ � = 2) ∧ 0 < � < 1] ∨ [0 ≤ � ≤ 2 ∧ (� = 0 ∨ � = 1)]} 
f) Conjunto conexo. 
 
E) a) 7 = {(�; �)/	�� + �� > 0} ∩ {(�; �)/	�� + �� < 1}  
b) 7# = {(�; �)/	�� + �� ≥ 0 ∧	�� + �� ≤ 1}  
c) 7+ = {(�; �)/	�� + �� > 0 ∧	�� + �� < 1}  
d) El conjunto es abierto. 
e) 7- = {(�; �)/	�� + �� = 0	 ∨ �� + �� = 1}  
f) Conjunto conexo. 
5. a) " = {(�; �)/� ≥ �� ∧ � ≤ � + 2} 
b) . = {(�; �)/ ���� + ��

�� ≤ 1 ∧ �� + �� ≥ 1} 
 

Dominio e imagen de funciones de dos variables 

a) 49: = {(�; �)/� ≠ � + <=, < ∈ ℤ};  AB = (−∞;−1] ∪ [1;∞). b) 49: = {(�; �)/ �� + ��
� ≥ 1};  

AB = ℝFG. 

X-X

y

-y

4

2 4 6 8-2-4

 

X-X

y

-y

−2

1

−1

2

2

−2

 

c) 49: = {(�; �)/2 ≤ �� + �� ≤ 4};  
AB = [0; H�]  

d) 49: = {(�; �)/�� + �� ≤ 25 ∧ � ≠ �}; 
 AB = ℝ.  

X-X

y

-y

−2

1

−1

2

2

−2

 

X-X

y

-y

−4

2

−2

4

4

−4

 
e) 49: = {(�; �)/�� + �� ≤ 9 ∧ � ≠ � + <=, < ∈ ℤ}; 
 AB = ℝ. 

f) 49: = {(�; �)/� < 2� ∧ �� < 4};  AB = ℝ. 

X-X

y

-y

4

2 4-2-4

2

-2

 

X-X

y

-y

4

2−2

2

−2

−4

 
 
  

X-X

y

-y

−1 1 2

−1

1

X-X

y

-y

−1

1

−1 1



ANÁLISIS MATEMÁTICO II           Solución ejercicios complementarios 
 

 
 39 

g) 49: = {(�; �)/�� + �� ≠ 2 ∧ �� + �� > 1}; AB = ℝ − {0}.  h) 49: = {(�; �)/ ��� + ��
 > 1};  

AB = (0;∞).  

X-X

y

-y

−2

1

−1

2

2

−2 1−1

 

X-X

y

-y

1 2 3−1−2−3

1

2

−1

−2

 
i) 49: = {(�; �)/(�� ≥ 0 ∧ � ≤ −� + 1) ∨ (�� ≤ 0 ∧ � ≥−� + 1)}; AB = ℝFG.  

j) 49: = {(�; �)/�� ≥ 5}; AB = ℝFG.  
 

X-X

y

-y

1 2−1−2

−1

−2

1

2

 

X-X

y

-y

1 2 3−1−2−3

1

2

3

−1

−2

 −3

 

k) 49: = {(�; �)/� < �� ∧ �� + �� < 16}; AB = ℝ.  
l) 49: = {(�; �)/�� − �� ≠ 1 ∧ �� > ��}; AB = ℝ − {0}.  

X-X

y

-y

−4

2

−2

4

4

−4

 

X-X

y

-y

−2

1

−1

2

2

−2 −1 1

 
m) 49: = {(�; �)/� ≠ −� + 4 ∧ � > −� + 3};  AB = ℝ − {0}.   

X-X

y

-y

2

4

2 4−2−4

−2

 

 

 
2)  

a) 49: = {(�; �)/� ≥ −�} 

 

b) 49: = {(�; �)/� ≥ 0 ∧ � ≥ 0} 
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c) 49: = {(�; �)/ ��� + �� < 1} 

 

d) 49: = {(�; �)/� ≠ − �
�} 

 
e) 49: = {(�; �)/�� + �� ≠ 4} 

 

f) 49: = {(�; �)/� ≥ � ∧ � > −�} 

 

g) 49: = {(�; �)/� ≥ −��} 

 

h) 49: = {(�; �)/�� + �� ≥ 1 ∧ �� + �� < 4} 

 
i) 49: = {(�; �; �)/�� + �� + �� ≤ 1})  

 

j) 49: = {(�; �; �)/ �� + ��
 + ��

�� < 1} 

 
3) a) 0; b) 1; c) 49: = {(�; �)/� > −� + 1}; d) J:B = ℝ 
4) a) 1; b) 49: = ℝ�; c) J:B = ℝG;  

5) a) √11; b) 49: = {(�; �)/ �� + ��
� ≤ 1}; c) J:B = [0; 6] 

6) a) 0; b) 49: = {(�; �)/� > −� + �}; c) J:B = ℝ 
7) a) 1/5; b) 49: = {(�; �)/�� + �� + �� > 1}; c) J:B = ℝG 
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Curvas de nivel 
1. 
 

a)	� = −2 → � = − �
��� − �

�  � = −1 → � = −�� − 1  � = 0 → � = 0  � = 1 → � = �� + 1  

� = 2 → � = �
� �� + �

�  
 

 
b) � = −2 → � = −2�� − 1  � = −1 → � = −��  � = 0 → � = 1  � = 1 → � = �� + 2  � = 2 → � = 2�� + 3  
 

 
c) � = −2 → ∄	NOPQR	ST	UVQTW  � = −1 → � = ∄	NOPQR	ST	UVQTW  � = 0 → � = −� − 1  � = 1 → � = −�  � = 2 → � = −� + 3  
 

 
d) � = −2 → ∄	NOPQR	ST	UVQTW  � = −1 → ∄	NOPQR	ST	UVQTW  � = 0 → �� + �� = 0  � = 1 → �� + �� = 1  � = 2 → �� + �� = 2  
 

 
e) � = −2 → !��

� + ��
� = 1  

� = −1 → −�� + �� = 1  � = 0 → � = ±�  � = 1 → �� − �� = 1  

� = 2 → ��
� − ��

� = 1  
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2.  
a)  � = −2 → � = −2�� − 6  � = −1 → � = −�� − 3  � = 0 → � = 0  � = 1 → � = �� + 3  � = 2 → � = 2�� + 6  
 

 
b)   � = −2 → � = −4� + 3  � = −1 → � = −4� + 4  � = 0 → � = −4� + 5  � = 1 → � = −4� + 6  � = 2 → � = −4� + 7  
 

 
3. � = Z(�; �)  

� = 10 → ��
� + ��

� �⁄ = 1  

� = 20 → ��
 + ��

� = 1  

� = 30 → ��
\ �⁄ + ��

\ �⁄ = 1  

 

 
4. �� + �� = P� − (]^)� 
5. Ec. a y gráf. I; Ec. b y gráf. III; Ec. c y graf. II. 

TRABAJO PRACTICO Nº 2: Límites  
Límites _ = lim(�,�)→(�c,�c)d(�, �); _� = lim�→�c lim�→�c d(�, �); _� = lim�→�c lim�→�c d(�, �); _e =

lim�→�c lim�→f(�) d(�, �).  
1) _ = ∄; _� = 1 2⁄ ; _� = −1 2⁄ .   2) _ = ∄; _� = − �

�; _� = −1 2⁄  

3) _ = ∄; _� = 1; _� = −3 2⁄ .   4) _ = ∄; _� = 0; _� = 0 
5) _ = 3; _� = 3; _� = 3.   6) _ = 0; _� = 0; _� = 0 
7) _ = ∄; _� = 0; _� = 0; sobre � = �:	_e = 	1 
8) _ = ∄; _� = 3; _� = 1.   9) _ = 0; _� = 0; _� = 0 
10) _ = −1; _� = −1; _� = −1.   11) _ = 0; _� = 0; _� = 0 
12) _ = ∄; _� = 0; _� = 0; sobre � = �:	_e =	1 2⁄  
13) _ = 0;_� = 0; _� = 0 
14) _ = ∄; _� = 0; _� = 0; sobre � = ��:	_e = 1 2⁄  
15) _ = 1; _� = 1; _� = 1.   16) _ = 3 2⁄ ; _� = 3 2⁄ ; _� = 3 2⁄  
17) _ = ∄; _� = 3 4⁄ ; _� = −2 5⁄ ; sobre � = 4�:	_e =	−11 16⁄  
18) _ = 0; _� = 0; _� = 0 
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Continuidad 
1) a) d(0; 0) = 3; _ = 0; d(0; 0) ≠ _ ⇒ d(�; �) es discontínua en (0; 0). 
b) d(0; 0) = 0; ∄	_ ⇒ d(�; �) es discontínua en (0; 0). 
c) d(0; 0) = 0; _ = 0; d(0; 0) = _ ⇒ d(�; �) es contínua en (0; 0). 
2) a) Contínua. b) Discontínua. c) Discontínua. d) Contínua. e) Discontínua. 

3) a) {(�; �)/�� ≠ 0}; b) {(�; �)/� < �}; c) {(�; �)/ �� − ��
 < 1} 

d) {(�; �)/(� + �)� ≠ = 2⁄ + <=; < ∈ ℤ}; e) {(�; �)/� ≠ −3 5⁄ �} 
f) {(�; �)/� ≠ 0} 
4) a) No se puede redefinir la función porque esta no posee límite; b) d(0; 0) = 0;  
c) d(0; 0) = 2 5⁄   

Trabajo Práctico Nº 3: Derivadas y diferenciales primeras 
Derivadas parciales 
a) i�#(1; 2) = 48; i�#(1; 2) = 36. b) i�#(2; 1) = 8; i�#(2; 1) = −8. c) i�#(0; 0) =1; i�#(0; 0) = 1.  

d) i�#(2; 3) = √5 10⁄ ; i�#(2; 3) = √5 10⁄ . e) i�#(2; 2) = 6; i�#(2; 2) = 15 

f) i�#(1; 1) = √2 2⁄ ; i�#(1; 1) = √2 2⁄  

2) a) i�# = T�!��; i�# = −2�T�!�� 
b) i�# = �

�(��!�)jkl	(��!�); i�# = !�
�(��!�)jkl	(��!�) 

c) i�# = �
� j���m nTU(��) + �j���m N9n(��); i�# = ��

� j���m nTU(��) + �j���m N9n(��) 
d)  i�# = 2. 4��� + �

jp�!	��; i�# = ��4�(�. WU4 + 1) − �
�.jp�!	�� 

e) i�# = �p�qrs [ ���G�t�p�G�uGp]
(�G��)� ; i�# = ��pqrs ( ���G��tp�G�uG�p)

(�G��)�  

f) i�# = �[�(v�Gp�)wxyz{(�/�)!vp]
p�(v�Gp�) ; i�# = − ��[!�(v�Gp�)wxyz{tv p� uGvp]

pm(v�Gp�)  

g) i�# = | �rsc}� Gcr~t�p�G�u![p.wxyz{tv�uGkl(�v)]p�(vp�G�)�  

i�# = − (�p�!�)wxyz{tv�uG�vp kl(�v)
(vp�G�)�   

h) i�# = ��qrs[(�Gpv)t�p�Gvu!v]
(�p�G�)� ; i�# = ���qrs(v�G�vp�!p)

(�p�G�)�  

i) i�# = T��[�. tan |�p~ + �
�.y���|r�~

]; i�# = T��[�. tan |�p~ − �
��.y���|r�~

] 
j) i�# = ���qrs(��!p�!�)

(v!p)� ; i�# = ��qrs[(�G��)(�!p)Gp]
(v!p)�  

i�#(2; 1) = 0; i�#(2; 1) = 10T� 
3) a) �. ��# + �. ��# = �. �√�.y��|

r
s~

� + ��l|rs~
�√� � + �. ! √�m� .y��	|rs~

�� = √�m� .y��|rs~
� + √�.��l|rs~

� − √�m� .y��	(rs)
� =

√�.��l|rs~
� = �

� 
b) �. ��# + �. ��# = �. �|2� + �m

��~ . nTU |��~ − �. cos |��~� + �. [(� + 2�). cos |��~ −
��.�q�|sr~� ] =

t��mG�mu.�q�|sr~� − ��. cos |��~ + �(� + 2�). cos |��~ −
�m.�q�|sr~� = 2��. nTU |��~ +

�m.�q�|sr~� 	−
��. cos |��~ + ��. cos |��~ + 2�� cos |��~ −

�m.�q�|sr~� = 				2�� cos |��~ + 2��nTU |��~ = 2[�� cos |��~ +
��nTU |��~] = 2� 

c) �. ��# + �. ��# = � · �
��G�� + � · �

��G�� = ��
��G�� + ��

��G�� = ��G��
��G�� = 1 

4) ��# (0; 4) = 0 

5) a) − √�
�  b) − �√�

�  
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Diferenciales 
1) a) S� = (6�� − 4��)S� + (9�� − 8��)S�. b) S� = 2�. cos(2�) S� − 2��. nTU(2�)S� 
c) S� = [ln(� + �) + �!�

�G�]S� + [�!��G�− ln(� + �)]S�. d) SO = ����S� + 2����S� + 3�����S� 
2) ∆O = 91 4⁄ = 22,75; SO = 112 5⁄ = 22,4 
3) ∆� = 99 1250⁄ ; 	S� = 2 25⁄  
4) S� = 1 
5) S� = −0,1516 
6) 0,9785 
7) 2,01 
8) La función no es diferenciable en el origen porque no es contínua. 
9) �� = 8,4. �% = 0,75%. 

10) Altura: �� = √�
��; �% = 1,11%. Volumen: �� = �\G��√�

�F =; �% = 3,35%. 

11) −0,011 
12) −41 900⁄ ; −0,6212% 
13) 0,00177 
14) 16,31 N: nTB�⁄  

15) 
��
� = �^

^ + ��
�  

16) −54,49Kg/m� 
Trabajo Práctico Nº 4: Funciones compuestas e implícitas 
Funciones compuestas 
1)51 
2) 0 

3) 
��
�� = 1001 ; 

��
�^ = 413 

4) 
��
�� = 2 

5) 
��
�� = −9 

6) 
��
�� = 18 

7) 
��
�� + ��

�^ = �|WU� + �
�~ . T�G^ + |�� + WU�~ . T�!^� + �|WU� + �

�~ . T�G^ + |�� + WU�~ . (−T�!^)� =
2 |WU� + �

�~ T�G^ 

8) ��# + �#̂ = �!�
��G�� + �G�

��G�� = ��
��G�� = �(�!^)

(�G^)�G(�!^)� = �(�!^)
��G��^G^�G��!��^G^� = �(�!^)

�(��G^�) = �!^
��G^� 

9) −12 
10) 40T� + 20T ≈ 349,92788 
Funciones implícitas 

1) a)
��
�� = �

� G��G�; b) 
��
�� = � j��m

� √�� G�; c) 
��
�� = ��!��

��!��; d) 
��
�� = �

�; e) 
��
�� = ]�f(��)

�� − �
� 

2) a) 2� − (−2)� + 4.2. (−2) = 0; 
��
�� = 1; b) 2.2 − √2.2.4 + 4 = 4; 

��
�� = −2; c) TF cos(0 + 0) −

0 = 1; 
��
�� = 1 d) 2� + 2.3 + 2. 3� = 28; 

��
�� = !�

� ; e) √2.2 + √3.3 = 5; 
��
�� = −1; f) R� − R. R. R +

3RR� = 3R�; 
��
�� = − �

� 
3) a) 

��
�� = −1; 

��
�� = −1; b) 

��
�� = �

�!��; 
��
�� = ��

�!��; c) 
��
�� = − �[��.y��(���)G���]

�[��.y��(���)G��] ; 
��
�� =

���!���.y��	(���)
�[��.y��(���)G��]; d) 

��
�� = ���qrs��G�

�!��qrs�� ; 
��
�� = ���qrs��!

�!��qrs��  

4) 
��
�� = − �

�; 
��
�� = −4�; b) 

��
�� = ��^!�

1�^!�; 
�^
�� = �!��

1�^!�; 
��
�� = �(�^G�)

1�^!� ; 
�^
�� = �G�

1�^!� 
5) 

��
�� = �!���

��G��; 
�^
�� = − �^�

��G��; 
��
�� = − ���

��G��; 
�^
�� = − �^�G�

��G�� 
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Trabajo Práctico Nº 5: Derivadas y diferenciales sucesivas 
Derivadas sucesivas 

1) a) ���´´ = !��
(��G��)� = ���´´ ; b) ���´´ = (��! ])(]�!��)

(]�G��)m = ���´´  

2) a) ��́ = − �
��G��; ��́ = �

��G��; ���´´ = ���
(��G��)�; ���´´ = ��!��

(��G��)� = ���´´ ; ���´´ = − ���
(��G��)� 

b) ��́ = �����!�; ��́ = 2����ln	(�);  ���´´ = �����!�(�� − 1);  
���´´ = ���!�[2�� ln(�) + 2�] = ���´´ ; ���´´ = ���[4��WU�(�) + 2 ln(�)] 
c) ��́ = T� ln(�) + �q�(�)

� ; ��́ = qr
� + ln(�) . cos	(�); ���´´ = T� ln(�) − �q�(�)

�� ; ���´´ = qr
� + ]¡�(�)

� =
���´´ ; ���´´ = − qr

�� − ln(�) nTU(�)	 
d) ��́ =	− �q�[kl(��)]

� ; ��́ = − �q�[kl(��)]
� ; ���´´ = �q�[kl(��)]

�� − ]¡�[kl(��)]
�� ;���´´ = �q�[kl(��)]

�� −
]¡�[kl(��)]

�� ; ���´´ = − ]¡�[kl(��)]
�� = ���´´  

3) a) ���´´ − 4���´´ = [−4cos(2� + �) − 4nTU(2� − �)] − 4[− cos(2� + �) − nTU(2� − �)] =
−4[cos(2� + �) + nTU(2� − �)] + 4[cos(2� + �) + nTU(2� − �)] = 0 

b) ���´´ + ���´´ = [−T!�nTU(�)] + [−T!�N9n(�)] = −T!�[nTU(�) + N9n(�)] = ��́ 
Diferenciales Sucesivas 1)	S�� = (48���� + 2��)(S�)� + [4��(16�� + 3�)]S�. S� + (8� + 6���)(S�)�  
2) S�� = ¢4�T��G��(2�� + 3)£(S�)� + ¢12�T��G��(2�� + 1)£(S�)�S� + ¢12�T��G��(2�� +

1)£S�(S�)� + ¢4�T��G��(2�� + 3)£(S�)�  
Series de Taylor y Mac Laurin 

1) a) − ��v�G1¤v(p!�)G¤�p�!¤�pG¤�!1
1 ; b)

�v(pG�)Gp�
�  

2) a)
q�[�mG���(��!�)G��t���!��G�uG�t�m!���G��!�u]

� ; b) −|� − H
�~ − |� − H

�~ + �
� [|� − H

�~
� +

3|� − H
�~

� |� − H
�~ + 3 |� − H

�~ |� − H
�~

� + |� − H
�~

�] 
c) − �m

� + � − 2��; d) 
�[���G��(�!�)G���!��G�]

�  

3) a)  Entorno del origen: i(0; 0) = 0; i�#(0; 0) = 0; i�#(0; 0) = 1; i��## (0; 0) = 0; i��## (0; 0) = ln	(R); i��## (0; 0) = −1; 
i���### (0; 0) = 0; i���### (0; 0) = WU�(R); i���### (0; 0) = −ln	(R); i���### (0; 0) = 2 

� ≈ i(0; 0) + i�#(0; 0)� + i�#(0; 0)� + 1
2! ¢i��## (0; 0)�2 + 2i��## (0; 0)�� + i��## (0; 0)�2£

+ 1
3! ¢i���### (0; 0)�� + 3i���### (0; 0)�2� + 3i���### (0; 0)��2 + i���### (0; 0)��£ + ⋯

= 0 + 0� + 1� + 1
2! ¢0�2 + 2 ln(R) �� + (−1)�2£ + 1

3! {0�� + 3WU�(R)�2�
+ 3[− ln(R)]��2 + 2��} +⋯
= � + 1

2 ¢2��WU(R) − �2 + �2�WU�(R) − ��2WU(R)£ + 1
3�� +⋯ 

b) Entorno del origen: i(0; 0) = 0; i�#(0; 0) = 1; i�#(0; 0) = 1; i��## (0; 0) = 0; i��## (0; 0) = 0; i��## (0; 0) = 0; 
i���### (0; 0) = i���### (0; 0) = i���### (0; 0) = i���### (0; 0) = −1 

� ≈ 0 + 1� + 1� + 1
2! ¢0�2 + 2.0�� + 0�2£ + 1

3! ¢−1�� + 3(−1)�2� + 3(−1)��2 + (−1)��£
= � + � − t�� + 3�2� + 3��2 + ��u

3! + ⋯ 

Extremos Relativos 

1) a) |− 
� ; 	�� ; − 

�~ mínimo relativo; b) ∄ extremos relativos; c) (− �
� ; �� ; 0) mínimo relativo; d) 

(1; 1; 3) mínimo relativo; e) (1; 0;−2) mínimo relativo; (−1; 0; 2) punto de ensilladura f) (1; 4;−19) 
mínimo relativo; g) (0; 0; 5) máximo relativo; h) (0; 1; �) máximo relativo; (0; 3; 0) punto de 
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ensilladura; (2; 1;− �F
� ) punto de ensilladura; (2; 3;−8) mínimo relativo; |−5; 1; − ��F�

�� ~ punto de 

ensilladura; (−5; 3;− �\�
 ) mínimo relativo; i) (0; 0; 0) mínimo relativo; j) (−1; �� ; √T� ) máximo 

relativo; k) (1; 0; 0) mínimo relativo; l) (0; 0; 0) punto de ensilladura; m) ∄ extremos relativos; n) 

(0; 0; 0) punto de ensilladura; (� ; �1 ; − �\
��) mínimo relativo; o) (√2; √3;−6√3 − 4√2 + 2) mínimo 

relativo; (√2;−√3; 6√3 − 4√2 + 2) punto de ensilladura; (−√2;√3;−6√3 + 4√2 + 2) punto de 
ensilladura; (−√2;−√3; 6√3 + 4√2 + 2) máximo relativo. 

2) < = 2, mínimo relativo. 
3) < = 3, mínimo relativo. 

Trabajo Práctico Nº 6: Integrales paramétricas 

1) a) ��(T − 1);  b) −6RPN§Bj�� − 16;  c) ��; d) 
H√�
� ;  e) 2√3� · RPN§B |√��� ~ + �. ln(�� +

3�) − 2� 
2) a) 

�
√�m + �

�;  b) 2� 

3) a) 
H��
� ;  b) _U(�1);  c) 1 

Trabajo Práctico Nº 7: Integrales Múltiples 
1) 

H
� 

2) a) 
 �
� ;  b) √2 − 1;  c) 

�
�F d) 2= 

3) 2R�(H� + √3) 
4) a) 

� ]
� ;  b) 

 mH
 −  m

� ;   c) 36= 

5) �¨ = 2; �¨ = 3;©� = �\
� ; ©� = 9 

6) 

� (8 − 3√3)R�= 

7) a) J� = ��
�F; J� = \��

�F;  b) J� = �
�1; J� = �

�F 
8) �¨ = ��

1 ; por simetría: �¨ = �¨ = 0 

9) 
��H
� ;  10) 

�H
�  

 
Trabajo Práctico Nº 8: Geometría diferencial 
1) a) 6ª«+ 5¬«− 5<«; 7ª«− 10¬«+ 10<«; b) −2;  7; −5; c) −1ª«+ 13¬«+ 8<«; −4ª«− 5¬«− 6<«; d) −19 

2) a)
�e
�� = 4ª«+ 3¬«− T<«; ��e��� = 4ª«+ 6¬«− T<«; ®�e��® = √T� + 25; ®��e���® = √T� + 52 

b) 
�e
�� = −2ª«− 3<«; ��e��� = −3¬«; ®�e��® = √13; ®��e���® = 3 

3) a) "« = R�(§)ª«+ R�(§)¬«+ R�(§)<«; .« = ¯�(§)ª«+ ¯�(§)¬«+ ¯�(§)<« S
S§ t"« · .«u =

S
S§ °¢R�(§)ª«+ R�(§)¬«+ R�(§)<«£ · ¢¯�(§)ª«+ ¯�(§)¬«+ ¯�(§)<«£±
= S
S§ [R�(§) · ¯�(§) + R�(§) · ¯�(§) + R�(§) · ¯�(§)]

= S
S§ [R�(§) · ¯�(§)] +

S
S§ [R�(§) · ¯�(§)] +

S
S§ [R�(§) · ¯�(§)]= R�# (§) · ¯�(§) + R�(§) · ¯�#(§) + R�# (§) · ¯�(§) + R�(§) · ¯�# (§) + R�# (§) · ¯�(§)+ R�(§) · ¯�# (§)= R�# (§) · ¯�(§) + R�# (§) · ¯�(§) + R�# (§) · ¯�(§) + R�(§) · ¯�#(§) + R�(§) · ¯�# (§)

+ R�(§) · ¯�# (§) = S
S§ t"«u · .« + "« · SS§ t.«u 
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b) "« = R�(§)ª«+ R�(§)¬«+ R�(§)<«; ²: función escalar S
S§ t²"«u =

S
S§ ¢²R�(§)ª«+ ²R�(§)¬«+ ²R�(§)<«£

= [²#R�(§) + ²R�# (§)]ª«+ [²#R�(§) + ²R�# (§)]¬«+ [²#R�(§) + ²R�# (§)]<«= ²R�# (§)ª«+ ²R�# (§)¬«+ ²R�# (§)<« + ²#R�(§)ª«+ ²#R�(§)¬«+ ²#R�(§)<«= ²¢R�# (§)ª«+ R�# (§)¬«+ R�# (§)<«£ + ¢R�(§)ª«+ R�(§)¬«+ R�(§)<«£²#
= ² S

S§ t"«u + "« SS§ (²) 
4) |Q«| = 0; |R«| = 12√12 

5) 
�√�
\ ; − √�

\  

6) a) −¬«+ <«; b) 
!√�
� ¬«+ √�

� <«; c) Ec. recta tangente: ³́ = ª«− √�
� §¬«+ (√��� + H

�)<«; d) µ¶ |H�~ = − �
� ª«; 

A = 2; e) ·¶ |H�~ = −ª«; Ec. la recta normal: (1 − §)ª«+ H
� <«; f) .́ |H�~ = − √�

� ¬«− √�
� <«; Ec. la recta 

binormal: ª«− √�
� §¬«+ (H� − √��

� )<«; g) Ec. plano normal: − √�
� � + √�

� � − H√�
 = 0; Ec. plano rectificante: 

−� + 1 = 0; Ec. plano osculador: − √�
� � − √�

� � + H√�
 = 0 

7) 3√2 

Trabajo Práctico Nº 9: Campos escalares y vectoriales 
1) 10ª«− 4¬«− 16<« 
2) − �

em ª«− �
em ¬«− �

em <« 
3) − �

� ª«+ �
� ¬«+ �

� <« 
4) −2� + � + 3� − 1 = 0 

5) 
�\�
\  

6) − �F
�  

7) 2�¬« 
8) a) 2�����(2� − �);  b) −2���� + 6���� + 8���� 
c) 2��(2� + �)ª«− ���(2� + �)¬«+ ���(2� + �)<« 
d) 2�����(2� − ��)¬«− 4�����(�� + �)<« 
e) (−6����� − 2����)ª«+ ��(4��� − 12����)¬«+ (4������ + 4����)<« 
9) −7 3�  
10) 8� + 8� − � − 12 = 0 
11) 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Apéndice elaborado por Ing. Manuel Zeniquel – 2015. 


