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PROGRAMA DE LA ASIGNATURA
OBJETIVOS
Profundi;ar el entrenamiento en interpretar la simbologia y los procedimientos de célculo méas usuales en la
ingenieria.
CONTENIDOS
CONTENIDOS MINIMOS

Analisis vectorial. Aplicaciones. Funciones escalares y vectoriales. Cuadricas. Célculo diferencial e integral
en campos escalares. Aplicaciones. Calculo diferencial e integral en campos vectoriales. Aplicaciones.

CONTENIDO ANALITICO

UNIDAD I: FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Nociones de Geometria Analitica en E-3 . Representaciones gréficas. Sistemas de coordenadas. Espacio
euclideo de n dimensiones. Entornos. Clasificacion de puntos: Interiores, exteriores, de acumulacién, aisla-
dos, frontera. Conjuntos abiertos, cerrados, acotados. Conjuntos conexos. Funciones de varias variables
reales. Dominio. Curvas y superficies de nivel.

UNIDAD Il : LIMITES
Limite doble. Limites iterados. Relacién entre el limite doble y los limites iterados o sucesivos. Funciones
continuas. Propiedades. Aplicaciones.

UNIDAD lIIl: DERIVADAS Y DIFERENCIALES PRIMERAS

Derivadas parciales para dos variables. Representacion geométrica de las derivadas. Derivadas parciales
de funciones de mas de dos variables. Plano tangente a una superficie. Diferencial de una funcién de dos
variables. Forma analitica de la diferencial. Interpretacion geométrica. Existencia de la diferencial. Continui-
dad de las funciones diferenciables. Derivadas parciales y continuidad. Aplicaciones.

UNIDAD IV: FUNCIONES COMPUESTAS E IMPLICITAS

Funciones compuestas de una variable independiente. Derivacién total. Forma invariante de la diferencial.
Derivadas direccionales. Representacion gréafica. Funciones implicitas de una variable independiente. Exis-
tencia de la funcién implicita. Derivacion. Generalizacion. Derivadas parciales. Aplicaciones.

UNIDAD V: DERIVADAS Y DIFERENCIALES SUCESIVAS

Derivadas parciales sucesivas. Conmutabilidad de la derivacion sucesiva. Teorema de Schwartz. Diferen-
ciales parciales sucesivas. Formula simbdlica. Desarrollo de Taylor y Mac-Laurin para funciones de dos va-
riables. Extremos relativos de funciones de dos variables independientes. Condiciones necesarias para su
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existencia. Condiciones suficientes. Extremos relativos de funciones con variables ligadas. Método de los
multiplicadores de Lagrange.

UNIDAD VI: GEOMETRIA DIFERENCIAL

Curvas en el espacio. Longitud de arco. Funciones vectoriales de una variable real: Limites, continuidad,
derivacion. Propiedades de las derivadas; representacion geométrica, interpretacion fisica. Vector tangente
unitario. Representaciones paramétricas equivalentes. La longitud de arco normal unitario. Vector binormal.
Rectas tangente, normal y binormal. Ecuacién de un plano. Triedro mavil. Torsion. Férmulas de Frenet-
Serret.

UNIDAD VII: CAMPOS ESCALARES Y VECTORIALES

Campos escalares y vectoriales. Derivadas de un campo escalar respecto de una direccién. Teorema del
Valor Medio. Propiedades de las derivadas. Gradiente. Operador Nabla. Relacion entre las derivadas direc-
cionales y el gradiente. Interpretacion geométrica del gradiente. Vector normal unitario y plano tangente a
una superficie. Divergencia. Interpretacion fisica de la divergencia. Rotacional. Interpretacion fisica del rota-
cional. Propiedades.

UNIDAD VIII: INTEGRALES PARAMETRICAS
Integrales que dependen de un parametro. Continuidad. Derivacion bajo el signo integral: Regla de Leibniz;
generalizacion. Integrales sucesivas.

UNIDAD IX: INTEGRALES MULTIPLES

Particion de una region del plano. Integral doble: Definicién, propiedades. Reduccion de la integral doble a
integrales sucesivas. Generalizacion para integrales definidas en dominios no rectangulares. Aplicaciones
geométricas de la integral doble. Aplicaciones fisicas. Integrales triples: Definicion. Aplicaciones geométri-
cas y fisicas de la integral triple. Cambio de variables en una integral doble. Jacobiano.
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METODOLOGIA DE ENSENANZA

Las clases de la materia se imparten dentro del horario establecido en forma tedrico practica, donde los
fundamentos tedricos de los distintos temas se introducen mediante explicaciones, exposiciones dialoga-
das, técnicas de estudio dirigido y a continuacién dichos fundamentos se aplican inmediatamente a la reso-
lucién de ejercicios y problemas practicos, los que se pueden resolver de manera individual o grupal. Los
mismos se presentan a los alumnos en una guia publicada al principio del ciclo. A ello se suman las clases
préacticas de repaso previas a los parciales y las clases individuales de consulta sobre cualquiera de los
contenidos del programa de acuerdo con las necesidades y disponibilidad de tiempo de los alumnos.
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REGIMEN DE REGULARIZACION Y PROMOCION

El alumno podra:

1) Promover la asignatura en forma total con los sig uientes requisitos
a) Asistir a no menos del 80% de las clases tedrico practicas
b) Tener aprobadas las asignaturas correlativas correspondientes del plan de estudios: Analisis
Matematico | y Algebra y Geometria, antes del 6to. turno de examen del afio del cursado.
¢) Aprobar dos parciales practicos con calificaciones no inferiores a Bueno (7), con la posibilidad de
dos recuperatorio practico, y aprobar dos parciales teéricos con calificacion minima de seis(6), con la
posibilidad de un recuperatorio teérico.

Cumplimentadas las condiciones antes mencionadas, el alumno tendra aprobada la asignatura sin examen final.

2) Regqularizar la parte practica de la asignatura con los siguientes requisitos
a) Asistir a no menos del 80% de las clases tedrico practicas
b) Tener regularizadas las asignaturas correlativas
c1) Aprobar los dos parciales préacticos, con la posibilidad de dos recuperatorios.

Cumplimentadas las condiciones antes mencionadas, el alumno tendra la condicién de Regular en la materia
hasta el 8° turno del afio préximo y debera aprobar un examen final de los contenidos teéricos de la asignatura.

O:

c2) Aprobar el examen final practico en el 7° u 8° turno del afio de cursado.

3) Alumnos libres:
No cumpliendo ninguna de las condiciones antes nombradas, los alumnos tendran la posibilidad de
rendir como alumnos libres, en mesa de examen final, debiendo aprobar un examen final practico
eliminatorio de la totalidad de la asignatura y final tedrico oral o escrito.

ACLARACIONES CON RESPECTO A LAS EVALUACIONES:

* Aprobar un examen parcial o final, tedrico o practico, con calificacion seis (6), significa acreditar el conocimiento
del 60% de los temas evaluados.

* Examenes parciales practicos: Se evaluaran en ellos, ademas de los desarrollos practicos, conceptos tedricos
con preguntas de respuestas breves, que justifiquen dichos procedimientos.

*Examenes finales para alumnos regulares: Rendiran un examen final teérico que consta de un breve coloquio
de conceptos basicos y luego desarrollo de temas.

* Examenes finales para alumnos libres: Rendira un examen final practico, de aprobarse pasaran a la evaluacion
de la parte tedrica, en la que se tomara un breve coloquio de conceptos tedricos basicos y luego desarrollo de
temas.

*Los dos examenes recuperatorios de la parte practica podran asignarse ambos a un mismo parcial que no se
aprobd o uno para cada uno en el caso que no se hubieren aprobados los dos parciales.

Programa: ANALISIS MATEMATICO II (Plan 1998) - 3
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Trabajo Practico N° 1: Funciones de varias variable

+ REPRESENTACION DE SUPERFICIES

1. Dadas las siguientes superficies, identificarlaighsus trazas, sus intersecciones con los ejes
coordenados y representarlas graficamente.

y2 X2 Z2
_19= L 2L =

a) 4x +2y+%-12=0 9 "9 1o
¢) Sy +2z=10 ) z=4-y* para z=0
d) z=4
=t ) 2= 4y’

2 2
e)X—+y—+Z—:1 2 2

9 16 2 K z=2 -* 424

2 2 2 9 4
Xy Y _Z

4 9 25

2. Relacione la ecuacion con su gréfica (marcada ll-MDé razones para su eleccion
a) X* +4y® +9z° =1; b) x> +4y® +2° =1; c)x*-y*+z*=1
d) -x*+y® -z° =1; e)y =2x>+2%; f) y> =x*+2z2°
g) X2 +2z% =1; hyy=x*-2°

V. Vi VIL. VIII.

3. Responda:

a) ¢ Qué representa la ecuaci6r x> como una curva efl *?
b) ¢ Qué representa como superficid eh?
c) ¢ Qué representa la ecuacitn y*?
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4. Intersecciones entre superficies y volumenes lohogapor superficies: Esquematizar las
siguientes regiones

a)x’+y*+z°=9 ; z=0 ; y=0 ; x=0
byz=4-y*> ; z=0 ; y=0 ; x=0; x=4
cgz=x*+y*> ; y=0 ; y=1 ; x=0 ; x=1
dyz=x*+y> : 2x+y-2z+4=0 enelprimeroctante
* FUNCIONES DE DOS VARIABLES
1.f(x,y) =x2+3xy+5y—-2y¥+8
Calcular: a) f(0;0)
b) 1(1:0)
c) f(0;2)
d) f(1:1)
Y =2 1 (e y)#(0:0)
2. f(xy)=ixt4yz o YIEE
0 (x;y)=(0;0) Calcular: a) f(1;0)
b) £(2:2)

c) f(0;0)
d) f(x;0)

3. La alturah de las olas en el mar abierto depende de la deldeidel viento y la duracion del
tiempot que el viento haya estado soplando a esa veladifath siguiente tabla aparecen los

valores de la funcié = f(v,t)en pies:

a) ¢ Cudl es el valor dé(4015)’? ¢ Cudl es su significado?

b) ¢Cuél es el significado de la funcibire f(SQt) ? describa el comportamiento de esta funcion.
c) ¢Cual es el significado de la funcibirr f(VSO)? Describa el comportamiento de esta funcion.

Duracion (horas)

5 |10/15|/20|30)|40|50
1012 |22 ]| 2| 2| 2] 2
154 |45 5] 5] 5| 5
5
9

20 7181 8] 9] 9] 9
30 13/16|17]18]| 19|19
40 | 14| 21]25]|28|31| 33|33
50 | 19| 29/ 36|40|45|48 |50
60 | 24| 37|47 |54| 62| 67|69

Velocidad del viento (km/h)

4. Responder si la funcion esta o no definida enitpsentes casos.

2X
f(x;y)=—, yz para X=Yy
y° —X

Senx—sen
F(x;y) = y

7
= ara X=y=-
cos” x—serf y P Y=4
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Puntos interiores, exteriores y frontera. Conjuntabiertos, cerrados, acotados y conexos

5. Dados los siguientes conjuntos e R

a) Graficarlos

b) Hallar el conjunto derivado (conjunto de puntosademulacion)
c¢) Hallar el conjunto de sus puntos interiores

d) Justificar si son conjuntos abiertos o cerrados

e) Definir su frontera

f) Decir si son 0 no conexos

—J(y _X

A—{(x,y)/y 220}

B={(xy)/y<x’ Oy<2|
c={xy)/[(x-1?+y? <1|0] (x-1)? +y* >3]}
D:{(x;y)/)j+y92<1Dy21}

{

E={(xy)/|x+y sl}

6. Describir analiticamente los siguientes conjun®guhtos.
| >
a) . b) | c) 4
7

%)
T -

LN
NN\ N\
DN
N

7,

* DOMINIO E IMAGEN DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES

1. Determinar el dominio y la imagen de las siguiefii@giones. Graficar el dominio

a) 2= +4/16 - X% - y? b) z=arcsen(x+y) c) z=+/xy+In(x+y)
2x +6 1 In(2x-y)

d) z= e)z= fy z=—""2 27

P27 e — a2y -18) O 7T (¢ -y coslx 4y) X' +y* -4

1
= - hyz=——— R _
) z 9= (x +y?) N T—& i) z=+/ser(xy)—-2
i) z=In/xy—4 K) z=/sen(xy)
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* CURVAS DE NIVEL

1. Cada una de las siguientes ecuaciones represapteeeé de distintos terrenos. Grafique las
curvas de nivel de cada uno de ellos con una sgparde 1 m desde 2 m de profundidad y

hasta 2 m de aItur&DZy\zl <2).

a)z=X+y b) z= 2xy c)z=x2211

2. La siguiente ecuacién representa la radiacionmeeeatura dentro de un local en °C. Graficar
las isotermas (curvas de igual temperatura) parerhm estudio de climatizacion del mismo.
Considerar qué valores extremos puede tomar lageypa.

a)z=x"+3y’ +10 b)z=22~|x|~|y]

3. A continuacion se ilustra un mapa de contornos pasafuncior, utilicelo para estimar los
valores de f (-3,3) y f (3,-2). ¢ Qué se puede dmsrca de la forma de la superficie?
Yy

| —

\ 70 60 /5.} 40
| | X
30
0 1

20
10

— 1 —

[ —]

—

4. A continuacion se ilustran dos mapas de contormo. €5 para una funcidrcuya grafica es
un cono, el otro es para funcigrtuya grafica es un paraboloide. ¢ Cual es cudr gpe?

I Y Y

/7 N\ N\

S (77N
)T W
= &=~

7
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( pE
P

B

WN%A

leony
W)

=2
4y

c)z =serrx +

TS

- 3xy?

N

:X3

b)z

5. Relacione la funcién con su gréfica y con su cawaivel. De razones para su eleccion.
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Ejercicios Complementarios:

+ REPRESENTACION DE SUPERFICIES

1. Dadas las siguientes superficies, identificarlafiahsus trazas, sus intersecciones con los ejes
coordenados y representarlas graficamente
a) 8-2x-4y=0

b) 12x+6y—-9z=3
c) Crear la ecuacion de un plano que resulte paralaje vy

d) 4x=8

1
e) ~y=3
) 2
f) Hallar la ecuacién de un plano que resulte paralgidano xz

g) Escribir las ecuaciones correspondientes a loptae®s coordenados.

2 2
h) X+ para z=0
4 16
) —2z=4x*+y?
2 2 2
) RANS A
4 9 16

y2
K) z={x2+7j+9 con z=0

2. Decir a qué cuéadricas corresponden las siguientec®nes y hacer un esquema en cada caso:

a2 b2 2 a2 b2 c? a’? b2
a b c b c a b
2 2 2 2 2

3. Intersecciones entre superficies y volumenes lghoggpor superficies: Esquematizar las
siguientes regiones

a) z=4-y* ; z=4-x*; z=0 ; y=0 ; x=0
b) z=2-x* ; Z+Z:1 enel primer octante
c) z=4-X ; y=2-x ; y=2+xen el primer octante.
d) xX2+y*=16 ; z=y ; z=2y enelprimer octante

2 2
e) zzL—L+4 ; 5+X—1 en el primer octante.

16 9 6 4

f) Trace la region limitada por la superfide=/ X2+Vy2 y x2+y2=1 paral<z<2.

g) Trace la regién limitada por los paraboloides x> +y®y z=2-x° —y°.

h) Encuentre una ecuacién para la superficie forrpad@odos los puntos que equidistan del
punto (-1,0,0) y el planX =1. Identifique la superficie.
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* FUNCIONES DE DOS VARIABLES
1. f(xy)=x>+2xy’-5y°-1
Calcular:  aj(1;0)
b)f(0;1)
c)f(1;-1)
d)f(-1;1)

O

2. f(xy)= x? - y? MiM Calcular: b;ifqz);l) )
- a;-a

d)f(-a;a)

e)f(a;1/a)

3. Responder si la funcién esta o no definida enifpsentes casos.

a) f(x;y)=y22>_“;2 para [X =]y

b) f(xy)=

para x>y

1
Ix-y

Puntos interiores, exteriores y frontera. Conjuntabiertos, cerrados, acotados y conexos

4. Dados los siguientes conjuntos BA

a) Graficarlos

b) Hallar el conjunto derivado ( conjunto de puntosademulacidn)

c) Hallar el conjunto de sus puntos interiores
d) Justificar si son conjuntos abiertos o cerrados
e) Definir su frontera

f) Decir si son 0 no conexos

{(xy)/\x y<40y- 4<2}
B= {(x y)/2< 32 +y2 <8}
{
D ={

(X y)/ x> +y? <1Dy>0}
(x;y)/0sx<2 0O 0<y<1}

C=

={(x )/ %+ >0} N{(xy/ %+ y<1}
5. Describir analiticamente los siguientes conjunguntos.
A b)

a)

v

v
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« DOMINIO E IMAGEN DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES

1) Determinar el dominio y el rango de las sigugerftinciones. Graficarlas

1
a)22m b)z:+4/X2+2y2—4
+./25-X* -y? 6?2
d) z= X~y e)z:+ 9—X2_y2
Xy ser(x-y)
= 1 h)Z: 2
92 In(x* +y? -1) + Y
9 4
In(x* - y)
) z=+/I -4 k) 2=
) z=+/In(xy-4) ) ey
1
mz= -
In(x+y-3)

2) Encuentre y trace el dominio de la funcién.

a) f(xy) =y/x+y

b) F(x,y) =VX +y

c) f(X,y) =In(9—x2-9y?)
X — 3y

X +3y

3X +5x
X2+y2—-4

d) f(x,y) =

e)f(x,y) =

3) seaf(x,y)=In(x+y-1)
a) Evalde f (1,1)
b) Evalle f ¢1)
c) Encuentre el dominio de f.
d) Encuentre la imagen de f.

4) seaf(x,y)=e”
a) Evalle f (2,4)
b) Encuentre el dominio de f.
c) Encuentre la imagen de f.

5) Seag(X,Y) =+/36—9x2—4y?
a) Evalte g (1,2).

b) Encuentre y trace el dominio de g.
c) Encuentre la imagen de g.

¢) z=arccosx’ +y* -3

fz= In(2x-y)

+y4-x

) z=+/xy(1-X-Y)

= 1
In(x* - y*)

f) f(xy) =yy-XxIn(y +x)
) F(X,y) =xyy/x2+y

h) f(X,y) ={/X2+y2=1+In(4-x2~y?2)
) F(xy,2)={1-x2-y2-27

D) f(X,Y,2) =In(16-4x2-4y2-7?)
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6) Seaf(x,y,z) =x2In(x -y +2)
a) Evalde f (3,6,4).
b) Encuentre el dominio de f.
c) Encuentre la imagen de f.

7) Seaf(x,y,2) :]/\/x2+y2+22—]_
a) Evalue f (1,3,-4).
b) Encuentre el dominio de f.
¢) Encuentre la imagen de f.

» CURVAS DE NIVEL

1. Graficar las curvas de nivel paral1Z y \ Z\ < 2, de las siguientes superficies

_ 2X _y-1 N vy
a)z—m b)Z—X2+1 C)Z—+ 1+X+y
d) z=x? +y? e)z=x"-y?

2. En los siguientes casos, considerar los valorepgeden asignarse ay graficar las curvas de nivel.

y
x? +3
3. Una placa metélica delgada, ubicada en el plandietye temperatura T(x,y) en el punto (x,y). Las

curvas de nivel de T se denomin@otermasporque en todos los puntos de una isoterma la

temperatura es la misma. Trace algunas isoterni@a$usicion de temperatura esta dada por

T(x,y)= 100/(1+ X2 + 2y2)

a)z= b)z=4x+y-5

4. SiV (x,y) es el potencial electrénico en un puixg) del plano xy, entonces las curvas de niveVde
se llamarcurvas equipotencialgsorque en todos los puntos de dicha curva el piategiéctrico es

igual. Trace algunas curvas equipotenciale¥ &, Y) = C/ >—x2-Yy2 donde c es una constante
positiva.

5. Relacione la funcién con su gréafica y esquematiceusva de nivel. De razones para su eleccion.
a) zZ=sen/x2+y?

b) z=x?yeX Y
c) z=serxlsery
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Trabajo Practico N° 2: Limites

 LIMITES

Calcular, si existen, el limite doble y los limitiésrados de las siguientes funciones en los puntos
indicados. Probar por otros caminos si fuera necesa

1)  lim  x*+xy ' X—y
(xy)-(3-1) 2) (x,yl)lmo,O) X+y
3 lim (9%% - y? )senQy) 5 lim (x*-4)(y*-9)
(x9)-(00)  Y(3x-Y) (xy)-(23) (2x=y)(y—=3)
. 3xy . 3xy
5 lim —— | —
) () 100) 257 + 2y? ? (1) (00) +4/ X% +y?
(2402
A iim (x+2 pen(xy) ' Z_VZ
(xy)-(00) 3xy 8) lim 4*7
(xy)-(00)

* CONTINUIDAD

1) Dadas las siguientes funciones, determinar si sohruas en el origen, justificando la respuesta.

>;y : 0y 2=+ o + 47 (x;y)#(0,0)
Ty 0 (x;y)=(00)

2

a)z=

X2 -y? . .
-y) # (0,0
G 2=lxiey VF 00

S (xy) = (0,0)

2) Dadas las siguientes funciones, determinar si eotinuas en el punto (1;1) justificando la respaest
x+y®  (xy)Z(11 _
o z={*tY (xy)#(11) by z=—
1 (xy)=(11) FyX-y

3) Definir f(0;0) para que la funcion sea continua en dicho punto

2,2 2 _\2
X+y X +y
2

C)Z:(x -9)seny
2y(x-3)

10
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Ejercicios Complementarios:

 LIMITES

Calcular, si existen, el limite doble y los limitiésrados de las siguientes funciones en los puntos
indicados. Probar por otros caminos si fuera necesa

- _
1) lim 3y 2) i _2X-y
(xy)-(00) 2X + By (xy)~(00) = 3X + 2y
2 2
. x*-3 i Xy
3) lim z—yz D s X7 + y2
(x¥)-(00) X* + 2y VIS XE Y
+ y?2 2 —\y2
5 lim B+ y“)senx & lim X° seny—y-senx
(x.y)- (0,0) X ) (xy)-(00)
¥)-(0, Xy
2,,2 . 3x-2y
, Xy
lim _ 8) Iim
[N X2yZ 4 (x—y)? Probar cory = x (xy)-(00) X =2y
) sen(x Z—x®)(x% -
9) lim (xy) 10 lim (y* —x*)(x* —3x+2)
(xy)-(00) 'y (y)-(1)  (y=x)(2x-2)
3X-y-7 x2y?
11 I _— i y =
) e x4 2 12) (X’J;ET(IOVO) MY Probar sobrey = x
) 1 x?
13) lim sen— i y =
) Mooy Y » 14) (x,yl)lfr(]0,0) T ry? Probar cory = X
2 _\,2 _ — 2 —
15) fim Y Y x-1 N Xy’ —2y° -9x+18
(xy)~ (L) x-1 xy)- (23) Xzy—3X2 -4y +12
17) 3x+2y sobre y = 4x
)~ (00) 4 — By
] y[seri7n/x) sixz0
18) lim z conz= .
(xy)~ (00) six=0

* CONTINUIDAD

1) Dadas las siguientes funciones, determinar si sotruas en el origen, justificando la respuesta.

eyt (en)#(00) Co (00
i { 3 (xy)=(00) b) z=1x2 +y? (xy)#(G0)
0 (x;y)=(00)
xBer& siy#0
o) f(xy)= y
0 siy=0

11
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2) Determinar si son continuas en el origen las sigagefunciones

X3+y2

: ; 20
a)z:{x-gy (X1y);i(gg) b) z= x3+y3 X+y
(xy)=(00) 0 cry=0
2x% +y? %
LTy VY£( O ) £ (O
¢)z=] X2 +y? (xy)#(0,0) G 2213 +y? (x;y) # (0,0)
0 (x;y)=(G0) 5 (xy) = (0,0)
2=V x4y#0 xsen y#0
e) Z= Xty f) z= y
1 X+y=0 0 y=0

3) Determinar en qué region son continuas las sigesefioinciones

1 3 — ) 2
a)z=e" b)Z:_X c) z=In(4-x*+y?)
+/X-y
d) z=tg(x* +2xy+y?) &) z=— f) z=x2 sen>

3x + 5y y

4) Definir f(0;0) para que la funcidn sea continua en dicho punto

_X -y b) z= ysen——— 7= 19(2%Y)
RN y2 Y )= ysenay y* C) senGxy)

12
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Trabajo Practico N° 3: Derivadas y diferencialesimeras

* DERIVADAS PARCIALES

1) Calcular las siguientes derivadas parciales aplicda definicion de derivada en los puntos indicado
a) z=2x’y—-3xy’ en P, = (3;-1) b) z=2x>y —5xy* + 2xy en P, = (2;-3)
c)Z=sSerx.cosy en P, = (0;0)

2) Aplicar las reglas de derivacion para calculafiaeiones derivadas de las siguientes dadas

_X-y x* - y?
— b) z= —
&) z=(x+yP(x-y) P ELL ke

3) Demostrar que si

X— ' '
a) z=sen—, entonces es Xz, + yz, =0
ty

X

X-y . - - o
b) u=x+ , se verifica que U, +U, +u, =1

y-z

X
v . . V4
c) z=e’.Iny, entonceses Xz, + yz, :|—
ny

4) Calcular si existe, la derivada parcial respectxden P, =(0;8) de zzi/Yy

5) Calcular la pendiente de la recta tangente a hadaterseccion de la superfice= x° — 6x2y2 con
el plano y=2 en el puntoP, =(1;2)

* DIFERENCIALES

1) Calcular el diferencial total de las siguientescfanes

a)z=y e+ xXeg b) z=sen(y.In x)
¢) z=arctg Y d) u=xyvz
X

2) Dada la funcionZ =X.y comparar y hallar la diferencia entre dzAy
3) Calcular el diferencial total de = X’y + x*y* + xy* en P, =(11), condx=02 y dy = 005

4) Calcular el valor de la funciéa = x* .y5 en x=1017,y= 099, aplicando diferenciales.

5) Calcular el volumen del material necesario pararidab un vaso cilindrico de las siguientes
dimensiones:
a) R radio interior del cilindro,H: altura interior,K: espesor de las paredes y fondo del cilindro
Dar solucién exacta y aproximada.
b) Medidas interiores: 3 cm de radio y 12 cm de ajtooa un espesor de material de 3 mm.

Dar solucién exacta y aproximada.

13
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6) Los lados de un terreno triangular miden 100 y @®8ros con un error de 0,02 m y el &ngulo
comprendido es de 60° con un error posible de G&l;g3 el error aproximado en que esta medido el

terreno?
- . . P .
7) El peso especifico de un sélido se da ptartaula s=— , en dondeR es el peso en el vaciowy
w

es el peso de un volumen igual de agua. ¢ CoOmamadepeso especifico calculado un erros@gl
en el valor dé® y £0,05 en el valor de, suponiendd =8 y w =1 en el experimento: a) si ambos
errores son positivos; b) si un error es negativ@p ¢ Cual es aproximadamente el mayor error

porcentual?
) — . . ) .
8) El periodo de oscilacién de un pénduloRRs 277 6 , @) ¢cudl es el mayor error aproximado en el
periodo si hay un error d€),04 m en la medida de una suspension de 3 mgycie se toma como

9,80 m/sed puede tener un error de 15 mm#&edp) ¢ cudl es el error porcentual?

Ejercicios Complementarios:

* DERIVADAS PARCIALES

1) Calcular las siguientes derivadas parciales aplicden definicion de derivada en los puntos indicado

a) z=3x"y* en P, = (1,2) b)z=3x*> —4xy+4 en P, = (2;1)
c) z=e™ enF,=(00) d) z=\/x+Yy enP,= (2;3)
e) z=2xy’ —xy+y enP,=(2;2) f) z=yXx* +y* enP,=(1;1)

2) Aplicar las reglas de derivacion para calculafiaeiones derivadas de las siguientes dadas

a)z=e" b) z=+In(3x-y) c)z:W.sen(xy)

X Xzexyyz X 2 y
d) z=4'x’y+arcsen=| e)z=—— f) z=| = | arctg>
: Y 'ﬁy) " 2y x : (y] 7
2 Xy . x X
L= yarctg>2< +1n 2x h)Z=3Xze ) z=e¥ 1g 2
Xy~ +1 2y° +X
2 AX
D z=2Y"% anp )
=

14



ANALISIS MATEMATICO I Guia de Trabajosr&cticos

3)

4)

5)

Demostrar que si

X , .
a) z=+ xsen-, entonces ex(z, +y[¥, =
y

NN

by z= X sen? + 2 cos? | se verifica que XZ, + yz'y =2z
X X

c) z=Inyx*+y?, entonces es Xz, + yz, =1

Calcular si existe, la derivada parcial respectyden P, =(0;4) dez=§/;y

2 2 2
Dado el elipsoidei +Y 2 1, hallar la pendiente de la recta tangente a laacunterseccion

del elipsoide:

a) Conelplanoy=1,enelpuntoenque x=4
b) Conelplanox=2,enel puntoenquey=3

* DIFERENCIALES

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Calcular el diferencial total de las siguientescfanes
3)222)2—4X)i+3f b)z:xz.cogy
cu=(x-y)iIn(x+y) d) u = xy?z°

CalcularAu y du para la funcién u = 2% 3 y?, cuando x = 10; y = &x = 0,2;Ay = 0,3; y comparar
los resultados.

seaz = 2xy-— y2. CalcularAz ydz en P (1;2) sidx =0,01 y dy =-0,02
Calcular el diferencial total de z = (x + V& -y enP, =(6;2), condx= 025y dy=-0,2

Calcular el diferencial total de la funciém=x.Iny—-y.Inx en P, =(11), con dx=01 y
dy=-0.2

Calcular el valor de la funciéa = X° .y6 en x=10017, y =0,995, aplicando diferenciales.

Calcular aproximadamente aplicando diferenciéfé§,8)2 +2.(21)°

o (xy)#(00)
Investigar si es diferenciable en el origen la foncZ = X2 +y? , ’

0 (Xy)=(G0)

Al medir un bloque paralelepipedo de madera, hamtexlo las dimensiones 10, 12 y 20 cm en cada

una con un error probable de 0,05 cm cada unaatgtiroximadamente el maximo error que puede

15
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cometerse al calcular el area total del bloque paetentaje de error como consecuencia de las

medidas individuales.

10) Los radios de las bases de un tronco conico circetdo miden 5 cm y 11 cm respectivamente, y el
lado mide 12 cm; el error maximo de cada mediddees mm. Determinar el error aproximado y el

error por ciento al calcular con estas medidak altura; b) el volumen.

X_
X+

11) Se da la superficig = . Si en el punto donde= 4,y= 2 se aumentax y y cada uno en 0,1,

< I

¢Cudl es el valor aproximado del cambiade

12) La resistencia de un circuito se hall6 empleanddraula C = E / R, siendo C = intensidad de la
corriente y E = fuerza electromotriz. Si hay uroede 1/10 de amperio en C y 1/20 de voltio en E,
a) ¢cudl es el valor aproximado del error de Rssidcturas son C = 15 amperios y E = 110 voltios?

b) ¢cudl es el error porcentual?

13) Si para calcularsen(x+y) se emplease la formulgen(x+ y) = senx cosy + cosx seny,

écual seria el valor aproximado del error que ta&dal si se hiciese un error de 0,1° en la medida

tanto dex como dey, y si estas medidas diessBnx :i;’ y seny = %?

14) La aceleracion de un cuerpo que se desliza haei@ @n un plano inclinado, prescindiendo del

rozamiento, viene dada por la formula= g.seri. Si g varia 3 cm/segy si el valor dei, que

mide 30°, puede tener 1° de error, ¢, cudl es al groximado del valor calculado d& Tomese el

valor normal deg = 9,80 m/seg

15) Suponiendo que la ecuacion caracteristica de upegéecto seap.v = n.Rt, en donde/ = volumen,

p = presion,t = temperatura absolutay = cantidad de gas expresada en moléculas gramegmo

R una constante, ¢cual es la relacion diferenciat ¢gs diferencialesly, dp, dt?

16) Aplicado a un caso experimental el resultado deblema anterior, supéngase que hayamos

3 2
encontradot =300°,p = 10.000Kg/m, v= 0,417 M, n=8,583 yR= 0,8478%. Hallar el
.mo

cambio dep, suponiéndolo uniforme, cuandocambia a 301° v a 0,420 ri

16
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Trabajo Practico N° 4: Funciones compuestas e inecgis

* FUNCIONES COMPUESTAS

x=t?+1
1) Seaz=3X* + 4y —2xy, , hallarE ent=1
y=2t-1 dt
x=e'+2u
2) Seaz=In(x*+y?), , hallar% y 9z
y=¢e"-5v ou ~ ov

3) Seaz = Xe” {x = ser(2u) +3v?

,hallarE y E en (u;v) = (0;0)
ov

y = C0SQu) — 2uv ou
1
X==
t d
4) Seau =e*™ + xZ°, y=t> , hallar dE[J , expresar en funcion de
z=4t
2X X=cod
5) SeaZ=—; y2 ; : hallarE ent="
X +y y=sern dt 2
3 ) X = Uucosv
6) Dada z= X"+ Yy“ con
y = usenv

. . .,Eazjz 0z’ _(azjz 1 (azjz
analizar si se verifica la relacion—| +|— | =|—| +—| —
ox ay ou u®\av

+ FUNCIONES IMPLICITAS

1) Calcular la derivada de las siguientes funcialedmidas implicitamente siy = f(x)

a) x’y* +seny=0 b)e ¥ +serny =0 c)2x—\/m+y—4=o

d) x*+y*-3axy=0 e)e*seny-e’ cosx=1
2) Verificar que los valores dados xlg dey satisfacen la ecuacion y hallar el valor corredpgnte de
dy

dx
a) X°+2xy+2y=22 :x=2, y=3

b) Ax+By+Ce™” =C ; x=0,y=0

c) ecosy+e’senx=1;x=0,y=0

17
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3) Calcular las derivadas parciales de las sigegefuinciones definidas implicitamentezs f(x;y)
a) ¥ z*+ yser{xz)-2=0

b) setfxy)+sefyz)+seffxz)=0 en R70;0)

c) 4xz+21-3x*-ser{yz)=0 en PO(— Z;Zij

4) Dadas las funciones definidas implicitamentelg®isiguientes sistemas y suponiendo que secaatifi

las condiciones de existencia, calcular las deasayplie se piden en cada caso.

x®+2y*-5z+1=0

a) y Hallar ﬂ y E
X =y +72-4=0 dx dx
X°+ y =t

b) 5 { 5 HaIIar% y ﬂ
X“+y’ =t dt dt
Xu’ +v=y°

c){ y Hallara_u;@;a_u;@
2yu— XV = 4x ox ' ox ' dy  ady

Ejercicios Complementarios:

* FUNCIONES COMPUESTAS

X=2t% +1

, hallarE ent=1
y=3-1 dt

1) Seaz=3x% +y—2y?, {

— At

2) Seaz =In(x* +y?), { o hallarE ent=0
=¢ dt

— W3 a2 X=U+3uv 0z 0z
3) Seaz =X +y" —2Xy, {y:vz _aytuy’ hallara Y 5 en(u;v)=(12)

2xy X =cod dz
4)Seal=—fr———, _ hallar— en t=0
+X2 + Y2 y=sen dt
3 —_—
X X =sen2t
5)Sea z=—, { : hallar% ent=_
y y =—cost dt 3

18
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X =2sent
6) Sea U = 2x* - yz+ Xz°, y=t>-t+1, hallar% ent=0

z=3¢

= eU"’V
7) Dada z=xIny+y.Inx, , demostrar quea—Z +% = Z(In y+X}e“*"
y=¢ ou ov X

X X=u+v . . u-v
8) Demostrar que sZ = arctg— , , severificaquez, +z, =———
y y=u-v u+v
6xy X =cos2t dz 71
9)SeaZ=—F—F——, , hallar— parat=—
) eyl {y:—senZt a P

X = 2t2

10) f(x,y)= X°y +5xy* -3 para{ , haIIar?;[ en el punto t =1

y=¢

» FUNCIONES IMPLICITAS

1) Calcular la derivada de las siguientes funciondisidas implicitamente siy = f(x)

a) 15x=15y+5y+ 3y

b) x = [y +3y

c) xX*-3axy+y=0
d) \P+\F:6

X y
e) xcosxy=0

2) Verificar que los valores dados ®ey de y satisfacen la ecuacion y hallar el valor corresjente
de ﬂ
dx

a) X°-y’+4xy=0;x=2,y=-2
b) 2X—4/2xy+y=4 ; x=2,y=4

c) e‘cog§x+y)-y=1 enelorigen.
d) x>+ xy+2y¥=28;(2,3)

e) /2x+.[3y=5;(23)

fy x®-axy+3ay?’=3a%;(aa)

3) Calcular las derivadas parciales de las siguidntesones definidas implicitamente zi= f(x;y)

a) x+y+z:ser(xy.z) en el origen.
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b) x+3y+2z-Inz=0
c) 2serfxyz)+zx®-y*+1=0

d Ze¥%+2x-4y-z=0
4) Dadas las funciones definidas implicitamente par $gguientes sistemas y suponiendo que se

verifican las condiciones de existencia, calcldarderivadas que se piden en cada caso.

x> +y*+2=8
a y HaIIarﬂ y dz
-3y’ =z dz dy
2
u®-v=3x+
b) ) Y Hallar 94 . 9V . 0u.0v
u—2v- =x-2y 0x O0x 09y oy
X
u= 2 2
X"ty ou v _0du  ov
C) Hallar —: — . —:—
_ Ty ox o0x ady oy
V=1 2
X +y

20
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TRABAJO PRACTICO N° 5: Derivadas v diferencialescasivas

* DERIVADAS SUCESIVAS

1) Verificar la relacion de Schwarz en las siguiefitegiones:

2 2
a)z:xj+& bz =Y

8 X=y

2) Calcular las derivadas parciales primeras y segudéddas siguientes funciones

X b) z=sen(y.In x
a)Z:—z—lz .In x)
y© X
2X _ X Yy
¢ z=In |— Aoy =xtn o +yn’
seny)

3) Demostrar que si

a)z= XY se verifica que X Z,, + ZXYZ;y +y z;y =0
X-y
2 2 '
X = Zy
by z= y , se verifica que —— = -2
2X + 3y z X

yy

* DIFERENCIALES SUCESIVAS
1) Hallard?z en P,=(1;2) si z=x%y* -5x%y®

2) Si z=4x"y hallar dz

» SERIES DE TAYLOR Y MAC LAURIN

1) Desarrollarz= In(xy) en el entorno del puntB, = (ZL'l) hasta el 2° orden.

2) Desarrollar las siguientes funciones en un entaglopunto indicado o en las potencias indicadas
aplicando las formulas de Taylor o Mac Laurin segdnresponda, hasta las derivadas terceras
inclusive.

a) z=x+2xy-x+Yy® enunentorno del puntd, = (],'2)
b) z= € cosy en un entorno del origen.

c) z=e* enun entorno del puntB, =(1;1) y hallar aproximadamenté( 1,1;12)
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d) z=e*’ en potencias dé(—l) y de (y—]).

3) Verificar el siguiente desarrollo:

2 2

X +y +X4 +6X2y2+y4 _XG +15X4y2 +15(2y4+y6 .

cosxcosy =1-
2! 4 6!

* EXTREMOS RELATIVOS
1) Calcular los extremos relativos de las siguientesibnes:

a) 2= X* +4x+2y+2y? b) 2= x® +3xy? —15x-12y

C)Z=x3+y3+§+@ d) z=x"+y*-x*-y*-1
Xy

e)z=e v

2) Hallark para quez = X* + 3xy+ ky2 tenga minimo relativo en algun punto de su dominio

3) Dividir un nUmeroa en tres partes tales que su producto sea maximo.

4) En la parte superior de un edificio, en un espa@oio limitado por dos paredes verticales

perpendiculares, una losa horizontal y un techbnado que responde a la siguiente ecuacta:

2 —x — 7y, se quiere proyectar en el mismo un tanque paia agn la mayor capacidad posible.

Calcular las dimensiones del tanque y su capacidad.

7

Ejercicios Complementarios:

* DERIVADAS SUCESIVAS

1) Verificar la relacion de Schwarz en las siguiefitegiones:

;= Ax + By

2 Z=In(x+y) _Cx+Dy

2) Calcular las derivadas parciales primeras y segudédas siguientes funciones
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2
a)z=arctg¥ b)z = x”
c) z=€e"Iny+seny.ln x d) f(x,y) :coiln (xy)]

3) Demostrar que si

a) z=cos(2x+ y)+sen(2x-y), se verifica que Z:(X —42';,), =0

b) z=e".(senx+cosy), se verifica que Z"XX + z;/y = Zt

* DIFERENCIALES SUCESIVAS

1) Hallar d?z si z=y®x? +4y2x*

2) Hallar d®z si z=e"*

» SERIES DE TAYLOR Y MAC LAURIN

1) Desarrollar las siguientes funciones en el entdmims puntos indicados hasta el 2° orden
a)z= ser62xy) en P, = [g;lJ

b) z= xe’ en P, =(1;0)

2) Desarrollar las siguientes funciones en un entaglopunto indicado o en las potencias indicadas

aplicando las férmulas de Taylor o Mac Laurin segdnresponda, hasta las derivadas terceras
inclusive.

a) z=e*?¥ enun entorno del puntg, = (2;0)

b) z= ser6x+ y) en potencias d%x —EJ ,(y —EJ .

C) z= sen(x - 2y2) en un entorno del origen.
d) z=e*.In(L+ y)en un entorno del punt®, = (0;0)

3) Verificar los siguientes desarrollos:

a) a*inl+y)= y+%(2xylna— y’ +x*yIn*a-xy*In a)+%y3 ...
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x® +3x°y +3xy* +y° N
2

b) Sefx+y)=x+y-

* EXTREMOS RELATIVOS

1) Calcular los extremos relativos de las siguientesibnes:

a)z=x>-xy+y>+3x-2y+1 b) z=x*>+y®+3x-12y+ 20
— 2 2 _
C) z=2x*+2xy+5y° +2x -2y +1 d)zzxy+1+1
X
e)z=x>+y*-3x f)z=x*+xy+y>-6x-9y+2
X2 y2 X4 y3
z=5-"—-2— hyz="-+2Z_+x®-5x"-2y* +3
9) s 4 ) 213 y" +3y
) z=x*+y*+x2+y? j)Z:e—(x2+2x—1j—(y2—yj
k) z=(x-1)" +2y? ) z=3x2+xy
m) z=e*cosy n) z=2x>+16y> - 9xy

0)z=x>+y>-6x-9y+2

2) Hallark para quez = x? + kx + y? presente un punto critico @) = (- 1,0). Clasificarlo.

3) Hallar k para quez = x* + 2xy + ky” + 4x + 6y presente un punto critico e, = (—g;—%}.
Clasificarlo.
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TRABAJO PRACTICO N° 6: Integrales paramétricas:

1) Resolver las siguientes integrales paramétricas:

a)J‘lelex b) .[12 (xz y+2 x)dy C)J-:%dx

d) j 0"/2 x Oy CsenyLdly

2) Derivacién bajo el signo integral
Hallar las derivadas de las siguientes integradeamétricas:
1°: Por la formula de Leibniz.
2° : Integrando previamente.

a) diy j 05(4x2 y + 3xy? )dx % J' 0”/23xy [tosy Ldy

3) Se sabe por el teorema de Castigliano que el des@&muna viga debajo de una carga es igual a la
derivada de la energia respecto de esa carga.
Si para la siguiente viga la energia es:

. L/2 P
x?2\2 7 q
L/Z(g'x-l'q'%'x_qz) NN EEREEE 7T
U=f dx pay
’ B ; L ¥
)

Se pide calcular el descenso en el punto medicadégha con la férmula de Leibniz e integrando

previamente.
Descensoy = g% Datos: q=1t/m L=5m H = 75600 tm
Nota:

Derivar antes de reemplazar el valor de P.

4) Integrales Sucesivas
Resolver:

apV@-x
a) IOIO Xz(x+ y)dydx
b) Ibejoa(a— y) x> dy dx
0[]} yaxay

Q [ jyy (x+2y)dxdy
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Ejercicios Complementarios:

1) Integrales paramétricas
Resolver las siguientes integrales paramétricas:

a)J':nyzexzdx b)Jjarctg y? -16 E(ll— xz)jx c) f O‘/Z 2x*y[tosy? dy

d)jfﬁxssenxzdx e)J-Ox In(y2 + 3x)dy

2) Derivacién bajo el signo integral
Hallar las derivadas de las siguientes integradeamétricas:
1°: Por la formula de Leibniz.
2° : Integrando previamente.

a) —j (xy S\P de

Ty o2
b) d_ij xy* [enx dx

3) Integrales Sucesivas

a)joznj :sewrdrde b) Il fi% C)J';J'Ol(x+y)dxdy
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TRABAJO PRACTICO N° 7: Integrales multiples

1) Calcular las siguientes integrales dobles:

a) [[, (*+y?)dxdy donde A {(x,y); 0<x<1-1<y<0}
b) HRSxyz dx dy dondeRZ{(x,y); -1<x<0; 2x< ys2x2}
o [ X"+ Y i dy donde T (X y); xsLy<L x+y=>1}

T X

2) Hallar por integracion doble el &rea de la supierfimitada por los siguientes pares de curvas:
a) 3y =25x ; bx=9y b) +y*=10 ; y=9x
C) yY¥=4x ; 2x-y=4 d) 2% y? = 9; x=y; x=-y; conX=0

3) Hallar por integracién doble el area de la supierfimitada por:(x—3)2 + y2 =09;

(x-6)>+y*=36;y=x e y =0 utilizando coordenadas polares.
4) Hallar el volumen limitado por el paraboloide ciamu4z = 16 — X— y* y el plano “xy™:

a) En el primer octante.
b) En los octantes correspondientes>a(z
Sugerencia: utilizar coordenadas polares.

5) Hallar el volumen en el primer octante comprendidve los planos:
z=0y z=x+y+ 2, interior al cilindro?* y* = 16.
Resolver utilizando coordenadas rectangulares gresl

6) Hallar el volumen del cuerpo limitado por el pafaimte eliptico z = 2%+ y? +1 y el plano
X +y =1y los planos coordenados.

7) Un cuerpo esta limitado por el cilindré x Z = & y los planosy =0 ; z = 0 ; y = x. Calcular su
volumen.

8) Hallar los momentos de inercia Ix e ly y los radiesgiro correspondientes para la superficie s#uad
arriba de Ox y limitada por la parabola semiclibiga= x* ylarecta y=x.

9) Calcular el momento de inercia del triangulo liddgpor las rectas x +y =2 ; x =2 e y = 2, con
respecto al eje Ox.

10) Calcular las coordenadas del centro de graved#afatpira limitada por las parabolas:
y2=4x+4 ; §y=-2x+ 4.

11) Resolver las siguientes integrales triples:
1p1-x p2-X
a) IOJO IO Xyz dxdydz

SNHNRET
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12) Calcular el volumen del tetraedro limitado porptsnos x +y+z=1;,x=0;y=0;z=0.
13) Calcular el volumen limitado por el cilindré x y*=4 ylos planosz=0 y z=6.

14) Hallar el volumen limitado por el paraboloide z ¥* 2 y* y el cilindro z = 4 — 3. Sugerencia:
utilizar coordenadas cilindricas.

15) Hallar el centro de gravedad del cuerpo limitadogdgaraboloide 3+ 2Z = 4x y el plano x =2.

16) Una viga de 2 m de longitud de seccion rectangelga base mide 10 cm y altura 20 cm esta
sometida a una carga puntual de 100 Kg aplicada emtad de su luz. La tension admisible del
material es de 7,6 Kg/c¢ma) Verificar la tensién maxima de la viga. b)l&@viga se dispusiera en

forma horizontal (rotAndola 90°), hallar la tensidaxima y compararla con la admisible. (Expresion

.. L. M . . Pl h
de la tension Maximary,q, =~ siendoMpqy = - Ymax = 5 )-

n

P
Seccion L/2

Y

b

Ejercicios Complementarios:

1) Calcular la siguiente integral doble utilizando emadas rectangulares y polares:
IID(x2+y2)dxdy dondeD:{(x;y)/x2+y2s1}
2) Hallar por integracion doble el &rea de la supierfimitada por los siguientes pares de curvas:

a)«/;+\/§=«/6 ; X+y=b b)y=senx ; y=cosx ; x=0
c)y’>=x> ; y=x d)ax*+y?=16 ; x=0 ; y=0

3) Hallar el area de la region exterior a la circuafeia x* + y2 =4a’ e interior a la circunferencia
(x—2a)” + y* = 4a’ utilizando coordenadas polares.

4) Calcular el volumen de los cuerpos delimitadosl@®siguientes superficies:

a) +Y+%=1:x=0; y=0; z=0 b)x2+y?=h?: x=0; y=0;:2=0; Y+ %=
a b c b b

C)3x*+3y? +3z° =27

5) Hallar el centro de gravedad del triangulo cuyoriegs son A(0;2) ; B(3;2) y C(3;5). También
determinar los momentos estaticos de dicha figespacto de los ejeey .

6) Hallar el volumen que se elimina cuando a una asferradid?a se le practica un orificio circular de
radioa de forma que el eje del orificio sea un diametdadesfera.
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7) Hallar los momentos de inercia Ix e ly de las sgtes figuras:
a)y’ =1+x;x=1+y b)y=x*;y=x

8) Determinar el centro de gravedad de la semiesfamargda por la semicircunferencid + y? = 25 ;
que gira alrededor del eje

9) Calcular el volumen del solido de revolucion engadd por la curva representada por la funcién
y=x, entre x =0y x = 2 al girar alrededor del eje y

10) Hallar el momento de inercia del cuerpo de revodlucie densidag engendrado por la curva

y = 2 ¥ al girar alrededor del eje y entre x = 0 y x €@ respecto al eje y.
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

TRABAJO PRACTICO N° 8: Geometria diferencial

Dados los siguientes vectores:

A=2i+2 |-k y B=6i+3]+3k
Hallar:

a) A+B b) A(B c)A xB
Siendo:

R=e'i+In{t?+1) j-tgtk

d’R
dt?

dR  d°R .
dt ' dt?

Hallar: parat=0

aR
dt|

Demostrar las siguientes propiedades:

d . . d. 3
VAR T A T ®

o 9 axsoaxBBLOA
VAT A g

Una particula se mueve a lo largo de una curvascegaaciones paramétricas son:
x=g€' ;y=2cos 3t;z=2sen 3t; siendo t el tiemdallar se velocidad y la aceleracién en el
instante inicial t = 0.

Una particula se mueve a lo largo de una curva 2xtzsy = € -4 t; z = 3t ; siendo t el tiempo.

Hallar las componentes de la velocidad y la acei@naranscurrido 1 segundo en la direcciém |

+ 212.

Una particula se mueve de forma que su vector sieipo viene dado por:

r =cos wti + sen wtj, siendo w una constante. Demostrar:

a) que la velocidad/ de la particula es perpendicular a

b) querx V es una constante.

Hallar la funcion vectoriaF (t) que representa la recta | que pasa por el fds2¢3) y es paralela a

unvector 3 + 2j.
a) Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta.
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8)

9)

b) Hallar la ecuacién del plano normal a la rectalgrueto.

Siendor = sen ti +cos ti+ tk, hallar: en el punto correspondiente at =0

a) Un vector tangente.

b) Un vector tangente unitario.

¢) Ecuacion de la recta tangente.

d) El vector curvatura y radio de curvatura.

e) Ecuacion del vector normal unitario y de la rectenmal.
f) Ecuacién del vector binormal y recta binormal.

g) Ecuaciones de los planos osculador, rectificamtergnal en dichos puntos.

Hallar la longitud del arco de una circunferenaéirdda por:
x=2cost y=2sent z=2 para (& t <12

10) Calcular el camino recorrido por una particula sdartrayectoria:

1)

2)

3)

x=t y = 2/3t5 z=21 con Kt<3

Ejercicios Complementarios:

Dados los siguientes vectores:
A=3i-j+2k B=2i+2j-3k y C=i-2j+k
Hallar:

Siendo:
a)r=2t?i+t®j-e' k parat=1

b) r =2cost i +3sert ]—Stlz parat =172

Hallar:
dr g (di o dT
dt ' dt? |dt ' |dt’
Demostrar las siguientes propiedades:
) d(l\ B ) AdﬂB+éJA
C — . = I I
dt dt dt
d) g( pA )= (0%+ A d¢ dondep es una funcién escalar
dt dt dt '
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4) Una particula se mueve a lo largo de una curvaacaguaciones son X = 3 cos 2t, y = 3 coz2t,
= 3. Calcular los valores de la velocidad y la @@alion en el instante tr#2.

5) Una particula se mueve a lo largo de una curva2¥= y=£-4t z =3t ; siendo t el
tiempo. Hallar las componentes de la velocidad wdaleracion transcurridos 3 segundos en la

direccion i- 3]+ 212.

6) Siendor = sen ti +cos ti+ tk, hallar: en el punto correspondiente a2

a) Un vector tangente.

b) Un vector tangente unitario.

¢) Ecuacion de la recta tangente.

d) El vector curvatura y radio de curvatura.

e) Ecuacién del vector normal unitario y de la recienmal.

f) Ecuacion del vector binormal y recta binormal.

g) Ecuaciones de los planos osculador, rectificamtergnal en dichos puntos.

7) Una particula se mueve a lo largo de una curvaasceguaciones son X = 3 cos 2t; y = 3 cos 2t;
z = 3. Calcular el espacio recorrido durante @rivdlo entre: t 3v4 y t =172.
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

8)

9)

TRABAJO PRACTICO N° 9: Campos escalares y vect@asal

Si ¢(x,Yy, z) =3 %y —yz?, hallar el gradiente dgen el punto (1 ,-2 ,-1).

Hallar O@, siendop=In kOsiendor =xi+ y]+ zk
Demostrar qué&lg es un vector perpendicular a la superfigie, y , z) = ¢, siendo ¢ una constante.
Hallar la ecuacion del plano tangente a la sugerfigZ — 3xy —4x =7 en P (1,-1,2).

Hallar la derivada direccional de= xyz + 4xZ en P ( 1,-2,-1) y en la direccién y sentido de:
2i-j-2k.
Distribucion de temperaturasa temperatura en grados Celsius sobre la sujgede una placa
metalica es:

T(x;y) = 20 — 4x% — y?

dondex, y se miden en centimetros. ¢En qué direccion crése@pidamente la temperatura en el
punto(2; —3)? ¢, Cual es ese ritmo de crecimiento?

Si A =3xy2i+2x°j-xyz K y @=3@—yz, hallaren P (1,-1,1)
a) Divergenciadea = (0-A)

b) A - O

c) O(@-A)

Si A = x2i - 2x2yzj+ 2yZ‘I2
Hallar OOA = (rot A) enel punto P (1, -1, 1)

Si A=2x2i-yzj+3x2K y @=>dyz hallaren P (1,1,1):
a) OOA .
b) OO(@A ).

10) Probar las siguientes propiedades:

a) Div(F +G)=Div F +Div G
b) Rot(f-F )=Grad fxF +f- RotF
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Ejercicios Complementarios:

1) Si@Xx,y,z)=2x2-xy, hallar el gradiente dgen el punto (2 ,-2 ,-1).
2) HallarOg, siendop = 1
r

3) Hallar un vector unitario normal a la superficteyx+ 2 x z = 4 en el punto (2,-2,3).

4) Hallar la ecuacioén del plano tangente a la superkZ + X2y =z — 1 en P (1,-3,2).

5) Hallar la derivada direccional de= 4 x2 - 3x%y?z en P ( 2,-1,2) y en la direccién y sentido de:
2i-3]+6k.
6) Hallar la derivada de P =%eY*Zen el punto (1,1,-1) en direccién hacia el purgb(6).
7) SiA= xzyf- 2xzi+ 22I2, hallar el rot rot A <Ix (O X A )
8) Si A=2yzi-xtyj+x2K, B =xi+yzj-xyk y @=2&7 halar:
a) (A-0)ao.
by A -O¢
c) (B O)A
d) (OxA)o
e) A xOg
9) Hallar la derivada direccional de la superfigiex?y?z +xZ = 0 en P (1,-1,-1), en la direccién y
sentido dea: i- 2]+2 12
10) Hallar la ecuacién del plano tangente a la superfic 2 X +4y¥ —z=0en P (2,1,12).

11) Dados A = 2x2yf+3y23]- xz22k y ¢ : X228, calcular la divergencia de&y(- A ) en P (-1,1,1).
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Trabajo Practico N° 1: Funciones de varias variakle

Representacion de superficies:

1. a)Plano

Trazas: Plano “xy™ y = —%x + 2; plano
plano “yz":y = 2.

Intersecciones con los ejes coordenados: eje xx= 4;
eje yy = 2; eje z: no existe.

XZ2": x =4;

b) Plano

Trazas: Plano “xy”y = —2x + 1/2; plano “xz”: z = gx — %; ,
plano “yz”: z = %y —é

Intersecciones con los ejes coordenados: ejex x 1/4;

ejey:y = 1/2; eje z:— 1/3.

c)Plano paralelo al eje gx + z = 2

Trazas: Plano “xy”:x = 1; plano “xz”: z = —2x + 2;
plano “yz": z = 2.

Intersecciones con los ejes coordenados: eje x:1;
eje y: no tiene; eje z = 2.

d) Plano X
Trazas: Plano “xy”:x = 2; plano “xz”: x = 2; plano
“yz”: no tiene.
Intersecciones con los ejes coordenados: eje xx= 2;
eje y: no tiene; eje z: no tiene.

e) Plano

Trazas: Plano “xy”. y=6; plano
plano “yz”:y = 6.

Intersecciones con los ejes coordenados: eje X:tiawe,;
eje y:y = 6; eje z: no tiene.

xz": no tiene;

f) Ecuacién plano paralelo al plano yz= 2

Trazas: Plano “xy”. y=2; plano
plano “yz":y = 2.

Intersecciones con los ejes coordenados: eje X:tieoe,;
eje y:y = 2; eje z: no tiene.

xz": no tiene;

g) Ecuacion plano coordenado “xyZ = 0; plano coordenado
“xz”: y = 0; plano coordenado “yz% = 0.

h) Superficie cilindrica eliptica 2

Trazas: Plano “xy% = =2V x = 2;

“ ” .xz ZZ . 13 ”. 7 777777
plano “xz T 1Az = 0;plano “yz"z = 4. 22

Intersecciones con los ejes coordenados: ST ey
eje X:x = =2V x = 2; eje y: no tiene; eje z. = 4. P
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i) Paraboloide eliptico

Trazas: Plano “xy”: 4x? 4+ y? =0; plano “xz”: z = —2x?;
plano “yz": z = —%yz

Intersecciones con los ejes coordenados: eje xx= 0;
ejey.y=0;ejezz=0.

J) Hiperboloide de 1 hoja 2

x2 yZ x2 2
Trazas: Plano “xy™ i 1; plano “xz”:: +—==1,

zZ
9 16

2 2
plano “yz”: —y? + i—ﬁ =1
Intersecciones con los ejes coordenados:
eexx=—-2Vx=2;ejey:-notiene;ejez.=—-4Vvz=4.
K) Paraboloide eliptico
2 2
Trazas: Plano “xy”™: % + ;’—6 =1; plano “xz"z = —x%+9;

yZ
plano “yz": z = -5t 9
Intersecciones con los ejes coordenados: efjex—3V x = 3;
eey.y=—-6Vy==6;eezz=09. x
2)
a) Hiperboloide de 1 hoja b) Elipsoide ¢) Hiperboloide de 2 hojas
(no corta al eje “z") (no corta al eje “y")

d) Hiperboloide de 1 hoja €) No tiene representacion f) Paraboloide eliptico
(no corta al eje “x")

g) Paraboloide

hiperbélico h) Paraboloide hiperbdlico
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Solucién ejercicie® complementarios

h)y? + z? = —4x. Superficie: paraboloide de revolucion.

Funciones de dos variables
1)a)0b)-6c¢)7d)-9

2)a)-1b)0¢)0d)0 ef—

3) a) La funcién no esté definida.

b) La funcién esta definida.

4)A) a)

b) A" ={(x;y)/lx -yl <4Aly—4]| <2}

QA ={(y)/lx—yl<4nly—4] <2}
d) No es conjunto abierto ni cerrado.

AAAAA

e)Ar ={(;)/(x—yl=4nly—4l<2)v(x—yl<4A|y—4| =2)}

f) Conjunto Conexo. y
B) a)
b)B'=B

¢) B, = {(x:y)/2 <x* +% < 8)

2

2 2 2
€)Br = {(x;y)/ 5 +5 =1v-+2-=1} N

d) El conjunto es cerrado. X %

f) Conjunto conexo. y y
1

0 a) 7

b)C' = {(x;y)/x*+y? < 1Ay =0} x l L ox

c)Ci={(x;y)/x*+y*<1Ay>0} y

d) No es conjunto abierto ni cerrado.
) ={(xy)/(*+y*=1Ay>0)V(x* +y* <1Ay =0)}
f) Conjunto conexo.
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Solucién ejercicie® complementarios

D) a)
b)D'={(x;¥)/0<x<2A0<y<1}
C)D;={(x;y)/0<x<2A0<y<1}
d) No es conjunto abierto ni cerrado.

e) D ={(;¥)/[(x=0Vvx=2)A0<y<1]V[0<x<2A(y=0Vvy=1]}

f) Conjunto conexo.

E) a)
E={(;y)/x*+y*>0}n{(xy)/x*+y* <1}
b)YE' = {(x;y)/ x?+y?> > 0A x? +y? <1}

C)E; ={(x;y)/x*+y*>*>0A x*+y? <1}

d) El conjunto es abierto.

e)Er ={(x;y)/x*+y*=0 vx*+y* =1}

f) Conjunto conexo.
504A={(xy)/y=x*ANy<x+2}

x2 y2
b)B={(x;y)/ s+ < 1Ax2+y?% =1}

Dominio e imagen de funciones de dos variables

a)Dom = {(x;y)/y # x + km, k € Z};
Rg = (—o0; —=1] U [1; o).

At

Y

A
X 1\ \ TX

-1

-y

b) Dom = {(x; y)/ = +2 = 1};

Rg =R{.

&
o

1
-1

a

N

c)Dom = {(x;y)/2 < x* + y* < 4}; d) Dom = {(x;y)/x* + y*> < 25 Ax # y};

Rg =[0;7]

Py
&

Rg = R.

Yy
e)Dom = {(x;y)/x* +y* <9Ay # x + kn, k € Z}; f) Dom = {(x;y)/y < 2x Ax? < 4};
Rg = R. Rg = R.
y y
4
T8
&
QN (R
= o
y

D,
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g) Dom = {(x; y)/x? +y? # 2 Ax? + y? > 1}; P NNE S 4 )
Rg = R — {0}, ZLD:’?O_OE)("' N/ 5+ >

NNEPONN
i) Dom={(x;y)/(xy 20Ny < —=x+1)V(xy<0Ay= i) Dom = {(x;y)/xy = 5}; Rg = R{}.

y
—-x+ 1}, Rg = R{.

v %
%X % .

K) Dom = {(x;y)/y < x? Ax? + y? < 16}; I) Dom = {(x;y)/x? — y? # 1 Ax? > y?};
Rg = R. Rg = R —{0}.

y y

X // = X

-X

<
N

<

x

g

Yy

m) Dom = {(x;y)/y # —x +4 Ay > —x + 3};
Rg = R —{0}.
y

-4 =2 2 Y

SN

7

<

< !

2)
a)Dom = {(x;y)/y = —x} b) Dom = {(x;y)/x = 0Ay = 0}

o
x
o
—_
)
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c) Dom = {(x; y)/§+ y? <1} d) Dom = {(x;)/y # —g}
y2 7’2
X -%j;zl_} —2F0 % -%‘1 _17(% X
e)Dom = {(x;y)/x? + y* # 4} f) Dom = {(x;y)/y = x Ay > —x}
= 4 =
x//-f%’//-1 1%x X 2 X
g) Dom = {(x;y)/y = —x?} h) Dom = {(x;y)/x?> + y> = 1 Ax? + y? < 4}
= 5
4 = ;

) Dom ={(x;y;2)/x* +y* +2* < 1)) j) pom = {(x; y; Z)/§+y72+i_: <1}

4

/ VLT
v //2 y

3)a)0; b)1; cPpom ={(x;y)/y > —x+1}; d)Img =R

4) a) 1; b)Dom = R?%; ¢) Img = R*;

5) VIT; b) Dom = {(:)/ 5 +% < 13; ) Img = [0; 6]

6) a) 0; b)Dom = {(x;y)/z > —x + y}; c) Img = R
7)a)1/5; b)Dom = {(x;y)/x* + y*> + z2 > 1}; c) Img = Rt
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Solucién ejercicie® complementarios

Curvas de nivel

byz=-2-y=-2x2-1
z=—-1-y=—x
z=0-y=1
z=1->y=x%+2
z=2->y=2x*+3

C)z = —2 - A curva de nivel
z=—1-y =4 curva de nivel
z=0->y=—x-1
z=1->y=—x

z=2->y=-x+3

d)z = —2 - A curva de nivel
z = —1 - A curva de nivel
z=0-x24+y2=0
z=1-x*+y2=1
z=2-x*+y2=2

42 2
e)z=-2->—+2=1
z=—-1->—-x*+y*=1
z=0->y=%x
z=1-x>—y2=1

x2 2

z=2->—-L=1
2 2

y

2
z=2
)
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2.

a)z=-2->y=-2x>—-6 o L
z=—-1->y=-x?>-3 \BJL ,
z=0-y=0 )

z=1->y=x*+43
z=2->y=2x>+6 = 20

b)
z=—-2->y=-4x+3
z=—-1->y=—-4x+4
z=0->y=—-4x+5
z=1->y=—-4x+6
z=2-oy=—-4x+7

3 z—T(x'y)
7=10% 42 =1
9 ' 9/2
2 2

4.x2 +y? =12 — (%)2
5. Ec.aygréf. I; Ecby graf. lll; Ec.cy graf. Il.

TRABAJO PRACTICO N° 2: Limites
Limites
L= lim  f(x,y); L, = lim lim f(x,y); L, = lim lim f(x,y); L, =

(x,y)—(x1,¥1) X-X1 Y-V YY1 XOXq

lim lim f(x,y).

x-x1Y-9(x)
DL=A1L=1/2L,=-1/2. L=ALi=—%L,=—1/2
AL=A L, =1L, =—3/2. L =A;L;=0;L, =0
5)L=3;L, =3;L,=3. 6)L=0;L, =0;L, =0
NL=3A;L,=0;L,=0;sobrey=x:L,.=1
8)L=3A;L;=3;L,=1. 9L =0; L1—0L =0
10)L=—-1;L, =—1;L,=—1. 11)L=0;L, =0;L, =0
12)L =34;L, =0; L, =0; sobrey =x: L, = 1/2
13)L=0;L,=0;L, =0
14)L = 4; L, = 0; L, = 0; sobrey = x?: L, = 1/2
15)L=1;L,=1;L, =1. 16)L =3/2;L, =3/2;L, = 3/2
17)L =3;L, =3/4;L, = —2/5; sobrey = 4x: L, = —11/16
18)L=0;L;=0;L, =0
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Continuidad

1)a)f(0;0) =3;L=0; f(0;0) # L = f(x;y) es discontinua &f®; 0).

b) £(0;0) =0; AL = f(x;y) es discontinua ef®; 0).

C)f(0;0) =0;L=0; f(0;0) =L = f(x;y) es continua ef0; 0).

2) a) Continua. b) Discontinua. c) DiscontinuaCdtinua. e) Discontinua.
3) a){(x;y)/xy # 0} b) {(x6:9)/y < x}: ) {5 y)/ 5 -4 < 1}

d) (6 y)/(x +¥)? # /2 + km; k € Z}; €){(x;¥)/y # —3/5x}

f) {(y)/y # 0}
4) a) No se puede redefinir la funcion porque estposee limite; bj(0; 0) = 0;

c)f(0;0) =2/5

Trabajo Practico N° 3: Derivadas y diferencialesimperas

Derivadas parciales

a)F¢(1;2) = 48; F;(1;2) = 36. b) F(2; 1) = 8, F;(2;1) = —8. ¢) F/(0; 0) =1, F;(0; 0) = 1.
d) F{(2;3) = V5/10; F;(2;3) =V5/10. €)F/(2;2) = 6; F;(2;2) = 15

D E(L1) = V2/2 B(1;1) = V2/2

2) a)F, = e*~ y? By = —2ye*” y?

r_ 3 Lo -1
b) Fx - 2(3x-y)y/In(3x-y)’ Fy - 2(3x-y){/In(3x-y)

O F =1 _sen(xy) + yYxy2cos(xy); Fy = J_sen(xy) +x3/xy?cos(xy)
I — y I — 20y ;
d) £y = 24xy+J—F Xy nd+ 1) - s

e)F = xy?e™ [x2y+x(2y%+1)+4y], F, _ x%ye™ (x%y+2x(y*+1)+2y)

(x+2y)2 (x+2y)?

f B = x[2(x?+y?)arctg(y/x)—xy], F, _ 2[—2(x2+y2)arctg(x/y)+xy]

* y2(x2+y?) y3 (x2+y?)

B = (12:2;+1)(xy +1)—[y.arctg(x?)+In(2x)]y?
g) x (xy%+1)2
= _ (xy?—1)arctg(x?)+2xy In(2x)
Y (xy?+1)2

r _ 3xe®Y[(2+yx)(2y2+x)—x], o, _ 3xZe®Y (x2+2xy?-4y)

h) Fe = (2y%+x)2 By = (2y%+x)2
N\ F = XV Ny g pr = pxy N *
i) E, = e™[y.tan (y) + " COSZ(,;)], F; = e™[x.tan (y) yz.cosz(i)]

N 2y2eay-y?i-1) oy 2yeV[(2+yx) (x=y)+y]

NE Gy Ty &-)?

F(2;1)=0,F(21) = 10e?

\/Y.cos(g) N sen(%) ry —%/F.cos(%) _ Z\/F.cos(g) N \/E.sen(g) B 2\/?.605(%) _
y 2vx ' y? y 2 y

3) a) x.zy +y.zy, = x.

\/E.sen(g) 2

2 2

b) X.zx +y.2y =x.[(2x+z—z).sen(y) y. cos( )]+y [(x + 2y). cos( )

Y y y
—(2x3+y3).sen(x) — XY.CO0S G) + y(x + 2y).cos (;) _ Y *sen() = 2x2%.sen G) 4+ 1 tsen() -

X

y .sen(%)

X

X

xy. Cos( )+xy Cos( )+2y Cos(y) %’1@): 2y2 cos( )+2x sen(y) Z[yzcos(g)q-
xzsen( )] =2z
C)x.zx +y.2y = x- xziy2 Ty xZZyZ = xzjfyz xzjfyz = i:ﬁ =

4)7},(0;4) = 0
5) a)— L b) - 22
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Diferenciales
1) a)dz = (6x% — 4y?)dx + (9y? — 8xy)dy. b)dz = 2x.cos(2y) dx — 2x%.sen(2y)dy
c)dz = [In(x +y) + %]dx + [% —1In(x + y)]dy. d)du = y?z3dx + 2xyz3dy + 3xy?z2%dz

2)Au =91/4 = 22,75;du = 112/5 = 22,4

3)Az =99/1250; dz = 2/25

NHdz=1

5)dz = —0,1516

6) 0,9785

7)2,01

8) La funcién no es diferenciable en el origen pergo es continua.

9) &, = 8,4. &y, = 0,75%.

10) Altura:e, = ‘1/—3; &y = 1,11%. Volumen:e, = 672906‘571; &y, = 3,35%.

11)-0,011

12)—-41/900; —0,6212%

13)0,00177

14)16,31 cm/seg?

/L=, @
t v P

16) —54,49Kg/m?

Trabajo Practico N° 4: Funciones compuestas e imgitas
Funciones compuestas

1)51

2)0

3) 22 = 1001 ; 22 = 413

)= =2

5)% =9

6)= =18

7) Z—i + Z—Z [(lny + y) etV 4 (g + lnx) .e¥ ”] + [(lny + %) et 4 G + lnx) . (—eu_v)] =
2 (lny +%) et

, / y—x x+y 2y 2(u-v 2(u-v 2(u-v u-v
8)Zu+Zy = x2+y2 + XZty? | xity? (u+17)(2+(u)—v)2 - uz+2uv+v(2+u2)—2uv+v2 - 2(1(12+v)2) = uztv?
9)-12
10)40e? + 20e ~ 349,92788
Funciones implicitas

3
1)a)d_y= 1 )% 6y, )d_yzxz—ay. dy _ . e)d_yzctg(xy)_z
dx  y*+y2+1 Jdx  3%y+2’ Ydx ax-y? dx x Jdx x2 x

2)2)2% = (-2)° +42.(-2) = 0; 2 =1, 0) 22 V224 + 4 = 4, 2 = —2; ¢) e’ cos(0 + 0) —

0=1;2=1d)22+23+2.32=28; 2="%e)V22+V33=5 Z=-1; ) a®—a.aa+
3.dy _ 2

3aa? =3a3; ==-2
" dx 5

0z _ . 0z _ . oz _ z , 0z _ 3z dz _ z[2y.cos(xyz)+3x?], 0z _
3) a) ax L ay L b) ax  1-2z' 9y 1-27 )
3y?%-2xz.cos(xyz) )62 _ yz?e®Y 242 9z _ xz%e®V72-4

x  1-2zeX¥=2'9y  1-2zeXy-2

ox x[2y.cos(xyz)+x2]’ oy

x[2y.cos(xyz)+x2]’

)dy _ 1, dz _ 4y b) ou _ 12v—1,0v _ 3-2u du _ 2(2v+1) dv _ 4u+l
dz 4y’ dy Vs dx  8suv—1'9x 8uv—-1'dy  8uv—-1'dy 8uv-1
ou _ 1-2ux, 0v _ 2vx | 0u 2uy  0v _  2vy+1
dx ~ x2+y?’' ax  x24y2’ 3y x2+y%’ dy  x2+y?
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Trabajo Practico N° 5: Derivadas y diferenciales stesivas

Derivadas sucesivas
—2Xx

(ad—bc)(cx—dy) _

1) a)ny = m = Zyx; b) ny = (cx+dy)? = Lyx
. Y . X o ny_,,_yZ_xz_,,.,,_ 2xy

2) a)Zx - _Fyz' Zy - Fyz' Zyx = (x2+y2)2’ ny - (x2+y2)2 - Zyx' Zyy - (x2+y2)?

b) Z, = y2x¥"% Zy = 2yxY () Zie = 20 2% = 1);

Zyy = xV*71[2y3 In(x) + 2y] = Zyx, Z,, = xV [4y2In%(x) + 2 In(x)]

C) Z' =e*In(y) + Ser;(y); ZJI, = + In(x).cos(y); Zxx =e*In(y) — Sengy) Z ” + Coi(y)
Zyx, Z —;—Z — In(x) sen(y)

d) Z _ _sen[lz(xJ/)]; ZJ’, _ _M; Z;x _ sen[l;z(xy)] cos[l;nz(xy)] Z %z(xy)]
cos[ln(xy)]. cos[In(xy)] _ .~
T BT = I

3) a) Zxx - 4Z;y = [—4cos(2x + y) — 4sen(2x — y)] — 4[— cos(2x + y) — sen(2x — y)]| =
—4[cos(2x + y) + sen(2x — y)] + 4[cos(2x + y) + sen(2x —y)] =0

D) Zyx + Zyy, = [—e " sen(x)] + [—e tcos(y)] = —e~[sen(x) + cos(y)] = Z

Diferenciales Sucesivas

1) d?z = (48x%y? + 2y3)(dx)? + [4xy(16x? + 3y)]dx.dy + (8x* + 6x2y)(dy)?

2) diz= [4xe"2+3’2 (2x% + 3)](dx)® + [12ye"2+3’2 (2x? + 1] (dx)?dy + [12xe"2+3’2 (2y? +
D]dx(dy)? + [4ye**+¥* 2y? + 3)](dy)?

Series de Taylor y Mac Laurin

1) a)_ 16x2%+8mx(y—2)+m2y? —4n?y+4m2 -8, b\Zx(y+1)+y2

8 2
e2[x3+3x2(2y-1)+6x(2y2-2y+1)+2(4y3—6y2+6y—1)]. 1 3
2 o e, by _(;o2) (=D +2((x-2)

3(=3) (-9 +3(:-3)(=3) +(-3)"

3 2
C) _x +x— yz, d) y[3x2%+3x(2—-y)+2y%—3y+6]
6

6
3) a) Entorno del origen:
F(0;0) =0; FE/(0;0)=0; F;(0;0) =1; FE,(0;0)=0; Fg(0;0)=In(a); F;(0;0)=—
Fixx(0;0) = 0; Fyy(0;0) = In?(a); F”’y(o 0) = —In(a); FJ;’y’y(O 0)=2

z = F(0;0) + F/(0; 0)x + F;(0; 0)y + o [F,;,'c(o; 0)x% + 2F/5,(0; 0)xy + Fy5,(0; 0)y?]

1
+3 El.(0; O)x3 + 3F/3,(0; 0)x2y + 3E}),(0; 0)xy? + Fyy, (0; 0)y3] + -+

=0+0x+ 1y + — [Ox +2In(a) xy + (-1)y?| + '{Ox3 + 3In%(a)x?y
3[~In(a)]xy? + 2y} + -
_ a1 _ 200 — xv2 s, ..
v+ > [nyln(a) y? + x?yin®(a) — xy ln(a)] + 3y +
b) Entorno del origen:
F(0;0) =0; F(0;0)=1; F(0;0)=1; FE;x(0;0)=0; F,(00)=0; Fy,(0;0)=0
Fitie(030) = Fiiy(0;0) = iy (030) = 3y (0;0) = —
L raa2 21, 1 3 2 2 3
z=0+1x+ 1y +5[0x + 2.0xy + 0y?] +§[—1x +3(=Dx%y + 3(—=Dxy* + (-1)y3]
(23 + 3x%y 4+ 3xy? + y?)
3' + .ee

=x+ty-—

Extremos Relativos
1) a) (—%; %;—g) minimo relativo; b)a extremos relativos; o)— 3 ,0) minimo relativo; d)
(1; 1; 3) minimo relativo; e(1; 0; —2) minimo relativoy(—1; 0; 2) punto de ensilladura {)1; 4; —19)
minimo relativo; g)(0;0;5) maximo relativo; h)(0; 1;%) maximo relativo; (0; 3;0) punto de
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ensilladura;(2; 1;—23—0) punto de ensilladurg:2; 3; —8) minimo relativo( 5;1; — 1109) punto de
ensilladura;(—5; 3;—3775) minimo relativo; i) (0; 0;0) minimo relativo; j)(— 1,2,\/_) maximo

relativo; k) (1;0; 0) minimo relativo; 1)(0; 0; 0) punto de ensilladura; mj extremos relativos; n)
(0; 0;0) punto de ensilladura(;%;%;—i—l) minimo relativo; 0)(v2;v3; —6v3 — 4v2 + 2) minimo

relativo; (v/2; —V/3; 6v/3 — 4v/2 + 2) punto de ensilladurai—+/2;+/3; —6+v/3 + 4v/2 + 2) punto de
ensilladura{—v2; —/3; 6v3 + 42 + 2) méaximo relativo.

2) k = 2, minimo relativo.
3) k = 3, minimo relativo.

Trabajo Practico N° 6: Integrales paramétricas

1) a) y?(e —1); b) —6arctg,/y?—16; c) x?; d) %37; e) 2v3x - arctg (\/_) + x.In(x? +
3x) — 2x

aay— ; b)2y

3) a)T’ b) L"(g); c)1

Trabajo Practico N° 7: Integrales Multiples

17

2) )% b)VZ-1; o) d)2n
3)2a2(z+\/_)

4) @)% 0)ZT -2 o)36m

B) X6 = 2y = 3; My = > My =9
6)3 (8 — 3V3)a’n

63, 729, _ 1
7) a)[x = 20" [y b)[ [y =%
8)z; = 15; por S|metr|axG =y;=0
9) 96_”' 10)64_”

Trabajo Practico N° 8: Geometria diferencial
1) a)67 + 5] — 5k; 77 — 1of+ 10k; b)—2; 7; —5; ¢)—1i + 13f+ 8k; —47 — 5] — 6k; d) —19

2)aﬁ 4L+3]—ek dt2—4l+6]—ek |—|—\/2+2 = | =VeZ +52
L= —2i-3k L=~ =13 |21 =3 )
3)a)d = a, ()T + a,(O)j + a3(t)k, B =b,(t)T+ b,(t)] + bs()k

d - - d R . . R 5 -
T A-B)= a{[al(t)l + ay, (D7 + az(Ok] - [by ()T + by (8)] + b3 (Ok]|}

d
= [(11 () - by (t) + ax(t) - by(t) + az(t) - b3(t)]

%mwm@]dmmbmndmm>mm

= al(t) by (t) + al(t) b1(t) +ay(t) - by (t) +ay(t) - by (6) + az(t) - b3(t)
+az(t) - b3(0)
= ay(8) - by () + az(t) - by (t) + az(t) - b3 (8) + aq () - b1 (8) + az(¢) - by (t)

d - - - d o
+a3(t)-b§(t)=a(A)-B+A-a(B)
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b) A = a, ()T + a,(t)] + az()k; ¢: funcion escalar
d, .. d .
It (¢A) =T [¢a1 T+ ¢pa, ()] + ¢pas (t)k]
= [¢'a1(0) + pas ()T + [§'ax (1) + paz (D) + [ a5 (6) + pas(D]k
= pai (7 + $az ()] + pas (OF + ¢'a (7 + ¢'a ()] + ¢'as (OF
= qb[gi(t)? +aj C(it)f +az(Ok] + [a1 (T + a, (O] + az (k]
= ¢E(A) +Aa(¢)
4) 9] = 0; |d| = 1212

55 -5

6) a)—J + k; b) _Tﬁf+§§; c) Ec. recta tangent& = ?—‘/;tf+ (%+§)§; d) I?(%) = —%?;
R=2; e) N(g) = —1: Ec. la recta normal(1 — t)?+§l?; f) B (g) = —‘/?_f—‘/z—iﬁ; Ec. la recta
binormal:7 — ‘/;tj+ (g - %)E; g) Ec. plano normal:—‘/z—iy + ‘/2—72 - %7 = 0; Ec. plano rectificante:
—x + 1 = 0; Ec. plano OSCU|adOH§y - gz + ”T‘/E =0

7) 32

Trabajo Practico N° 9: Campos escalares y vectories
1) 107 — 4] — 16k

X > y > zZ 7
2)=Et—al 5

1. 25,27
3) _El + EJ + gk
4)-2x+y+3z—1=0

376

o
6) — 22
7) 2x]
8) a)2x3yz3(2z — x); b)—2x*yz3 + 6x3yz* + 8xy?z*
¢) 2yz(2x + 2)T — x2y(2x + 2)] + x22(2x + 2)k
d) 2e2yz3(2y — z2)j — 4x2yz3(xy + 2)k
e) (—6xty?z2 — 2x32%) + x2(4yz5 — 12y223)] + (4x3y223 + 4x2yzH)k
9) =7/
10)8x+8y—z—-12=0
11)0

Apéndice elaborado por Ing. Manuel Zeniquel — 2015.
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