FUNCIONES IMPLICITAS Profesora Claudia Durnbeck

Una curva C contenida en E, puede estar definida por una ecuacion:

y = g(x) - forma explicita
6 f(x,y) = 0 - forma implicita

En muchos casos se puede pasar de una forma a otra, pero algunas veces esto no es
posible, 0 no siempre f(x,y) = 0 representa a la funcion implicita de y = g(x).

Por ejemplo cuando:
a) f(x,y) = 0 representa la forma implicita a una y = g(x).
Ej: f(x,y) =4x + 2y — 8 = 0 representa implicitamentea y = —2x + 4

b) f(x,y) = 0 es la forma implicita de mas de una funcién de x.
Ej: x> +y2—4 =0 representa implicitamente a:

yi1=V4-—x* 'y a Y2 =—V4—x?

c) f(x,y) =0 no es funcion implicita de alguna y = g(x), es decir A la funcién
implicita.
Ej: x2 4+ y2 + 4 = 0 por ser suma de términos positivos no se anula para
ningin (x,y) € R?

o Interpretacion geométrica de los ejemplos anteriores:

a) La funcién:
z = 4x + 2y — 8 tiene como representacion grafica un plano, cuya
interseccioncon z = Oes larecta: y = —2x + 4
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b) La funcion:
z = x? + y? — 4z tiene por grafica un paraboloide de revolucion, cuya
interseccion con z = 0 es la circunferencia x? + y2 = 4. Esta ecuacion representa
a las 2 funciones que representa f(x,y) = 0 en forma implicita:

y1 = V4 —x2 Y2 = —V4 —x2

¢) La funcién:
z = x% + y? + 4 es un paraboloide que no tiene interseccion con z = 0,
porque f(x,y) > 0V(x,y) € R?
=~ A la funcion implicita.
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Teorema de Dini

Existencia de la Funcion Implicita de una variable independiente.
f(x,y) =0 define implicitamente a y = g(x), si se verifican las siguientes
condiciones:

1°) f(py) = 0 (La funcidn debe anularse al menos en un punto del dominio)

2°) z = f(x,y) posee derivadas parciales continuas en un entorno de p.

3) g—£ (py) # 0 (La derivada parcial con respecto a la variable dependiente debe ser
distinta a cero)

Derivada de la Funcion Implicita de una variable independiente.

En las condiciones del teorema anterior, la funcién f(x,y) =0 define
implicitamente a la funcion y = g(x) cuya derivada es:

of
ay _ _ ax
dx  9f
oy

Demostracion:
Si f(x,y) = 0se verificaparay = g(x) = f(x, g(x)) = 0 (g(x) satisface la
ecuacion)

Derivando ambos miembros (como funcién compuesta), tenemos:
d
ofax  afdy _ g ay _ = oy

jan > —=
dx dx  Oydx despejando dx af/
dy

Ejemplo: Dada la siguiente funcion:

flx,y)=2xy+y?—x—y=0 donde y = f(x)

a) Verificar que se trata de una funcion implicita, considerando las condiciones para
la existencia para (x,y) = (0,0)

b) HaIIar% con (x,y) = (0,0)

Solucion:
a) 1°) £(0,0) = 0 s.v.

0nNg %y, _ 9f(0;0) _ af _ _ 3f(0,0) _
2)EIax—2x 1 - = 1 y Elay—2x+2y 1- Sra 1

3) L= -120




3}
Q _ _ f/ax _ —(2x—1) en (0 O) — _(_1) — _1
! -1

dx af/ay B 2x+2y-1

El teorema de la Existencia y Derivabilidad se extiende a campos escalares
definidos implicitamente.

Por ejemplo:

La ecuacion F(x,y,z) =0 define implicitamente al campo de dos variables
independientes z = G(x,y), si se verifica:

1°) F(py) = 0 Paraalgin po(xg; yo; Zo) perteneciente al dominio.

2°) 3 FE/ ; E; y F; y son continuas en un entorno de p,

3°) F,#0

Calculamos las derivadas de z = G(x,y) utilizando las reglas de derivacion para la
funcién implicita.
0z

3y ZyYZy

0z
Buscamos: — A
ox

Diferenciando:
dF = F{(x,y,z)dx + F;(x,y,2)dy + F;(x,y,2)dz = 0

Despejando dz:
E; Fy
dz = — F_z' dx — F—Z,dy

Pero como z = g(x,y)
dz = Zydx + Z,dy comparando  dz

Resulta:

7= 7 =
x—_F A y — T
VA

En general si F(x;;x5;...; x,) = 0 define implicitamente a x; = F; (x3; X3; ...; %) Y
F;, # 0 cumpliéndose las condiciones de continuidad y derivabilidad, resulta:

0x; Fx, . Oxg Fy, . . ax; Fy,

dxs Fy, dxp Fy,

axz F;"l !

Generalizacién:
Las funciones implicitas F(x;y;z) =0 6 F(x;y;z;w) = 0 pueden representar a
funciones de mas de una variable independiente y a mas de 1 funcion.

Por ejemplo: x2 + y2 + z2 — 1 = 0 representa implicitamente a dos funciones:

Zi=\J1=-x2-y2 y Z,=—/1—-x2—-y?

0 F(x;y;z;w) = 0 puede ser implicita de:
w = f(x;y;z) funcion de 3 variables independientes




0 a las funciones:

x = g(z;w) de 2 variables independientes
y=t(z;w)
Anélogamente se pueden obtener otras derivadas cuando se conoce la dependencia
funcional.
En todos estos casos se presentan las mismas condiciones de existencia y
derivabilidad que para funciones implicitas de 1 variable independiente.

SISTEMA DE FUNCIONES IMPLICITAS:

Asi como una superficie puede estar definida en forma implicita por una ecuacion,
una curva en el espacio puede estar definida implicitamente por un sistema de 2
ecuaciones.

F(x;y;z) =0 donde, porejmplo: y=f(x) A z=g()
{ G(x;y;z)=0

En este caso decimos que el sistema de 2 ecuaciones define implicitamente a 2 de sus
variables como funcidn de la restante.

Las condiciones de existencia son similares a las que exige el teorema para definir
una funcién implicita de una sola variable y fueron enunciados en forma general,
mediante el Teorema de Cauchy-Dini.

También pueden calcularse las derivadas de f y de g, si existen, utilizando un
determinante funcional Illamado Jacobiano.

Veamos el caso considerado
F(x;y;z) = 0 A G(x;y;z) = 0 definen implicitamenteay = f(x) Az = g(x) =
si F 'y G son diferenciables es:

dF = Fdx + Fydy + F;dz =0
dG = Gydx + G, dy + G,dz =0

Luego:
Fydy + F;dz = —F.dx
Gydy + G,dz = —Gydx

Siendo dx # 0 divido ambos miembros por dx:

, dy ,dz _
, 4y , 9z _

Gy Ix + G, o Gy

El determinante del sistema se llama Jacobiano de F y G respecto a las variables 'y’ y

1!

Z

queda:



F, F,

G, G,

A(F.G) _

Jacobiano: =
0(y,z)

. . . . e, . , . d
Si este Jacobiano no se anula el sistema tiene solucién Unica para las incognitas d—i = fy

dz

Y - = gxYsehallan aplicando Cramer.

Resulta:
| —F F a(F,G) Fy —F a(F,G)
ay _ |-Gy Gyl _ 3@z dz _ |Gy —Gx| 3@
x5 B 9ES y ax B R . 9FEG
f , a(y, ) ) ay,
Gy Gy .2 Gy, G ».2)

Ejemplo: Sean
{F(x,y,z) =x34+42y3—-5z2+1=0
Gx,y,z2)=x—y+z3—-4=0

d dz ., . .
Hallar: d—z y = " Observando la expresion de estas derivadas, queda determinada
cudl es la variable independiente.

F, F, 3x2 -5
dy 16, G| 1 3722l (9x?2°+5) —9x?z> -5
dx |Fy F,|  |6y? —5|  (18y%z2-5) 18y%z2—5
GJ'/ G, -1 3z2
Fy Fy 6y? 3x2
dz |G, G| |24 1| (6y*+3x?) —6y®—3x?
dx  |Fy Fy|  18y?z2—-5 18y2z2—-5 18y?z2 -5
G, G

Planteamos otra situacion: Las dos ecuaciones F(x,y,u,v) = 0 A G(x,y,u,v) =0
pueden definir implicitamente dos funciones de dos variables independientes.
u=hxy) y v=mxy)
Podemos hallar las derivadas parciales de u y v, mediante las derivadas parciales de
las funciones implicitas, FyG.

Diferenciando F y G, obtenemos:

dF = Fudx + E,dy + E,du + F,dv =0
dG = Gydx + G,dy + Gydu + G,dv =0




Despejando:
E,du + F;dv = —Fdx — F,dy
= {G{Ldu + Gydv = =Gy dx — G, dy

F, F,
G, G,

A(F.G) _

J(u,v) - *0

El Jacobiano del sistema:

“El Jacobiano, esta formado por las derivadas parciales de la funcion implicita con
respecto a las variables dependientes.”

Luego, aplicando Cramer:

—F'xdx—F'ydy F, F, F, F'y F,
= —G,'Cdx—]G'ydy G _ Gy‘c]G'v D Gi,]G’U iy

)
Por propiedad de los determinantes

a(F.G) a(F,G)
I ax, FIes
En sintesis: du = —%dx - —a((}'?g dy
a(u,v) a(u,v)

como:u = H(x,y) entonces du= Z—zdx + Z—zdy

Comparando los términos de du:

a(F,G) d(F,G)
ou _ _ 3@ A ou _ ayv)
ox = 9EG) ay  9FG)

a(uv) a(uw)

Del mismo modo si buscamos dv:

Gy, —Gydx — Gy dy G. G G, G,
dv = = =% X gy~ Y d
] ] T
a(F,G) 3(F,G)
__ d(ux) a(uw,y)
= dv = 55 dX — 6 - dY
3 (w) A(wv)
ov ov
como v = m(x;y) entonces dv = adx + 5dy
Comparando los términos de dv:
d(F,G) 9(F.G)
v _ owx) o _ 3wy
5% _ 9(F.G) y 3y . 2EG)

a(u,v) a(uw)




